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P. Gorpan. Das simultane System von zwei quadratischen quaterniiren Formen. 1 


Das simultane System von zwei quadratischen quaterndren 
Formen. 


Von 


P. Gorpan in Erlangen. 


Einleitung. 


In der Raumgeometrie kommen drei Arten von Coordinaten vor, 
Punktcoordinaten x, Liniencoordinaten y und Ebenencoordinaten wu. Aus 
ihnen und den Coefficienten der Originalformen f setzen sich die Formen 
(Invarianten) der f zusammen. 

Das System der quadratischen quaternéren Form 

.f=a2 = az,::- 
besteht aus den Formen 
a,”, (aa, p)*, (aa,a,u)°, (aa, d_a5)°. 

Dieser Satz, obgleich er bekannt ist, wird im 1" Capitel der Voll- 
stiadigkeit halber noch einmal bewiesen. 

Wie bei den biniiren Formen, so wird auch hier das simultane System 
zweier Formen 

f _— a,*, fi — b,? 
durch Ueberschiebung der beiden Einzelsysteme gebildet. 

Sind V und W Producte der Invarianten der letzteren, so liefern die 

irreducibeln Ueberschiebungen 
U=(V,W) 
die Invarianten des simultanen Systems. 

Da die Glieder von U ihm selbst aquivalent sind, so lassen sich die 
U durch beliebige ihrer Glieder P ersetzen. Dieselben entstehen aus 


V-W, 
dadurch, dass man die symbolischen Factoren 
(2) a,, (aa,p), (aa,a,%) 
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von V mit den symbolischen Factoren 


(3) b.; (bb, p), (bb, b,u) 
von W faltet. Das Product 


(aa,p) (bb,p) 
kann auf doppelte Weise gefaltet werden; die andern acht Producte lassen 
sich nur auf eine Weise falten. 

Die Faltung von Factorenpaaren ist die einzige, welche in der Theorie 
der biniiren und der terniiren Formen vorkommt. Hier bei den quaterniiren 
Formen kommen noch solche Faltungen vor, bei welchen drei Factoren 
betheiligt sind. 

Die Producte 

a, (a, 4,4; u) (bb, p), b,(b, by bs u) (aa, p) 
lassen sich zu Factoren F, und F, (s. Tafel I) falten, welche zu den 
iibrigen zehn Faltungen hinzutreten. 

Um die Formen iibersichtlicher zu gestalten, fiihren wir statt der 
Symbole a, b der Originalformen neue Symbole ein und definiren die aus 
ihnen zusammengesetzten Factoren mittelst der Formen der Tafel 1. 

Hierdurch sind wir im Stande, die Invarianten J des simultanen 
Systems in sechs Classen 

JM... JH 
einzutheilen. Die J® sind die Quadrate der Factoren der Tafel (1); die 
iibrigen 

J... J® 
enthalten diese Factoren héchstens in der 1° Potenz. 

Die J® bestehen nur aus Factoren (py) und die J® nur aus 
(p), (v), (py). J, J und J® haben ausserdem Factoren F. 

Alle Invarianten 

J... JO. 
haben Factoren (gy) und werden durch ihre Producte M bestimmt. 
Die einfachsten derselben sind die 


T= (9, Vx) (Fi, Px.) Pinan) (Pi, %e) (Pi %r,) * °° 
bei denen je zwei benachbarte Factoren ein gemeinsames Symbol haben. 

Die iibrigen M sind Producte von zwei oder drei solcher 7. 

Die J® und J® haben nur ein 7 zum Factor, die drei anderen 
kénnen mehr haben. 

Die M sind Ableitungen von Producten M, welche in Tafel (8) zu- 
sammengestellt sind. Unter ihnen sind die Factoren M von J‘ Ab- 
leitungen von speciellen M, welche mit M® bezeichnet und in Tafel (9) 
zusammengestellt sind. 
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Die Anzahl der 
JM... JO 
ist 
21, 23, 186, 134, 134, 82. 
Das simultane System von 
f=a?, f,=b? 
enthilt 580 Formen. 


Tafel 1. 
Die g, yw. 
A, = (Py); (41% P) = (F2)3 (Gy 42.45%) = (Hs); (4, 4g% gy) = (Ha)5 
b, = (%,); (bop) = (He); (0, by bgu) = (Wy)3 (0, 0,30.) = (Ha); 
(abp) = (1%); (ab, b,x) = (pi %z); (ad, byb3) = (M1 Hs); 

(a4, 4y Du) = (Py 1); (4, 4,430) = (H3¥,)3 
A, ,(b, by au) — Ay, (Dy by, U) = (PoHe)r3 (4,4, D, by) = (Py %e)o5 
Ay (yb, bybs) — Ay, ,(agb, bys) = (G25); 
by »(@y%y43b,) — Dy, (Ay My Mg by) = (95%); 
(a, b, baby) (Gg gp’) — (qb, by bg) (Aya p) + (3b, by bs) (4,49 p) = (P53 ¥s)3 
F, = (a,b, by bg) (a,b) — (abby bs) (4, bp) = (9, P32) = (91929s)3 
Fi, = (@,4,05b,) (ab, p) — (a, 4,4 by) (ab, p) = (Py, Hs) = (Ay highs). 
(PiX1) (Die) (Pits) = O(H); (Pir,) (P2¥,) (Ps¥,) = OY,); 


0@) 0) _ 
a a O(9;, ¥,); 


(9, v,,) (9;,¥,,) (9;,¥,,) (v,,¥,,) — H(g,., v,,)- 


Hier sind i,, 7, %53; %,, %.,%; Permutationen von 1, 2, 3. 


Tafel 2. 
Der 21 J. 


(91)*, (P2)*, (Ws)®, (Ps)*s (Hr), (He), (Hs), (Hu) 
(9, %)°, (Qi %2)*, (M1 Vs)”, ’ (2%)", (M2%2),°, 
(G2 ¥s)*, (p3¥;)”, (Ps 2)”, (M3 ¥s)”, F,’, F,?. 


Tafel 3. 
Der 23 J®). 
(92, Vu.) (92,Vu,) (92, Vx) (D2, Vu,)3 
(Pi%,,) (P2¥,,) (P2Px,) (Ps¥x,) Ps¥,,) (Pr¥,,)- 


1* 
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Tafel 4. 
Die 186 J®, 
(pit) (Vi) (Ux)3 (1,42) (P,%e) (Pi) (Yi)3 (ViHs,) (i%,,) ,,) 3 
(0: Vx.) (PiPx) PigMn) Pi) Yxd)3 Pi, Px,) (PiMx,) Ping) (Vi, Vx.) (Vi) (Hi,)5 
(9;, ¥,,) (i, ¥,,) (9,¥,,) (9,,¥,,) (¥,,) (¥,,)3 
(9;,¥,,) (9, %,,) (9;,%,,) (9;,¥,,) (9;,¥,,) (9;,) (w,,). 


74) 49, ts und x,, x, x, sind Permutationen der Zablen 1, 2, 3. 


Tafel 5. 
Die 134 J®. 


F,-(P:) (Ps) (2); F, + (9;,)(¥2) (¥,,) (9;,¥,,)3 F,-(:) (2) (Hs) (2¥2)3 


F,-(1) (2) Hs) (G1 ¥,) (Ps ¥:,)3 F,-(P1) (Ps) (Hx,) (Pa Ve) (G2¥y,)5 
F,: (%,) (Hz) (42) (9;, ,,) (Qs Y,,) ; F;: (9;,) (Hs) (¥,,) (9, ¥,,) (M2%2)3 


Ff: (9;) (-) (¥,,) (9;, Y,,) (9241) (Pos); F,-(pe) (He) (,,) (9;, V1) (Ps Y,,) (9;,¥s) ; 
F;: (9;,) (¥1) (Hs) (Po V2) (Pe Y,,) (9;, ¥,,)3 F,-(P2)(%1) (Hs) (9;, v1) (9;, Us) (Ps %e)3 
F;: (9;,) (9;, Ve)3 F-(¥2) (1 Y,,) (5 ¥,,) } F,+ (Wz) (G12) (Ps ¥2)3 


F;,: (¥,,) (9;, ¥.) (9, v,.)3 F,- (9;,) (9, ¥,,) (Mg ¥,,) (P2%2)5 
Ff: (9;,) (H, ¥,,) (Qs Y,,) (9;, ¥,); F,+(92)(%; v,,) (Qs ¥,,) (P22); 
F,,-(g2) (9%, 2) (gi, v,,) (. ¥,,)3 F(z) O(H2); 


F, -(¥) (Q;, Vs) (P2¥1) (Ps ¥s) (;,%s) } F,-(¥») (9;, ¥,,) (Mg Y,,) (Poe) (9, Ye); 
F,: (¥,,) (9;, ,) (9;,%,,) (P2t1)(G2¥s)3 Fi: (¥,,) (9;, ¥,,) (Mg Y,,) (P22) (9;,¥,,) : 
F,: (¥,,) (9, ,,) (Qs Y,,) (Ms ¥,,) (2%); F;: (¥,,) 0 (9;,) (9;, Y,,) } 

F,-(,,)9 (2) Ms ¥,.)3 F,:(¥,,) H (gp, ¥,.)3 

F;- (9;,) (Gi, ¥,,) (P21) (Po ¥s) (9, ¥,,) (9j,¥2)5 

F;: (9;,) (9, Y,,) (Qs ¥,,) (9,,¥,,) CA ¥,,) (P22); 

F, (2) 9 (9;,) (9;,¥,,) (Ms %,,)3 F,,-(G2) O(@s) (91 v,,) (Qs Y,,) . 

i,,% und x,,*, bedeuten Permutationen von 1, 3. 


Tafel 6. 
Der 134 J. 


Fy-(02)(¥1) (Hs); Fs (9;,) (Ms) (¥,,) (9;, ¥,,)3 F;: (¥,) (¥e) (ws) (Ms 2)5 

Fy (91) (92) (9s) (9, Y,) (9;,¥s) } F;: (9;,) (v1) (Ws) (Pe ») (9;, Ve); 

F,-(P2) (2) (¥,,) (9;, Y,,) (9;, Ye); F;: (9;,) (W,) (¥,,) (Pz ¥e) (9; ¥,,)3 

F;: (9;,) (2) (¥,,) (9,,¥,,) (91 %2)(Ps¥2);3 Fy: (9;,) (P2) (He) (9%, Y,,) (9%, 2) (9;,¥,,) ; 
F+(1) (Ps) (Hx) (P22) (9;,¥2) (9;,%,,)3 F (91) (Ps) (Hs) (1 ¥,,) (s ¥,,) (H2%s); 
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F, (¥,,) CA ,,) ; Fy-(2) (9;, ¥;) (9%, 3); Fs-(P2) (G21) (G24); 

F;: (9;,) (Ps Y,,) (9, Y,,) ; F: (¥,,) (9%, v,,) (9, We) (Po Vs); 

F;: (¥,,) (9%, ¥) (9%, Vs) (Ps v,,)3 F (v2) (9%, ¥) (9%, Vs) (Yee); 

Fy-(¥2) (Ps v,,) (9, v,,) (9;, U2); Fy: (4,) O(g2); 

F,+(9s) (91 ¥,,) (G12) (Ps %2)(Ps v,,) 5 Fy-(%,) (9, ¥,,) (9%, Ve) (Ps ¥2) (Pe ¥,,)3 
F;: (9;,) (Pz ¥,,) (9%, ,,) (i%2)(Ps¥2); Fi: (9;,) (9%, ¥,,) (9, V2) (Ps Ve) (i, v,,) } 
F; (9;,) (9;, Y) (9;, V2) (i, Vs)(P2¥2); Fy: (9;,) s) (¥,,) (9%, v,,) } 

F,:(9;,) O(9,) (9%, V-)3 F,-(;,) H (9;,¥2)3 

F;: (¥,,) (9;, ¥1)(Pi%2) (Ps 2) (;,%,,) CA v,,) } 

F;: (¥,,) (9;, ¥) (9;, Ys) (9%, v,,) (9, V2) (P22); 

F;:(%)9 (¥,,) (i, Y,,) (9;,%2)3 Fi, (vz) 9 (2) (9%, ¥) (9, Ws). 


Tafel 7. 
Der 82 J. 


F, Fy+(9)(Ps) (1) Hs) (2 ¥2)5 
F,Fy-(92) (¥,,) (9%, ¥,,) (9%, 2); 
F, Fy-(¥;,) (2) (i, %x,) (P2¥,,)3 


F, Fy-(92) (9;,) (vs) (¥,,) (9%, v,,) } 
F, Fy:(P2) (2) (9%, v,,) (9%, Y,,) } 
F,F;: (9;,) (¥,,) (9%, ¥,,) (G2 %s)3 





F, Fy-(¥,) (4s) (91 v,,) (Qs ¥,,) (2 %2); 
F, F,-(¥,) (¥,,) (2%) (9;, He) (9, ¥,,)3 
F, F;-(9;) (9s) (gi, Y;) (9;,¥s) (P22); 
F, F;: (9;,) (Pz) (Ps Vs) (Pe Y,,) (9%, v,,) } 
FF; -(91 v,,) (Ds ¥,,) (M5 ,,) } 


F,F;: (9,,) (2) (Po ¥,,) (9%, ¥,,) (9%, ¥,,)3 
F, Fy-(¥,)(¥s) 8 (Hs); 

FF, +(2)(9;,) (i, ¥2) (Vi, Ye) (Pi, %e,)3 
FF :(91) (Ps) O(@:)- 

F, F,-0(g;, ¥,)- 





Tafel 8. 

Der 15 M. 
Mo = 1; 
Mi = (9141)5 
Mey = (91%) (P2%1)5 
Mos = (9%) (P2¥2); 
Msi = (9141) (G24) (P2¥2)5 
Mss = (91%) (P2¥1) (Ps ¥2)3 
M;; = 9(9,): 
Mss = (9141) (P2¥2) (Ps¥s)3 


Mas = (9141) (P21) (Poe) (Hs %2)5 
Mas = (91%) (P21) (P2%2) (Ps¥s)5 
My; = O(9,) (M2); 
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My = H(q,, ¥1)3 

Ms, = (9141) (9241) (P22) (Ps¥2) (ss); 
Ms2 = O(9,) (9241) (Ps¥2); 

Mzs = 9(9,, v4). 


Tafel 9. 
Der 10 M®). 
My = 1; 
= (9, ¥;); 
Mi) = (9,41) (P2%1)3 
MS = (141) (P22); 
MQ2, = (91%) (P24) (Ps%e), 
MS. = 9(9,); 
Mi? = (141) (P22) (Ps¥s)5 
M{2, = 9(9;) (241)5 
Mo2s = H(q,, v4); 
My, = 9(9,, %1)- 


Tafel 10. 
Der D. 
Boo =1; 
Dy = (9, %2)5 (p2¥,,)3 
De PP Pi%8)5 (PrP) Ms%.)3 (Pi,%2)(PH2)3 (F2¥s,) (Pr); 


42 


(9;,¥ Ue) (Gi, ¥,,)3 (Pz ¥,,) (9,,¥,,)3 (GiV2)(Ps¥2)3 (P21) (P2¥s)3 

Dy = = (9, v% ) (M2¥,,)3 } 

(9, ¥,,) (Hs ¥, 9, 2 )3 (H; Ye) (Pg ¥2) (0, ¥,,)3 (9;,¥,,) (Pe v,,) (9,4 Vs); 
(Vi,%1) (Pin¥s) (Pi%a)3 (Pos) (P2s)(Hi,%2)3 (Pi,%,,) (Pi, Ye) (H24,,)3 
D3. = 0(9,,); O(y 03 

O(g,,) : (9;,%2); (9;,%,)3 (P2¥,,)s (P%2); 

O(Y,,) - (P2x.)> (Gi,%x.)3 (Pi,%2)> (P2%e)5 

O(p2) + (Hi,%,.)3 (Hi,¥2)5 

O(y.) - (9;, ¥,,)3 (Pz ¥,,)3 

Doig = H (9;,, v,,)» H(q;,, U2), H(p2, ¥,,)» H(q2, We). 


D3, = 


241 — 
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I. Capitel. 
Das System von f=a2. 


§ 1. 
ry 17, (84% +++ 2,)"= 0. 
Geniigt eine Form 
; F = r3(8x,% +++ 2,)" fiir jede Zahl x 
den Relationen 
(1) ry 1 Py, (SHyHy ++ z,)* = 0, 
so geniigt sie der Formel 


(2) (EY) Fm (1 (Gey + ,) (tay oo t,) or, (Saree oe, 9) 


Beweis. 
Aus Formel (1) ergeben sich diese Formeln: 
ru-*(sa,+++m,)"—* (1, (8a, +++ 4,) + nr, (sx, "+p 1 Ty 4y° 0 2,)} = 0, 
(nv) F=nrr-*(sa,~a,)"* (1, (say",)—1,, (Sry By) — Hg (saa,++-%,_,)}. 
Ersetzt man hierin » der Reihe nach durch die Zahlen 
1,2, 3,-+--” 
so erhalt man die Formeln 
(v1) r,(s+--%,) = 7, (8Hy+-@,) +++ 1z, (8H, _ 1), 
(v-+2)02(s---@,) = 2r,(8---a,)(r,(SXy--@,) ++ 17,,(8@-+-x,_4)), 


(n--v) F = mrp (sa,--&,)"~*(1,(8ay+-%,)+ +, (8H--2,_4)), 


deren Product Formel (2) liefert. 


§ 2. 


r 

%@2 .. 
Geniigt eine Form 
F=rj,2,%32,°**%%,2, fiir alle Zahlenpaare x, 4 
den Relatiunen 


"x, x 


Ft 6, 





"x, Be 
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so geniigt sie auch der Formel: 


CH) 0$9)--- (CET rH (Daenatarten)! 


Ist im Besonderen v die Anzahl der Variabeln x, 


Hyy Lyx °° Uyyy 


so wird 


+ "1,2, "9, a t,t, = (", ot r,) (112 aailas Ly), 


CENCE) CHT Renna 


§ 3. 


oF oF oF 
5a, 7 T 35. Mis *** Fg May == O- 


Geniigt eine homogene Function F' der Variabeln x, welche sie in 
den Verbindungen 
%o1%o1 + Noe Vag°** YovXay ‘ee 


enthalt, den Relationen, 


"o 1% 


oF oF F 
a Ly Ha Lg °° + 5 — %,,=0 
a a2 
OX, Ox,» ox,, - , 
so lisst sie sich als ganze Function der Producte 


(2; Lys: 2,) e.. Tn? ** Cy) 
darstellen und hat die Form 
(3) F= (4,2,---2,)’F,, 


wo F, eine ganze Function der Determinanten 


(1, "us eve Tuy) 


ist. 
§ 4. 
Die J. 
Die Invarianten J einer quaterniren Form 
f=ar 
in den Variabeln 
x, U, v, 


welche durch die Relationen 


u.=0, v,=0 








RR a IY 








verbunden sind, lassen sich als Aggregate von Producten (Formen) P dar- 


stellen, welche aus Factoren 
(4) @,, (4a,Uv), (aa, aU), (44,4,0), (44, A545) 
zusammengesetzt sind. 

Beweis. 


J ist eine ganze homogene Function F' von den 
G@, Ui Uz, Te 


(E, & &5 64) 


mit der Determinante A, fiihrt die Gréssen — 


Eine lineare Substitution 


, ty Gy, Uy, My L 
in 
Ai, a) Ug» Vp» (w&,, 2, &3,) 


A* J = F (a;,, Uz,» VE) (v§,, E, g,,)) 


iiber, so dass 


wird. 
Aus den Formeln: 


oA oA oA EAN 
36, bua + ob, bua + ob. us t+ 0 E44 = 0 


folgen diese 


oF oF oF oF ; 
08,1 Eu1 + bie E42 + Obs E43 + 08, bua _— 0; 


sie zeigen, dass F’ sich in die Form: : 
F=A"F, 
bringen lisst, wo F, von den Ausdriicken (4) abhingt. 


g 5. 
Die Variabeln x, p, wu. 


Wir nehmen von nun an an,.dass die » nur in den Verbindungen 


U,0, — U0; = Dix 
auftreten. 
J ist nun von den Variabeln 


ZL, p, U 
abhingig und geniigt der Relation 


od od oJ od 
50, 1 + Fe, 2 + oy, % + 50, =O 


ist also von den Ausdriicken 
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(5) a,, (aa,p), (aa,a,u), (aa,a,45), 
(aa, dU) (A34,4,0) — (Ad, A,V) (dy 4,4,,%) 1 
= (aa, a, 45) (4,4; p) — (a, 4,44) (a4; p) + (4a, 4545) (4344p) 
abhingig und ein Aggregat von Producten P die aus den Factoren (5) 
zusammengesetzt sind. 


§ 6. i 
Die Processe RZ. I 
1. Der Process R,,. | 
g, und g, seieh zwei der Factoren (5) von P. g, enthalte das u 
Symbol a, aber keines der Symbole a,, a,,---a, und g, enthalte die 
Symbole a,,a,,---a,, aber nicht das Symbol a; setzt man 
P=9,929; A= a5 = (Q,+++@,%+++%_,), e 
so besteht der F,, Process in den Formeln 
Ry, (G19) = Mg (Gyo, Uy Uy, Ay, ¢ (Mllg +, Uy Uy _ 2» (Ay ,_1 Uy oeetly_,) ! 


R,,(P) _— Ry (9192) ‘ Q. 


f 
2. Der Process R,,. 
f 
g, und g, seien zwei der Factoren (5) von P. g, enthalte die Symbole : 
a, a,, aber keines der Symbole a,, a; und g, enthalte die Symbole a,, a, 
aber keines der Symbole a, a,; setzt man 
P=G, IQ; Gy = (AA, Uy Uy); Jo = (AgQy tg Us), 
so besteht der R,, Process in den Formeln 
Boo (G1 Jo) = (Aa, Uy Uy) (gy Uy tty) — (AA, Us tty) (ys my Uy), ( 
Ry (P) = Rey (9192) *Q. 
§ 7. 
Factoren mit « Symbolen a. | h 
s 
Wir befassen uns von nun an mit der Form 
f=ai =a?, = a?,:--. 
Die Invarianten J sind Aggregate symbolischer Producte P, welche aus s 
Factoren (5) zusammengesetzt sind. Jedes Symbol a steht in zwei dieser n 
Factoren. 
g sei ein Factor von P und enthalte die Symbole b 
a, Ag, as a,- i F 


Dieselben stehen das zweite Mal in anderen Factoren. Wir behaupten | 





» 
=] 


LS 
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»P ist ein Aggregat von Producten P,, P,,---, deren jedes ausser g 
noch einen Factor g, hat, in dem gleichfalls a,, a,,--- a, stehen.“ 


Beweis. 


Wir nehmen an, dass w von den v Symbolen von g 


@,, Mg, *** a, 
in einem zweiten Factor g, von P stehen. a 
Factor g, stehen. 


Wir setzen 


u+1 mOdge in einem dritten 


P= 99293Q 
und wenden den Process Ff, ,, an. 
R, ,(Go93) ist ein Aggregat von Factoren g,, welche die Symbole 
Gy, Agys* Anas 


(P) ein Aggregat von Producten: 
P,= 99,9. 


(ut+1)P = R,,,(P) 
folgt, dass auch P ein Aggregat solcher Producte ist. 
Durch dieses Verfahren sind wir von der Zahl w zur Zahl uw + 1 
fortgeschritten, wiederholen wir es, so gelangen wir zu den Zahlen 


u + 2, w+ 3,--- 9». 


§ 8. 
Das System von /. 


enthalten und R 


Llu 


Aus der Formel 


Das System von f beteht aus den Formen 
(6) f=az; (aap); (aa;a,u)*; (aa,a,a)?. 
Beweis. 


Nach dem vorigen Satze liisst sich ein P, welches den Factor (a, a, a3 4,) 
hat, als Aggregat von Producten P, darstellen, die ausser ihm noch einen 
zweiten Factor (a,a,a,4,) haben. 

Hieraus folgt, dass P den Factor (a,a,a,a,)* besitzt. 

Hat P keinen Factor (a,a,a,a,) dagegen aber einen Factor g=(a,a,a,), 
so lisst es sich als Aggregat von Producten P, darstellen, die ausser g 
noch Factoren haben, in denen a,, a., a, stehen, also Factoren 

(Ay AgM3%), (Ay Mg M344) 
besitzen; P ist dann ein Aggregat von Formen, welche entweder den 
Factor (a,a,a,a,)*, oder den Factor (a,a,a,u)* haben. 
Hat P keinen der Factoren (a,4,4,4,), (@,d,a,¥), dagegen aber den 
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Factor g = (a,a4,p), so laisst es sich als Aggregat von Producten dar- 
stellen, die ausser g Factoren haben, in denen a, und a, stehen. Es sind 
diess die Factoren 

" (Gyagp), (Gy My4,u), (0,4, 4504). 
P ist ein Aggregat von Producten P,, welche die Factoren 


hab (a,4,p)*, (GyagGsu)*, (a, a,4,)° 
aben. 


Hat P keinen der Factoren 


(4, 4p), (4,452), (A, Mg My), 
so hat es nur Factoren a, also den Factor a2. 
In allen Fallen ist P ein Aggregat der Formen (6). Die Coefficienten 
sind Invarianten, also gleichfalls solche Aggregate. P ist somit eine 
ganze Function der Formen (6). 


II. Capitel. 
Die Symbole g und yw». 
§ 1. 
Simultane Invarianten. 


Ebenso wie das System von 


f=a3 
aus den vier Formen (6) I. Cap. besteht, besteht das System einer zweiten 
Form 
f=; 


aus den vier Formen 

bi; (bb, p)?; (bb,b,u)*; (6b, b,b5)*. 
Die simultanen Invarianten J von f und f, sind Aggregate symbolischer 
Producte P, welche aus den Factoren 


a,, b,, (aa,p), (abp), (bb,p), (a@a,a,), (aa,bu), (abb,u), (bb,b,u), 
(44,443), (44,46), (aa,bb,), (abb,b), (bb, b,b5) 
zusammengesetzt sind. Jedes der Symbole a, b steht in zwei Factoren. 


§ 2. 
Charaktere. 


Gewisse in den P vorkommende Zahlen nennen wir ihre Charaktere 
und bezeichnen sie mit 


Cy» Coy Cor Cygy Coan Cony apy Ca 








P 


al 


el 
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1. o. 
o, ist der Grad von P in den Coefficienten von f. Es ist die Anzahl 
der verschiedenen Symbole a, welche in P stehen. 


2. Oy. 
0, ist der Grad von P in den Coefficienten von f,. Es ist die Anzahl 
der verschiedenen Symbole 6, welche in P stehen. 

3. 


¢,, ist die Anzahl der Factorenpaare gg, von P, in denen g und g, die 
Symbole 


v* 


7 Gy, My,°°° a, 
gemein haben. 
& «&,. 
¢,, ist die Anzahl der Factorenpaare gg, von P, in denen g und g, die 
Symbole er 


gemein haben. Haben g und g, die Symbole 
a,-:-a, oder b,---b, 


gemein, so bildet gg, ein zu demselben gehériges Factorenpaar. 


§ 3. 
Anordnung der P. 
Wir ordnen die P nach ihren Charakteren in dieser Weise. 

1. G, &. 
P, steht vor P,, wenn einer der beiden Charaktere c¢,, c, in P, kleiner 
als in P, ist und der andere in P, nicht grésser als in P, ist. 
2. Cray Coa: 
Haben P, und P, dieselben Charaktere ¢,, ¢,, so steht P, vor P,, wenn 
einer der beiden Charaktere ¢,,, ¢, in P, grésser als in P, ist und der 
andere in P, nicht kleiner als in Py ist. 

3. Cis) C8: 
Haben P, und P, dieselben Charaktere ¢,, ¢,, C4, C4, 80 steht P, vor P,, 
wenn einer der beiden Charaktere c,,, ¢,, in P, grésser als P, ist und 
der andere in P, nicht kleiner als in P, ist. 

4. C14, Coy. 
Haben P, und P, dieselben Charaktere ¢,, Cy, C4, Cox) Cig» Cog, 80 steht P, 
vor P,, wenn einer der beiden Charaktere c,,, ¢,, in P, grésser als in P, 
ist und der andere P, nicht kleiner als in P, ist. 
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§ 4. 
Reducibilitit. 
Steht in dieser Anordnung P, vor P,, so nennen wir P, einfacher 
als P,. 
Lisst sich ein P als ganze Function von einfacheren Formen aus- 
driicken, so nennen wir es reducibel und bezeichnen dies durch die Formel 
P= 
In dem simultanen System von f und f, stehen nur irreducible Formen. 
Sind alle Formen P, welche einen Factor g haben reducibel, so nennen 
wir diesen Factor Reducent und bezeichnen dies durch die Formel 


g=0. 


§ 5. 
Aequivalenz. 


Die irreducibeln Producte P, und P, heissen iquivalent, wenn keines 
einfacher als das andre und 


P - Digi P, 
einfacher als P, und P, ist. Wir bezeichnen dies durch die Formel: 
P, = Ps. 
Sind 
P. 1? P. -” 


alle Producte, welche P iiquivalent sind, so nennen wir sie eine Gruppe 
fiquivalenter Formen. Jede in dieser Gruppe stehende Form bestimmt sie 
und heisst ihr Repriisentant. 

Das simultane System von f und f, enthilt aus jeder Gruppe nur 
eine Form, ihren Reprisentanten. 


§ 6. 
Die Factoren (a,a,a,a,), (b,b,b,0,). 
Ist in P 

¢,4>0 oder ,>0 
so hat es die Factoren 

(A, 4q%34,)°, (0, by b,b,)*. 
Diese beiden Formen sind die einzigen irreducibe Formeln, fiir welche 

C4>0 oder o,>0, 
fiir alle iibrigen ist 

C= 9; t= 0. 
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Hat P einen der Factoren 


(G,4,%5%,), (0,0, b55,), 
so ist es nach § 7, I. Capitel ein Aggregat von Producten, welche die- 
selben noch ein zweites Mal haben; es ist dann durch die Formen 
(4, 4y450,)*, (b,b,b,,)? 
theilbar, also reducibel. 
Die Factoren 
; (@y4y43%,), (,b, bg b,) 
sind Reducenten und stehen nicht in irreducibeln P ausser in 
(Ga, 4,45)", (bb, b,d,)°. 
Diese sind nur aus den tibrigen der Factoren (1) zusammengesetzt: 


a,, b,, (aa,p), (abp), (bb, p), (aa,a,%), (aa,bu), (abb,u), (bb, b,x), 
(aa,a,b), (aa,bb,), (abd, b,). 


g 7. 
Die Symbole « und £. 


Die ¢,; und ¢  Factorenpaare g,g,, in denen g,g, dieselben drei 
Symbole a oder dieselben drei Symbole 6 enthalten, haben die Factoren 
(G,Q45u), (A,G,4b), (ab, bbs), (,bgb,u). 

Setzt man 
(A, 4,@,u)” = ua; (0, b,b,u)® = uj, 
so werden sie 
Ua, 5 


@? %, —~G@3, Uy. 


(4a, 4,45), (bb, by bs) 
werden in den neuen Symbolen 


Die Reducenten 


a, und J, ; 
. a i 
sie gentigen den Formeln: 


1 1 
-_ — : oan — — $3 
A,0,We A,U,; b;b,u, bju,. 


§ 8. 
Die Reducenten u,v,,— u,v, und u,v, — us v,. 
Aus der Formel 
UyVq, — Ug, Vg = U,, (GA, A,0) — V, (Ad, a, UX) 
= A, (4, A, Uv) — Ay ,(Adgur) + ay ,(aa, uv) 


folgt, dass alle P, die den Factor u,v,, — u,v, haben, auch die Factoren 
a¢ besitzen, also reducibel sind. 








Die Ausdriicke: 


Uq%q, — Vga,» UgVzs — Vall, 


sind Reducenten; es bestehen die Relationen 


U_0q, = Ug Ve 


Us02, = Uy Vg. 


§ 9. 
Die Indices der « und £. 


Vertauscht man in P die Indices der « oder die Indices der B, so 
gelangt man zu einer Gruppe aquivalenter Formen 


P,, P,, °°: 


Um einen Reprisentanten derselben zu finden, verfahren wir folgender- 
massen: 

1. Wir lassen in P die Indices der « und # weg und gelangen so 

zu einem Product P*. 
2. Wir fiigen in P* den @ und # Indices der Art an, dass jedes 
Symbol in zwei Factoren auftritt. 
Die Gruppe 
P,, P. late 
ist durch das Product P' bestimmt; nur mit ihm wollen wir uns von 
nun an beschiftigen. 

Da ein Missverstindniss ausgeschlossen ist, bezeichnen wir die P' 
wieder mit P. 

Den ¢,,; Factorenpaaren, welche drei Symbole a enthalten und den 
¢,, Factorenpaaren, welche drei Symbole 6 enthalten, entsprechen nunmehr 
2c,,; Factoren, in denen Symbole « und 2¢, Factoren, in denen Symbole 
B stehen. 


§ 10. 
Die Factoren g = (a,a,a,u) und (b,b,b,v) sind Reducenten. 


Beweis. 
Der Beweis wird in ahnlicher Weise wie in § 7 Cap. I gefiihrt. 
P habe den Factor 


J = (4,4,4%); 
die Symbole 


A, Gy, 4s 
seien ausserdem in anderen Factoren g,, 9, °°: 


P= 99,9;Q. 
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Die Symbole 
Ay, Agy*** a, 

mégen in g und das Symbol a,,, in g, stehen. 
Wir unterscheiden die beiden Faille w—1 und »=2 und behandeln 


jeden besonders. 
Erster Fall uw =1. 


g, und g, mégen je eines der Symbole a enthalten. Da P héchstens 
einen der Factoren 
My,8> 4,9 43,9 
enthilt, so diirfen wir g,, 9, so wihlen, dass das Symbol 6 nicht in 
ihnen steht. 
Es wird dann (vgl. I. Capitel § 6) 


- Ry (9192) 
ein Aggregat von Factoren g,, welche zwei der Symbole (1) etwa a,, a, 
0 enthalten. 


R,,(P) = 2P 
s wird ein Aggregat von Producten P,, welche die Factoren gg, enthalten. 


Zweiter Fall u = 2. 


I: = (4, Aq Uy Uy), 


2 g, enthilt das Symbol ay. 
Rys (9192) 
. ist ein Aggregat von Factoren g,, welche die Symbole 
MH, A, as 
enthalten. 


Ry, (P) = 3P 
ist ein Aggregat von Producten P,, welche das zu den Symbolen 
G,, Gy, Gs 
gehérige Factorenpaar gg, enthalten. 
Die P, haben einen Charakter c,,, der um 1 grdésser als in P ist 
und sind demnach einfacher als P; dieses ist reducibel. 





§ 11. 
Die Factoren (2). 
Da nach § 10 die Factoren 
(aa,a,u), (aa,a,b), (abb,b,), (bb, b,x) 
Reducenten sind, so darf man sie aus der Liste der Factoren 1, und 1, 
weglassen. 


Mathematische Annalen. LVI, 2 
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Die irreducibeln P sind aus den Factoren 


Way Uzy Az, b,, Gy, 4, (abp), (aa,p), (aa,bu), (bb,p), (abb,u), (aa,bd,) 
zusammengesetzt. 
§ 12. 
Factoren g, in denen zwei Symbole a oder } stehen. 

Die Symbole a, a, mégen in einem Factor g von P stehen. Sie 
kommen noch in je einem andern Factor von P vor. Wir unterscheiden 
diese fiinf Fille. 

Erster Fall. 


a, a, stehen in einem zweiten Factor g, zusammen. 


Zweiter Fall. 
a, a, stehen in den Factorenpaaren 


192 * 3%, 29 a;(a,bp), a, (4, 6b, u). 


Dritter Fall. 
Mindestens eines der Symbole a, a, etwa a steht in Factoren: 


9: (Ga,p), (aa,bu), (aa,bb,). 


Vierter Fall. 
a steht im Factor 


9, = (abp) 
und a, in einem der Factoren: 
92 : Ay, (My bp), (a,b,b,u). 


Fiinfter Fall. 
a steht im Factor 
9, = (abb,u). 
und a, in einem der Factoren 
92 * %,¢> (a, by bg). 
Die analoge Unterscheidung treffen wir, wenn b, b, in einem Factor 
g von P stehen. 
Die fiinf Falle lauten dann: 


Erster Fall. 
b, b, stehen in einem zweiten Factor g, zusammen. 


Zweiter Fall. 
b, b, stehen in den Factorenpaaren: 


Go? 40, 2, b,(ab,p), b,(aa,b,u). 
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Dritter Fall. 
b steht in einem der Factoren: 


9: (bb,p), (abb,u), (aa,bb,). 


Vierter Fall. 


b steht im Factor 
I, = (abp) 
und 6, in einem der Factoren: 


Jo 2 Oy 25 (a,b,p), (aa,b,u). 


Fiinfter Fall. 
b steht im Factor 
I, = (aa, bu) 
und b, in einem der Factoren: 


Jo * Ds » (azagb,u). 


8 13. 


P ist reducibel, wenn es einen Factor g hat, in dem a und a, resp. 
b, b, stehen und wenn der dritte, vierte oder fiinfte Fall des vorigen 
Paragraphen eintritt. 


Beweis. 
Wir setzen 


P= 99:99 
und leiten hieraus die Formeln ab 
2P = Ry (P) = 9 PRy (1m): 

Wendet man auf R,,(9,9,) den Identitiitssatz an, so erhilt man neben 
Reducenten nur Factoren g,, welche die Symbole a, a, enthalten, ohne 
die in g,, g, etwa stehenden Symbolenpaare b zu trennen. P ist ein 
Aggregat von Producten P,, welche die Factorenpaare gg, enthalten. 

Der Charakter c,, von P, ist um 1 grésser als in P und der Cha- 


rakter ¢. gerade so gross wie in P. P, ist einfacher als P und dieses 
reducibel. 


§ 14. 
P ist reducibel, wenn es den Factor 
(aa, 14 Uy) a, (a, bb, u) 
aber keinen andern Factor enthilt, in dem b, b,, zusammenstehen. 
Q* 
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Beweis. 
Setzt man: 
P = (aa, u, uy) a,(a,bb,u)Q, 


so erhilt man die Formel 
2P = (aa, u, Uy) Q (a, (a,b, u) = a, ,(abb,u)) 
= (aa, uy, Uy) Q(0,,.(4a,bu) — b,(aa,b,u)) = P, — Py. 
In P, und P, ist der Charakter c,, um 1 grésser als in P und der Cha- 
rakter ¢,, ebensogross wie in P. PP, und P, sind einfacher als P. 


in derselben Art beweist man, dass P reducibel ist, wenn es den 


Factor 
(bb, ut, uy) b, (aa, b, u) 


aber keinen andern Factor hat, in dem a, a, zusammenstehen. 


§ 15. 
(aa, uU, Uy) (bb, ugus) (abp) ist Reducent. 


Beweis. 
Hat P den Factor 


(aa, u,U,) (bb, usu,) (abp) 
so kommen die Symbole a, und b, noch in je einem andern Factor von P vor. 
Steht a, in einem der Factoren 


Gs x) (a,agp), (4, A,b,%), (4, b,bgu), (A, dgb, bs), (a, b,p) 
oder b, in einem der Factoren 
by 2) (b, bp), (dgb,b,u), (dyagb,u), (agagb,b,), (agb,p), 
so ist P nach § 13 reducibel. 
Es bleibt nur der Fall zu erértern, wo a, und b, in den Factoren 


bse 


. a8) 
stehen, also P die Form hat 


P = (A, ay ut; Uy) (6, d,Ugu,) (a bp) a8 by, « Q- 
Setzt man fiir p seinen Werth wv ein, so gelangt man zu den Formeln 
2P = (aa, ut, ty) (bd, Us %,) a8 Q(,,.(abur) — b,(ab,uv)) 
= (aa, u, Uy) (6D, ue.) 4,8 Q(u,(abb,v) — v,(abb,u)), 
U4 (d,,,(abb, v) — a, (a, bb, v)) 
— 0, (4, 3(4bb, u) — a,(a, bb, v)) 
SS (Ga, u, Uy) (bb, tge4y) Q((abd, a, )u, 0g— (bb, a4) 0,5), 


4P = (aa,u, uy) (bb, usu.) Q 


: 
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4 P = (aa, uy Uy) (bb, use) (4a, bd,) (ug; — Vt) 
= (20, Uy Uy) (bb, Usu,) (aa, bd,) (a Bp). 


In dem Ausdruck rechter Hand sind die Charaktere ¢,,, cy. um 1 grosser, 


als in P, er ist einfacher als P. 


§ 16. 
Irreducible Producte mit Factoren (aa, u,u,), (bb, u, u). 
1) Hat ein irreducibles P den Factor 


(aa, UUs), 
so stehen a, a, noch in je einem andern Factor. 
Es kénnen vier Fille eintreten: 


Erster Fall. 
P hat einen zweiten Factor (aa,w,u,). 


Zweiter Fall. 
P hat den Factor 
(bb, ustt,) a, (0,0, u) = . (bb, use,) (4,(a,0b,u) — a,,,(abb, u)). 


Dritter Fall. 
P hat den Factor 


1 
4392-5 (4544, saa @, A, 9)- 


Vierter Fall. 
P hat den Factor 


1 ‘ 
a,(a, bp) = “7 (a; (a, bp) — a,,3(abb,)), 
aber keinen Factor (bb, u,%,). 
2) Hat ein irreducibles P den Factor 
(bb, u Ue) 
so stehen b, b, noch in je einem zweiten Factor. 
Es kénnen vier Fille eintreten. 


Erster Fall. 
P hat einen zweiten Factor (bb, u,u,). 


Zweiter Fall. 
P hat den Factor 


(aa, usu) b, (au, b,u) = = (aa, usu,) (b,(aa,b, uv) — b, (aa, bu)). 
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Dritter Fall. 


P hat den Factor 
bb, = = (61,2 —_ bd; «)- 


Vierter Fall. 
P hat den Factor 


b,(ab,p) = = (b,(ab,p) —b,,,(abp)), 


aber keinen Factor (aa,u,t,). 


§ 17. 
Die Factoren (3). 

Wir fiigen den Factoren (2) § 11 noch diese hinzu: 

a,(a,bb, wu) — a, ,(abb,w) = b, ,(aa,bu) — b,(aa,b,u), 
(3) 3M,» op M3 % x» bab, a by Px (a Bp), 
F, = a,;(a,bp) —a,,(abp), F, = 6,(ab,p) — b, ,(abp). 

Die irreducibeln P, die aus den Factoren (2) und (3) bestehen, haben 
diese beiden Eigenschaften. 

1. Jedem Factor, in dem a, a, zusammenstehen, entspricht ein zweiter, 

der sie gleichfalls enthilt. 

2. Jedem Factor, in dem b, b, stehen, entspricht ein zweiter, der sie 

gleichfalls enthiilt. 

Wir bezeichnen das Product der Factorenpaare von P, welche zu 
zwei Symbolen a gehéren, mit S, und das Product der Factorenpaare 
von P, welche zu zwei Symbolen b gehéren, mit S, und setzen 

P=S8,Q, = 8: Q. 


Q, enthilt keine Factoren, in denen zwei Symbole a stehen und Q, keine 
Factoren, in denen zwei Symbole b stehen. 


§ 18. 
Die Processe F,, und R,,. 
1. Der Process R,,. 
Es seien g, und g, zwei Factoren von Q,, von denen der erste das 
Symbol a und der zweite das Symbol a, enthilt. 2R,,(g,g,) ist dann ein 
Aggregat von Factoren g,, in denen die Symbole a, a, zusammenstehen. 


R,,(P) ist ein Aggregat von Producten P,, welche Facteren g, be- 
sitzen. Diese P, lassen sich wieder als Aggregate von Formen P, dar- 
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stellen, die noch einen zweiten Factor g, haben, in dem a, a, zusammen- 
stehen. In den P, ist der Charakter ¢,, um 1 grésser als in P und der 
Character ¢,, ebenso gross wie in P; P, und R,,(P) sind einfacher als P. 


2. Der Process Ry. 


Es seien g, und g, zwei Factoren von S,; der erste mége die Symbole 
@,, dy, der zweite die Symbole a,, a, enthalten. F,,(9,9.) ist dann ein 
Aggregat von Factoren g,, in denen drei der Symbole a,, a), a;, a, stehen. 

R,,(P) ist ein Aggregat von Producten P,, welche die Reducenten 
g, 2a Factoren haben. Diese P, sind wieder Aggregate von Formen P,, 
deren Charaktere ¢,, um 1 grésser als die P sind, wihrend die Charaktere 
¢,; in P, so gross wie in P sind. Die P, und die R,,(P) sind ein- 
facher als P. 

Wir erhalten so die Siitze: 

1. ,,Vertatischt man in zwei Factoren g,, g, von Q,, in denen die 
Symbole a, a, stehen, dieselben mit einander, so geht P in eine 
iiquivalente Form iiber.“ 

2. ,,Vertauscht man in zwei Factoren g,, 9, von Q,, in denen die 
Symbole b, b, stehen, dieselben mit einander, so geht P in eine 
iiquivalente Form iiber.“ 

3. ,,Vertauscht man in zwei Factoren g,, g, von S,, in denen die 
Symbolenpaare a,, a, und a,, a, stehen, diese mit einander, so 
geht P in eine fiquivalente Form iiber.“ 

4. ,,Vertauscht man in zwei Factoren g,, g, von S,, in denen die 
Symbolenpaare b,, 0, und 6,, b, stehen, diese mit einander, so 
geht P in eine aquivalente Form iiber.“ 


§ 19. 
Gruppen iquivalenter Formen. 


Durch die in diesen Siitzen gegebenen Vertauschungen erhalt man 

aus einer Form P eine Gruppe faquivalenter Formen 
P,, Py:-:>. 

Um einen Repriisentanten dieser Gruppe zu finden, wenden wir dasselbe 
Verfahren wie in § 9 an. 

1. Wir erzeugen aus P eine Form P', indem wir 

1° In Q, und Q, die Indices der Symbole a und b weg- 
lassen. 

2° In S, und S, die Indices der Symbolenpaare a und 

der Symbolenpaare b in die Zahlen 1, 2 iiberfiihren. 
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2. Wir erzeugen aus P, einen Repriisentanten unserer Gruppe, indem 
wir den a in Q, und den 0 in Q, Indices zufiigen und die Indices 
1, 2 der a in S, und der db in S, durch andere Indicespaare der 
Art ersetzen, dass im Resultat jedes Symbol a, jedes Symbol J, 
jedes Symbolenpaar der a und jedes Symbolenpaar der b in zwei 
Factoren auftritt. 

Aus dem System der P, lisst sich das der P ableiten. Wir wollen 

uns von nun an nur noch mit den P' beschiiftigen und, da jedes Miss- 

verstiindniss ausgeschlossen ist, die P' wieder mit P bezeichnen. 


~~ 


§ 20. 
Die Symbole 9, v. be: 
Die P sind bisher in den Symbolen 
a, b, a, B 
ausgedriickt; statt ihrer fiihren wir neue Symbole 


9, ¥v 
ein und definiren sie durch die Tafel 1. 

Jedes der Symbole g, w steht in den Invarianten P in einer geraden de 
Anzahl von Factoren. 

Producte N, bei denen ein » oder w in einer ungeraden Anzahl von 
Factoren steht, sind keine Invarianten, kénnen aber Factoren von In- 
varianten sein. 

Die Factoren 

(Pz v2) 
haben zwei Indices 1, 2. Jede Invariante, welche w solcher Factoren ent- 
halt, hat w + 1 Werthe. 


§ 21. 
Die Symbole g und h. 
Unter den Factoren von P befinden sich 
F, = (M1, 93%) und F, = (,%,%s), 


wir kénnen sie auch, wenn wir die Indices ¢ und x einfiihren, so be- ve 
zeichnen 

i, = (9%, Pi, 2), F, = (9 v,, %,,)9 
Wo i,%,, *,%, Permutationen der Zahlen 1, 3 bedeuten. 

Die in F, stehenden Symbole 9, , p;,,, ¥, bezeichnen wir in irgend 
einer Reihenfolge mit g,, 9, g, und die in F’, stehenden Symbole g,, ¥,,, ¥,, 
in irgend einer Reihenfolge mit h,, h,, h;, so dass F, und F, die Werthe 
haben 


F, = (41. 929s), Fi, = (hy hy hg). 
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m fe 
“ Ill. Capitel. 
er > 
b, =f Die Invarianten J”, J®, J. (Tafel 2, 3, 4.) 
el 
§ 1. 
en Eintheilung der Invarianten J. 


Wir theilen. die Producte P also die Invarianten J unseres Systems 
in diese sechs Classen ein, die wir mit 


IM, J, ... JO 
bezeichnen und so definiren: 
1. Die J®. (Tafel 2.) 
Die J sind die Quadrate der Factoren der Tafel 1. 


2. Die J®. (Tafel 3.) 


Die J® sind Producte der (pw), welche keinen Exponenten haben, 
n der > 1 ist. 
3. Die J®. (Tafel 4.) 


mn Die J®) sind Producte der 


” (y), (@Y) und (py). 
4. Die J®. (Tafel 5.) 
. Die J“ haben den Factor F, aber nicht den Factor F,. 


5. Die J®. (Tafel 6.) 
Die J® haben den Factor F, aber nicht den Factor F;. 


6. Die J®. (Tafel 7). 


Die J haben den Factor F, - F,- 
Die J©®) entstehen aus den J“, wenn man die Symbole m mit den w 
e- vertauscht. 


g 2. 
Die J“. (Tafel 2.) 


Die J“ sind durch die Quadrate der Factoren der Tafel 1 dargestellt, 
sie haben die Form 
(r), () (iv), Fi, F* 
Da die (~,¥,)? 3 Werthe haben, so giebt es 21 J. 


d 


j 
% 


le 
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Darunter sind die 
(pi) 
die vier Invarianten des Systems von f und die vier Invarianten des 
Systems von f,. 
Die J“ sind die einzigen Invarianten des simultanen Systems von f 
und f,, welche quadratische Factoren haben; in allen iibrigen treten nur 
lineare Factoren auf. 


§ 3. 
Die Producte /. 


Die M sind Producte von o Factoren (pw), welche keine Invariante 
J®, die weniger als 9 Factoren hat, zum Factor haben. 

Die J® sind Producte M, in denen jedes der Symbole g, ~ in einer 
geraden Anzahl von Factoren steht. 

Aus jedem JM lassen sich andere M durch diese zwei Processe ab- 
leiten. 

1. Permutation der Indices der 9, w. 

2. Vertauschung der Symbole » und y. 

Die aus einem M durch diese Processe entstehenden Formen heissen 
ihre Ableitungen. 

In den @ Factoren (py) von M stehen 9 Symbole m und o Symbole y. 


§ 4. 
Die Producte M.. 
Die Ableitungen von M, 
M,,, M 


e1? e29 °° 
bilden eine Gruppe; die Reprisentanten derselben bezeichnen wir mit M,. 
Die M,: 
M,;; Ms, ean 
sind Ableitungen von M,. 
§ 4. 
Die Producte 7. 
Die M,, welche die Form haben 
(9%, Y,,) (9;,¥,,) (;,¥,,) (;, ,,) (9;,¥,,) thi 
bezeichnen wir mit T,. Die 29 Symbole g, w treten in ihnen in zweierlei 
Art auf. 


1. Symbole m, die in zwei benachbarten Factoren stehen, ihre Anzahl 
ist 2(9—1). 
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2. Zwei Symbole, welche als 1‘ im 1‘ und als 2** im letzten 
Factor stehen. Wir nennen sie die Fithrungssymbole von T7,, 
bezeichnen sie mit /,, J, und setzen 

T, = [ha]: 
Je zwei der 29 in 7, stehenden Symbole heissen verbunden. Sind 
l;, 1, in ZT, mit eimander verbunden, so hat 7, einen Factor 
[ls, U4]. 
Steht in 7, ein Symbol /; so lisst sich 7, mittelst der Formeln: 


(ts), = (i tslo, [ots], 
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in einfachere 7’ zerlegen. 


§ 6. 
Die Invarianten 1, . 
Ist in 
T ee (4, AR 

l, =1,, so bezeichnen wir es mit H,. 

Die H, enthalten jedes ihrer Symbole in einer geraden Anzahl von 
Factoren; sie sind Invarianten J). 

Da die @ Symbole in je einer graden Factorenanzahl stehen, so 
ist der Index @ bei den H, eine gerade Zahl. 


§ 7. 


Jedes in einem 7 auftretende Symbol /, steht héchstens in zwei 
Factoren. 
Indirecter Beweis. 


Steht 4, im 4‘ und uw" Factor 7, so ist das Product der Factoren 
(py) angefangen vom A" bis zum mu‘ eine Invariante H. J’ wire durch 
sie theilbar; dies widerspricht der Definition, dass 7’ irreducibel ist. 

Ist 7 ein H, so tritt jedes in ihm stehende Symbol in zwei Factoren 
auf; andernfalls kommen die Fiihrungssymbole b,, b, in je einem Factor 
und die iibrigen in je zwei benachbarten Factoren vor. 


§ 8. 
Die obere Grenze des Index ¢ in 7,. 


Die Anzahl der verschiedenen in T, auftretenden Symbole, ist je 
nachdem es ein H ist oder nicht 


@ oder g+1. 
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Da es im Ganzen sechs verschiedene Symbole g, w giebt, so bestehen 
die Formeln 


e@<6 fiir die H. 

e<5 fiir die tibrigen 7’. 
Die H sind Ableitungen von 
(1) (Pi%1) (P21) (Pe %2) (Pi ¥e) 


und 


(91%) (P21) (P22) (PsV2) (Pes) (V1 %s) 


und die iibrigen 7’ von: 


(H1V1)3 (Pi¥s) (PoH1)3 (PrY1) (P21) (P2%e)5 (1 ¥%1) (Pos) (Pe He) (Ps Ve); 


(3) (1%) (Ye ¥1) (P22) (Ps) (O5¥s)- 


§ 9. 
Die Invarianten KX. 
Ist 
‘ z, e —_ [4 lel, 
kein H, also 
l, S ls; 


so kann man daraus die Invariante 


K=[l, leo (1,) (4) 
herstellen. Es ist eine Invariante J®). 


§ 10. 
Hat ein UM einen Factor T, 
M= TM) —_ (1, slo M1), 


und steht eines der Beriihrungssymbole / etwa /, in M,, so hat es auch 
ein T mit grésserem Index. 


Beweis. 
Da M,) das Symbol /, enthilt, hat es einen Factor 
(J, 15): 


und M demnach den Factor 
T (tals) =(h, Is|o41- 
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5 8 11, 
Hauptfactoren 7. 
Hat ein irreducibles VM einen Factor 7 @ 
M= T, M,, =[l, ls], Ma, 


und stehen die Fiihrungssymbole J,, 7, nicht in M,), so heisst T, ein 
Hauptfaetor von M.- 

U. A. sind diejenigen 7, Hauptfactoren von M, bei denen die Indices 0 
die gréssten Werthe haben. 


’) 3 § 12. 


Die H sind die einzigen Invarianten J“). 


Beweis. 
Ist ZT, ein Hauptfactor von J. 
J® = [, leo My), 
so kommen /,, /, in Mj) nicht vor. 


Sie stehen in einer geraden Anzahl von Factoren in J‘) also auch in 
einer geraden Anzahl von Factoren in 7,. Hieraus folgt: 


L=4,, 
T, = H, 
J® hat einen Factor H und ist, da es irreducibel ist, 
; J® = H. 
Die J® sind nach § 8 1' Abdeiiuniges von 


(91%) (Ges) (Po%e) (Pie), 


- (0,¥4) (G2¥2) (as) (Ps%e) (9s¥s) (Gis) (Tafel 3.) 


Hat ein Product N von Factoren (gw) zwei Factoren 
T® = [1,13] TO = [I ly],,, 
welche keinen Factor (pw) gemein haben, so hat es auch den Factor 
ToT — 


Qi? 


x ist also durch HA theilbar. 
‘ Die J® sind die einzigen irreducibeln M, in denen drei Symbole 
mehr als einmal verbunden sind. 
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§ 13. 


Die K sind die einzigen Invarianten J. 


Beweis. 
J®) ist aus Factoren (pw), (~), (W) zusammengesetzt, hat also die Form 
J® = MS, 


wo M das Product seiner Factoren (pw) und S das seiner Factoren 
(), (#) bedeutet. Ist 7, ein Hauptfactor von M, so ist, da J irreducibel 
ist, T, =[1,1,], keine Invariante H; es ist 
42h, 
J® = [1,13], May. 


Da J® eine Invariante ist, so enthilt es die Symbole 7,, 7, in einer 
geraden Anzahl von Factoren. JM, enthilt sie nicht und 


AAR 
in je einem Factor. Sie miissen in S stehen. S hat den Factor 


(4,) @) 
K=[l, ls] (7,) (4). 


Da es irreducibel ist, so ist 


und J®) den Factor 


J® = K. 
Die J® sind nach § 8 und 9 1” Ableitungen von 


(Pri) (Pr) Hi)5 (Pr4r) (Pas) (Pr) (a)5 (14s) (142) (Hr) (H2)5 
(91 Yi) (P21) (G2 Ye) (1) (He)s (Pr Ys) (F241) (P22) (Ps z) (Pr) (Ps)3 
(Pr ¥1) (Pr ¥2) (Pe ¥2) (2s) (Yr) (Hs)5 

(P1¥1) (Po ¥1) (Pe Ye) (Ps He) (Ps Vs) (H1) (Hs)- (Tafel 4.) 


Enthalt ein irreducibles Product N, das keine Invariante J® ist, die 
Factoren (I,), (/,), so sind die Symbole /,,/, in ihm nicht verbunden. 
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: eo 
Mylene 


IV. Capitel. 
; Die Producte M. (Tafel 9.) 


§ 1. 


_ Die Symbole g, m, n. 


Die Symbole gy; und y, stehen in M héchstens in den drei Factoren 
pr (Divs), (Vite), (Hids), 


bel 
(Pir,), (P2t.)> (s¥,)- 
Wir unterscheiden drei Arten von Symbolen 
‘ q; m, n. 
‘ Die qg treten in einem Factor auf, die m in zwei Factoren, die » in drei 
— Factoren. Die Anzahl der q, m, ” bezeichnen wir mit 


6, vw, a 
und die Anzahl der Factoren (py) in M mit @, zwischen diesen Zahlen 
besteht die Relation 


(1) 29 =o +2v4+ 3B,. 


§ 2. 
Die Producte 9 und H. 
Wir bezeichnen die Producte 
(P:%1) (Pitre) (Pis) = O(M,), 
(P1¥,) (Po¥,) (Ps¥,) = O(¥,), 
(Pi, Ps.) (Pi, Pr) (Pi Yr) (Pi Me) (Pi,%e,) = Oi, Ye) 
(9;, ,,) (9.,¥,,) (;, v,,) (i, v,,) _ H(g,,, %,,) 


115 Ig, Wg, %, %, X; Sind Permutationen der Zahlen 1, 2, 3. 
Hat M die Factoren O(,) und O(y,), so hat es auch den Factor 
0(9;, Y,)- 





lie * 


§ 3. 
A<2. 
Hat M die Factoren O(y,) und O(g,), so hat es die Invariante 
(9%, ¥;) (9%, 2) (Wi, V) (9%, V2) 


zum Factor und ist daher reducibel. 
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Irreducible M haben héchstens einen Factor O(g) und héchstens 
einen Factor O(y), fiir sie ist 
(2) As?2. 
Fiir 4 = 1 hat M einen der Factoren 
O(y), Oy), 
also die Form O(m)-U oder O(w~)-U und fiir 4 = 2 einen Factor 
O(g, ¥). 


§ 4. 
Zerlegung in Theilproducte. 


Nach Erledigung derjenigen M, welche Invarianten J sind, wollen 
wir uns von nun an nur noch mit den iibrigen beschiftigen. 
1. Es sei 
oy — [U, lle, 
ein Hauptfactor von M und 
M= (1, l]o, NM). 
Da M,) die Fiihrungssymbole /,, /, nicht enthilt, so hat es entweder den 
Werth 1 oder ist ein Product, in dem héchstens die vier iibrigen Symbole 
stehen. 
2. Es sei 
Fe. = [sll 
ein Hauptfactor von M,,) und 
MM, = [ls Llp, Hz); 
also 
M= [, leo, [ls Lilo, M3). 
Da Mz) die 1,, ly, Is, 4, nicht enthilt, so hat es entweder den Werth 1 
oder ist ein Product, in dem die beiden iibrigen Symbole stehen. 
Es ist dann 
Me) = [, lee, a I “4 “ 
Die M lassen sich mittelst der Formeln 
My = 72... TY, 


(3) 0=% + 02°°* Op, 
(4) pss 
in Theilproducte zerlegen. 
Keines der Fiihrungssymbole eines Theilproductes 7 kommt in einem 
spiiteren 7’ vor. 
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Von den Fiihrungssymbolen /,, 1, steht héchstens eines in se. 

Von den Fiihrungssymbolen /,, J, steht héchstens eines in 7( und 
eines in =. 

Diejenigen 7, welche in mehreren 7’ vorkommen, stehen in drei 
Factoren und sind daher Symbole ». 


§ 5. 
A<p. 


Beweis. 
Wir unterscheiden die drei Fille 


p= 1, 2, 3, 
1. p=1, 
M=[hly. 


Die Fiihrungssymbole 1,1, stehen in je einem Factor, die andern m 
in je zweien. 

Kein Symbol steht in drei Factoren, es ist 

4=0 also A<p, 
2. p=2, 
M = [l, lo, [ls Liles : 

Die Fiihrungssymbole /, /, stehen in je einem Factor, von den Fiihrungs- 
symbolen /,, 1, steht héchstens eines in drei Factoren; die iibrigen Symbole 
stehen in zwei Factoren, es ist 

A<1 also A<p. 

3. Da 4< 2 ist, so ist auch hier 

A< p. 


§ 6. 
<5. 
In der Zerlegung 
M= [U, lle, aby [op-1 ep], 


kommen die 2 Symbole / in einer ungeraden Anzahl von Factoren, die 
andern Symbole in einer geraden Anzahl von Factoren vor. Die / sind 
entweder Symbole qg oder n. 

(6) Qp—o+4. 

Die verschiedenen in M stehenden Symbole sind die 7 und die m; da es 
im ganzen sechs verschiedene Symbole giebt, so ist 

(7) Qp+v<6, 


Mathematische Annalen. LYI, 
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Aus den Formeln (1), (5), (6), (7) folgt : 
(8) e<6, . UM 
(9) etps6+i. 
Di 
§ 7. 
Eintheilung der M. 
Wir theilen die M nach den Werthen von 4 ein in solche, bei denen 
4=0,1,2 
ist und die, bei denen 
4=0 also nach Formel (9) 
e+ps6 
ist, in solche, bei denen 
P= 0, 1, 2 ’ 3 
ist. ab 
1. A=0, p=0, e=0, 
Mo, — 1, A 
2. A=0, p=1, eS5, (1 
M, = f,; (2 
(Pi%1)3 (PrV1) (P2%s)3 (Pr Ys) (Fas) (P2%e)s (P1412) (G21) (Pa ¥e) (Ps¥e)5 ha 
(Pr¥1) (Pos) (P22) (sz) (Ps¥s)- (3 
3. A=0, p=2, o <4, br 
Me= Ty Tes e+e <4. (1 
Den Lésungen 9Q,, 0: (1 
1,1; 2,1; 2,2; 3,1 
entsprechen die Producte : m 
Ca V1) (22); (Prt) Peds) (Ps¥2)3 HGi41)5 eit 
(Pi%1) (G21) (Poe) (Hs ¥s)- i 
4, A=0, p=3, e=3, ¥ 
(Pi%1) (Pe) (Ps ¥s)- 4 m 
5. 4=1, ; S 2 
M = 0(g,) - U. : ul 
Die » und g,, g, stehen in U in héchstens einem Factor. : 
U hat die Werthe di 


; 1, (Pst); (Pe%) (Ms ¥2) ; ei 
und M die Werthe 


O(9,), O(;) (9%), ©(9,) (P21) (Ps ¥e)- 





1en 
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6. A=2, e<5. 
M hat den Factor O(g,, y,) und ist, da es irreducibel ist 
M = 0(9,, 4). 


Die Werthe der M sind in Tafel 9 zusammengesetzt. 


V. Capitel. 
Die Invarianten J“, J®. (Tafel 5 und 6.) 
§ 1, 


Die Invarianten J“. 
Die Invarianten J“ haben nach § 1 Cap. 3 den Factor 
F, = (1929s) 
F, = (hy hy hs). 
Ausser dem Factor F, kénnen sie noch Factoren 


aber nicht den Factor 


(1) (9:), (9s)» (Gs)> (hs), (he), (rs), 

(2) (99), (gh), (hh) 

haben. Sie lassen sich in die Form 

(3) J%®=F,S-B 

bringen. In ihr bedeutet S das Product der Factoren (1) die wir mit 
(1a) mi), mi), +++ mi), 

(1b) S = (m)) (m() ia (m) 


bezeichnen wollen und B das Product der Factoren (2). 


Da J eine Invariante ist, so kommen darin die Symbole g, h in 


einer geraden Anzahl von Factoren vor. 


Die Symbole g stehen in 
SB 


in einer ungeraden Anzahl von Factoren und die h in einer graden Anzahl. 
Diejenigen m), welche Symbole g sind, stehen in einer geraden An- 
zahl von Factoren in B und die m“) welche Symbole h sind, in einer 


ungeraden Anzahl von Factoren. 


Da J“) irreducibel ist, also keine Factoren J®, J besitzt, so sind 
die B Ableitungen M der M, in denen die Symbole m® nicht mit 


einander verbunden sind. 


Die B, welche » Symbole m“ und @ Factoren (pw) enthalten, be- 


zeichnen wir mit B,,. 
3* 
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§ 2. 
Eintheilung der B. 


In der Zerlegung in Theilproducte 7: 
B= [ll -*- [ops 


2p—1°2p Rp 


sind diejenigen der Fiihrungssymbole /, welche h sind, Symbole m; die 


iibrigen m™ sind die g, welche keine / sind. 


Da die Fiihrungssymbole h nicht mit einander verbunden sind, so 


hat B keinen Theilfactor 
[hh] 


[99], L(g). 
Da ferner nur drei Symbole g 


Kn» Gar Is 
vorhanden sind, so ist die Anzahl der Theilproducte 


[99] 


sondern nur Theilfactoren 


in B héchstens = 1. 
Hiernach unterscheiden wir vier Arten von B, die wir mit 


B®, B®, Bo, BY 
bezeichnen und so definiren: 


1. Die BM, 
Die B® haben keinen Factor [gg]. 
2. Die B®, 
Die B® sind Producte [gg]. 
3. Die B®. 
Die B® sind Producte 
[99] [gh] 
bei denen 4 = 0 ist (vgl. § 2 Cap. 4). 
4. Die B®, 
Die B® sind Producte 
[gg] [gh] 


bei denen 4 = 1 ist. 
Zu jedem B gehért eine Invariante J“). 
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§ 3. 
Der Index v in den B. 


B® besteht nur aus Factoren. 


37 


[gh], 
hat also die Form 
(4) BY = [Fr], ‘ak [9php,,- 
Die zu B® gehérigen v Symbole m™ zerfallen in zwei Arten 
1% Art hy, hg,-++h,, 
Qte Art Jp41 °° * Is» 


mithin hat man die Formel 
(5) v = 3. 
Die C® sind Formen 


By, 
§ 4. 
Die Symbole m der BY = B, ,. 
Die Factoren 
[g,h,1 


von B enthalten jeder nur ein Symbol m) =—h, namlich das Fiihrungs- 
symbol h,. Da die m“ nicht verbunden sind, haben sie weder ein Symbol 
gemein noch eines der Symbole 

In +1 aie In+3° 
Die in ihnen in benachbarten Factoren stehenden Symbole 

m,, M,°° : mM, 
sind den 3 — p Symbolen 


ings ++ hy 
entnommen. Js ist: 
(5) 4=0 und wpii3d—p. 
§ 5. 
Fiir die BO) — B,,, ist op <3. 
Beweis. 


Die 29 in den @ Factoren (py) von B® stehenden Symbole sind 
so vertheilt 

1. Die p Fihrungssymbole g. 

2. Die p Fiihrungssymbole h. 
3. Die u Symbole m. 
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tH 
a 


Die Fiihrungssymbole stehen in je einem Factor, die m in je zwei Factoren. 4 
Es bestehen die Formeln - it 


(5a) 

























_ 


2p + 2u = 20, 
go=pt+uss. 


§ 6. 
Die [gh] in B® ausgedriickt in Symbolen gq, vy. 


he oR RS oS oy 


Die m in den Factoren [gh] von B® sind nach § 4 
Iggr hg 


und die Symbole g, h bedeuten nach § 22 II. Cap. die Symbole 


91> Ga» Is? Pir Pig» Ve» 
hy, hg, hg: Pe, Var Yn: 
Tragt man diese Werthe in die [gh] ein, so erhilt man fiir he 
[gh], die Werthe: (9;, ¥,,)» (P2%s); 
[gh], die Werthe: Je 
[9;, Th = (9;, ¥,,) (%s ,,)» 
Lv. ¥,, he = (Po v2) (Po %,,)) 
[gh], die Werthe: 
[9i, Pals = (i, Yx,) (Gs Ye.) (Ps ¥,,)- 
Diejenigen dieser [gh], welche kein Symbol gemein haben, setzen die 


B® zusammen, aus ihnen entstehen noch F,, die entsprechenden J“, wenn 
man sie mit F, und den zugehérigen (m™) multiplicirt. 


Tafel der B®, 
1.5 (Pi,%,,)3 (Poe); (Pi,%x,) PeH2)5 (Gi, Ye.) (P2%s,)3 (Poe) (P2,,)5 
(%;, ¥,,) (9;,%,,)3 (9;, ¥,,) (9;,%,,) CF v,,)3 (9;, Y,,) (G22) (Ps ¥,,)3 
(9;, ¥,,) (%, ¥,,) (QP, %,,)3 (9;, ,,) (9;,¥,,) (2). * 


Tafel der zugehérigen Tripel der m. 
Pir Por Vo5 Piz» Vor Vx3 Pr» Par Psi Pir Por Vu,3 Pig» Por V2 Pr» Par Px,3 
Vr» Yor 33 Par Vy,» Ve5 Dis Vr» Vs3 % 
Pir Vr Vo? Par Yi» Vs- h 


Aiates 


Tafel der B®, die den Factor (g,%,) haben. 5 
(Hz ¥2); (9, ¥,,) (Poe); (P22) (Pe Y,,) } (9, ¥,,) (P2%2) (Ps ¥,,) } ‘ I 
(9, ¥,,) (%;, ,,) (Pez). 
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oren. 4 Anzahl der BO. 
5 144414444424244444442414442944429—45, 
Tafel der zu den B® gehérigen J. 
F,-(:)(Ps)(42)3 Fi (i, 4) (i)(P2) (Yx)3- Fie 2) (G1) (P2)(Hs)5 
F; (Qi, v,,)(Ps V2) (9;,) (2) (¥,,)3 F, 1°(Pi, Yx,) (Pe W,,)(i,) (Hz)(%s)5 
F,:(P3%2) (2 W,,)(91)(Ps) (¥,,)5 F, (Qi, V,,)(Vi,%x,) (¥,) (We) (s)5 
F, (Qi, W,,) (Pi, ,,) (Ms Y,,) (H2)(%,,)(H2)5 F,: (9, ¥,,) (Po Ve) (Ps ,,) (9;,)(V)(%s)5 
F 1°(%, Y,,)(Ps V1) (Gos) (9;,) (v2) (¥,,)3 F, 1°(Pi, V1) (Hi, Ys) (Ps We) (Pz) (Y,)(Hs)- 


8 7. 


Die B®. 
Die B®: ; 
B® = [9 9s}g 
haben nur ein Symbol m® namlich g,; es sind Formen 
B® = B,,. 
Je nachdem @ eine gerade oder ungerade Zahl ist, haben die B® die Form 
Lo, Psi, oder [9,, 2], 
Die in ihnen stehenden Symbole m sind den Symbolen 


9s, My, hy, hg 


entnommen. 
Tafel der B®. 
a die (:,¥2)3 (Pix) (Px) (PrP) (Ps%u,) (Gi, 42)3 (Pi, %x,) (Pax) (Po e)5 
ee (9, ¥,,) (%- ,,) CA ¥,,) (5 %,,)3 (9, ¥,,) (3%) (Pos) (9;,%,,) (9;,%3)5 


(H, ¥,,) (Hs %,,) (9;, ,,) (Hs%,,) (Ps 2). 
Tafel der zugehdrigen m), 
; Pi,» Yar Pir Pir Yar Pir Pig: 
Tafel der B®, welche den Factor (g,y,) haben. 
(¥;,%,,) (Ys ,,) (G2 4s); (9%, 2) (P22) (Ps %,,) (9:,%%,)3 
(9, ,,) (Qs Y,,) (9;, Y,,) (Ms, v,,) (2). 
ni 6 Oo Anzahl der B®. 
i 2+384+44+44+34+44+44+4+4+4=39. 
Tafel der zu den B® gehérigen J. 
F,-(9:,%2)(Pi)3 Fi-r%.) PsP.) (Y2)3, Fri, %2,)(P2 Ye) (P22) (i,)5 
F,(y Vi )(Ps 2, (Ps 2, )(Ps2,)(H2)5 F; (P:,%,, (Pa¥1)(P2¥s)( iY) Pits )(Hi,)3 
F,-(9, ¥,,) (Ms ¥,,) (9, ¥,,) (%; ,,) (P22) (9;,) . 









P. Gorpan. 


g 8. 
Die B®, 


B® = [9, Ie, L9shy |p, 
sind Producte von 7’, deren Factoren kein Symbol gemein haben, also 
Ableitungen von: 


Mas == (9; 1) (Ps ¥2)3 Msz == (9,41) (P21) (Ps %2); 
Mas = (1%) (P21) (P2%2) (Ps¥s)3 Mu = H(M,, %)- 
Sie haben nur ein Symbol m® nimlich h,, sind mithin Formen 
B® = B, @° 
Die Symbole m sind den: 


Die Producte 


hg, hy 
entnommen und kénnen in jedem der beiden Factoren [9,9,]|,,., [95/41]>, 


stehen. 
Tafel der B®. 


(Pi, %2) (Pi,%x)3 (PrVe,) (Ps¥x,) P2¥e)3 (Pi, %x,) (P2¥,,) (Hi, ¥2)5 
(:,%x,) (Pas,) Fa¥e) (Pi,%x,)5 (Pi,%x) (Pin%s,) (Pre) (P2d,,) = HPs, ¥,,)- 
Tafel der zugehérigen m™. 

V,> Por Par Var Uno Yx- 

Tafel der B®, welche den Factor (9,7) haben. 

(Prd,,) (PsPx,) (Pa¥s)3 (Pi, Hs.) (P2¥x,) (Pas) (M,%e)3 HPs, ¥,,): 
Anzahl der B®, 
44+2144+444424+244+42= 28. 

Tafel der zu den B® gehérigen J™. 

F, 1° (Pi, Ys) (9;,¥,,) (¥,,)5 F, CA ¥,,) (5 ¥,,) (Ms %2) (Ps); 

F, 1° (i, Yy,) (% ¥,,) (9;,¥2) (9); F, 1° (i, v,,) (Pz v,,) (@, He) (9;,¥,,) (¥,,)5 
F, 1°(Gi, Ye) (9, v,,) (M2) (Pe ¥,,) (¥,,.)5 F, 1° (H,,) H(g2, ¥,,)- 


§ 9. 
Die B®. 
In der Zerlegung 
B® = [9:92 [9s I], 
haben die beiden Factoren 
[9:92], und [g3h,],, 
ein Symbol gemein, es ist ein Symbol n. 


b. 


SPREE LT 





p 


di 


d 
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f Die B® haben nur ein Symbol m nimlich das Symbol h,, sie sind 
Producte B, ,. 
Die B® haben den Factor O(n) also die Form 


B, = O(n) U, 
In ihr kann n die Werthe 


oti 


also 
Yi, Yor Par Vy, 
annehmen; ihnen entsprechen vier Arten von B“), die wir mit 
O(9,) U1; Os) Us; OG) Us3 O,,) UL 
bezeichnen. 
§ 10. 
Die 90(9,) U,. 
shy], U, enthilt das Symbol g, in einem Factor, aber keines der Symbole 
: g;, und ~, und hat demnach die Werthe 
(%;, ¥,,)3 (9;,%,,) (Qe v,,)» 
é.) denen diese von J“ entsprechen 
ii! F,: O(g;,) (9;, v,,) (¥,,)3 
F;: 0(g,,) (9, v,,) CA v,,) (9). 
§ 11. 
Die 0(¥,) U,). 
. U, enthalt keines der Symbole g,, 9, y¥, und hat demnach die Werthe 
1, (%, v,,) 
denen diese von J“ entsprechen 
F,:O(%,) (M2); Fi: (Hs) (Hs V,) (¥,,)- 

a) 


§ 12. 
Die O(9,) Us. 


U; enthalt die Symbole g,, 9, aber nicht das Symbol y, und hat 
demnach den Werth 


RTS Ra RT TS 


(1 4,,) (Ps %,,) 
denen dieser von J) entspricht 


F,- O(:) (9; ¥,,) (Qs v,,) (9). 
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§ 13. 
Die 0(¥,) U,. 


U, enthilt das Symbol y, aber keines der Symbole g,, 9, hat also 


den Werth (¢,¥,); ihm entspricht dieser von J“) 


” 
F, O(¥,,) (Qs; He) (w,,)- S 
¥/ 

§ 14. I 

Die Tafeln 5 und 6. 2 


Die in den vorigen Paragraphen berechneten Werthe der J“), ent- 


sprechen den 


B®, B®, B, O(g;,)U,, O(%2) Uz, O(g2) Us, O(%s,) Us. 


Die 


und ihre Factoren 


entstehen aus den 


J® = F,-(m\”) --- (m®) C, e 


7 2 
F,, m®, b,, 


J®, F, ? m, B,,; 


wenn man die gm mit den w vertauscht. 
Die Anzahl der J“ und die der J® betragt 134. 


VI. Capitel. 
Die J. (Tafel 7.) 


§ 1. 
Die J. 


Die J) haben die Factoren 


F,, F;, (9), (¥), (py) 


und lassen sich in der Form schreiben 


In ihr bedeutet S das Product der Factoren (p), (w), welche wir 


JO = F,-F,-SA 
= F,- F,-(m{”) (m}) --- (m)”) A. 


mit m) bezeichnen, und A das Product der Factoren (py). a 


Die Symbole g, » stehen in J“ in einer geraden und in SA in einer 
ungeraden Anzahl von Factoren. 





also 


ent- 


wir 





: 


" 

4 
3 
a 
# 
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§ 2. 
Die A. 


Die A sind irreducibel also Ableitungen M der M. Die Symbole 
m) stehen in ihnen in einer geraden Anzahl von Factoren, sind also ihre 
Symbole m. Da AS keine Invariante J® zum Factor hat, so sind die 
m in A nicht verbunden. Diejenigen A, welche » Symbole m und 0 
Factoren (py) -enthalten, bezeichnen wir mit A,,. 

Aus den A lassen sich die J herstellen, wir brauchen sie also nur 
zu bestimmen. 


§ 3. 
Die M® und die M®. 

Die M, deren Symbole nicht mit einander verbunden sind, bezeichnen 
wir mit M®; sie sind in der Tafel 9 zusammengestellt. Die Ableitungen 
der M® bezeichnen wir mit M®. Diejenigen M® und M, welche v 
Symbole m und g Factoren (pw) haben, bezeichnen wir mit My? und MY? ; 
zu den letzteren gehéren die A,,. 


§ 4. 


Definition der D. 
Aus den Formeln 


(1) JO = F,-S, B,,.,, 

J® = F,-8,C,,,,3 
(2) 8, = (m:”) + -- (my), 

5, — (oP?) =» (mn? 
folgt 
JOJO == F,- F,- 8,8, B, o C,,0,: 
Diejenigen Producte, 
B,, 1 Crees 

welche MY? sind, bezeichnen wir mit D,,, fiir sie gelten die Formeln 
(3) A+HR=%; AtOe=—e, 
(4) Dip Bag, Sng: 


Die Me? sind entweder Producte Dy, oder Producte A. 











Der erste Index v der B,, 


Gleichung 


P. Gorpan. 


§ 5. 


v= Vv, + V9. 





y= + 


wird daher in diesen Fallen erfiillt 


Wir theilen die D in sechs Classen, welche wir mit D®... 


6=—3+43, 

4—=1+43, 

4—=8+1, 

@—1+41. 
§ 6. 


Eintheilung der D. 


zeichnen und so definiren: 


Die D® 


Die D® 


Die D® 


Die D® 


Die D® 


Die D® 


Vertauscht man die » mit den wy, so sites die D® und die D® in die 
D® und die D® iiber. 


1. Die D®. 
sind Producte, bei denen v = 6 ist. 
Ds? _— Bs, Cs 04° 
2. Die D®, 
sind Producte, bei denen v, = 1, », = 3 ist. 


DY) = Bio, Cyo,- 


3. Die D®. 
sind Producte, bei denen v, = 3, v, = 1 ist. 


Di, = B,,, C. 


30, “102° 


4. Die D®, 


sind Producte, bei denen v, = », = 1, 0, = @, ist. 


Ds 3. = B,., Cro: 


5. Die D®, 
sind Producte, bei denen », = », = 1, 0, > Q, ist. 


DY, = B,,, C 


1@, “10° 
6. Die D®. 
sind Producte, bei denen v, = v», = 1, 0, < gy ist. 


DY, = B, Cy, 


1Q, 


und C,, hat die Werthe 3 und 1. 
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; § 7. 
(1) 4 
Die ? D" = Dig = Bs, Cs,,- 
Die einzigen Me, By,., Cs, sind 


Mo =1; Bo=1; Cy —1, 


mithin ist das einzige D@): 


Di) = 


§ 8. 
(2) e 
DY” =D, = B a C; e° 
Die Me sind nach Tafel 9: 
M{? = (9, %)5 M{? = (9,%;) (%, V4), 


00, +0,=—1 oder 2 
hat die Lésungen 9,, Q, 


0,1; 0,2; 1,0; 1,1; 2,0. 


Da es kein B,, giebt, so entsprechen den beiden ersten Lésungen keine D. 
Fiir die tibrigen Liésungen wird 


a, Die Formel 


» Bee 

Dy, = By Cy = (;,U2)- 
> a 

Dg = By Cy = (9%, Vy) (1,%4,)5 (9,42) (P2%2). 
3. 2, 0. 


Dog = Big Coy = (G,¥,,) Ps¥x,)3 (Pre) (Ps%e)- 
Vertauscht man die m mit den 7, so erhilt man fiir die D® die Werthe: 


(Ps ¥,,)3 (%s ¥,,) (;,¥,,)3 (%s ¥,,) (P22); (9;,%1) (9%, Us)3 (Pa¥1) (24s). 


§ 9. 
D® — DY — B,, Ci. 
Die M®, deren Ableitungen die D“ sind, sind nach Tafel 9: 
4 MS? = (141) (Pee)3 MY = Ox) (H241)5 MS = Hi, 44); 
die _ wu ihnen gehéren 


DY = By Cy; Di}, = By C3; Di? = By, C;. 
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Die hier auftretenden B, C haben die Werthe 
B,: (9;,%2); Cn = (H2¥,,)3 
Bis : (9; ¥,,) (Qs %,,)3 (91%) (Ps %2)5 (9%, y) (9.,%,,)3 
Cys : (9;,¥,) (9%, Vs); (P21) (P2¥s); (%s Vy,) (9%, Y,,)+ 

1. Di? = By, Cy. 

(9;, U2) (Ps Y,,)- 
2. Di, = By Cy. 


Die D{), haben einen Factor O(n). Da in den B, und in den C,, 
der Factor (9,y,) nicht vorkommt, so ist 




























“9 


5 hove at 


n 2 9, und yz. 
Den Werthen 
n=g;, und y, 
D2, Di, 
die durch Vertauschung der m mit den y in einander iibergehen. 
In der Formel 


entsprechen zwei Classen 


Di? = By Cy = O(g;,) U 
enthalt eines der B, C g, in zwei Factoren. 
Es ist dies 
C, = 9i,¥) (9;, Ys). 
Das zugehérige B,, hat den Factor 
‘ (9%, Ys) 
also die Werthe 
(G1 %2) (Ps¥2) = (9;,%2) (9:,%2) und (9;, ¥2) (9;,¥x,) 
denen die Werthe 
O(g,,) (9, 2); O(g;,) (9;,¥,,)> 
O(y¥,,) (Ms ¥,,)3 0 (¥,,) (9%, ¥,,) 


von D{) und D{) entsprechen. 


3. Di, = Bis Cy = H(9, ¥)- 
3a. Der Factor, welcher 
By = (9, ¥,,) (Qs ¥,,) 


zu einem H erginzt, ist 

(Gs ») (%: v,,)) 
also kein C,,; mithin ist (9,%,.) (ps¥,,) nicht. Factor By von Df. 
Desgleichen ist 


f (i,41) (i, ¥s) 
nicht Factor C,, von D{,. 


wil 


zu 


ist 


ent 


Wil 


zu 


ist 


en 


0; 


en 
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3b. Das Product 


By = (91 ¥,,) (Ps) 
wird von 


Salwee eel 


Cry = (93%) (24s) 
H($s, 2) 


ist das einzige D{,, das einen der Factoren 
Bis = (Pits) Ps¥2)3 Cig = (P21) (H2 Hs) 
enthilt. 


1 Cy 3c. Das Product 


zu einem H ergianzt. 


By = (9;,%2) (9, ¥,,) 


wird von 


Cip = (He ¥,,) (9%, ,,) 
H(g,, ,,) 
ist das einzige D{,, das die Factoren 


B, = (9, Ye) (9:,%,,)» 
Crp = (P2¥,,) (1,4) 


zu emem H erginzt.. 


enthalt. 


§ 10. 
D® = DY, = Bro Ges > O- 
Die D® sind Ableitungen von 
Moor = (P41) (Pas) (Ps¥2)s MS =O (91); MY, = O(P1) (P24); 
Mo, = H(@,, 44), 
¢, hat die Werthe 3 und 4; 9, den Werth 1 und D® die Form 
DO = B,, Cy — B,, 5 (H2¥,,)- 


1. DY, = 12° (Ps¥,,)- 
Den Werthen 


By: (Y Y,,) (Qs Vy)» (Hi %2) (Ps %2); (9, 2) (9;,%,,) 
entsprechen 
Ds (Q,Vy,) (PsP) (Pax,)3 (Prive) Ps¥2) (P2x,)3 (Vi,%2) (Pins) (P2%,,): 


Die 
2. DR. = 12 (Pe ¥,,)- 
D®, hat den Werth 
O(Y,,) 
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3. DY, a *(¥2¥,,)- 
(9, ¥,,) (Ds v,,) (P2¥2); (M1 ¥,,) (5 ¥,,) (9, U»); 


Bis (P1¥.,) (Ps%x,) (P2¥s)s (¥s,¥2) (P,%e,) (P2%x,)3 O(d2)- i 
D®., hat die Werthe 


241 


ae 


© (9) (9;,¥,,)3 O(y¥,,) (;,¥2)5 O(y¥,,) (22); Ot) (Ps v,,)- 


4. D VA = B,, (Ms v,,): 


DQ, hat den Werth H(q,, ¥,,). 


242 \ 
Die D® entstehen durch Vertauschung der gm mit den w aus den 
D®; sie sind 
DY, : (9;,%) (9;,%s) (9;,%2)3 (P2¥s) (P2¥s) (9;, Ye); (9;,¥,,) (9;, V2) (Gz ¥,,)3 
DY, : 0(9;,); 
DY) : O(¥;) (9;,%,,)3 O(9,,) (92¥,,)3 O(g;,) (s%3); O(Hs) (;,¥2)3 
D5 H(g;, Yo). D: 
Die D sind in Tafel 10 zusammengestellt. 
§ 11. M 
Die Tafel der J. set 
Nach Tafel 10 sind alle Ableitungen von ™ 
Mg}, MQ, MQ, MQ, . 
Producte D. Producte A, sind diejenigen der ; be 
Mf, MY, MQ, Uy, : zi 
welche nicht D sind, und ausserdem die : 
Mg, Mg. _* 
Aus den A erhalt man die J nach der Formel Be 
Ww 
JO = Fy Fy-(m,) +++ (m,) 43 : 


sie sind in Tafel 7 zusammengestellt; ihre Anzahl ist 82. 
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Zur Integration der Potentialgleichung 
vermittelst ‘C. Newmann’s Methode des arithmetischen Mittels. 


Von 
Ernst Ricuarp NreuMANN in Breslau. 


Zweiter Aufsatz. 


Die Methode in ihrer Anwendung auf mehrfach zusammenhingende 
Bereiche. 


Im ersten Aufsatze*) lernten wir in der ,,Methode des arithmetischen 
Mittels“ ein Verfahren kennen, unter gewissen einschriinkenden Voraus- 
setzungen, die Randwerthaufgabe der Potentialtheorie zu lésen, d. h. 
eine Fundamentalfunction eines ebenen oder riiumlichen Gebietes aus ihren 
auf der Begrenzung willkiirlich vorgeschriebenen Randwerthen herzustellen. 
Dabei machten wir stillschweigend immer die Voraussetzung, dass das 
betrachtete Gebiet einfach zusammenhdngend wire, d. h. von einer ein- 
zigen geschlossenen Curve bezw. Fliche begrenzt wiirde. 

Diese Voraussetzung wollen wir jetzt fallen lassen, wir wollen hinfort 
mehrfach zusammenhingende Gebiete betrachten, deren Begrenzung also 
gebildet wird von mehreren getrennten Curven oder Flichen, und 
wollen dann einmal zusehn, ob und unter welchen Bedingungen die 
Methode des arithmetischen Mittels uns auch noch fiir solche Gebiete 
eine Fundamentalfunction aus willkiirlich vorgeschriebenen Randwerthen 
herzustellen gestattet. 

Es scheint mir ein niheres Eingehn hierauf umsomehr am Platze, als 
Poincaré bei seinen neueren Untersuchungen den Fall mehrfach zusammen- 
hiingender Bereiche ausdriicklich ausschliesst, und weil meines Wissens 
irgendwie ausfiihrlichere Darstellungen tiber diesen Gegenstand bisher iiber- 
haupt nicht vorhanden sind. Gleichwohl diirften aber die hier gegen 
friiher in mehrfacher Hinsicht verinderten Verhiiltnisse eine solche beson- 
dere Darstellung vollauf rechtfertigen. 





*) Bd. 55, pag. 1—52, weiterhin stets kurz mit ,,I° citirt. 
Mathematische Annalen, IVI. 
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Auf einen wesentlichen Unterschied gegen friiher sei sogleich hin- 
gewiesen: Wir stellten friiher fest, dass die Methode des arithmetischen 


Mittels angewandt auf ein einfach zusammenhingendes Gebiet sicherlich | 
convergirt, wenn eine gewisse diesem Gebiete eigenthiimliche Constante, | 


seine sogenannte Configurationsconstante kleiner als 1 ist (Hilbert’scher 
Satz, vgl. I, pag. 23), und wir stellten ferner fest, dass uns dieses Criterium 
auch thatsichlich die Convergenz der Methode in einer grossen Anzahl 
von Fallen verbirgt, d. h. dass es wirklich auch solche Gebiete giebt, deren 
Configurationsconstanten kleiner als 1 sind — es entsprachen ja z. B. alle 
von convexen Curven bezw. Fliichen begrenzten Gebiete dieser Bedingung 
[vgl. I, pag. 27, den dritten Satz]. 

Anders hier bei mehrfach zusammenhiingenden Gebieten, — hier wird 
es sich herausstellen, dass die Configurationsconstante, wenigstens, wenn 
wir sie genau so, wie friiher definiren, niemals kleiner als 1 sein kann, 
der Hilbert’sche Satz lisst uns also hier véllig im Stiche. — Wir miissen 
uns somit jetzt nach anderen Convergenzcriterien umsehn. 

In dieser Richtung wird es uns nun im weiteren Verlaufe der Unter- 
suchung gelingen, ein dem Hilbert’schen Satze voéllig analoges Criterium 
abzuleiten, wenn wir, wie das in § 3 geschehen soll, den Begriff der 
Configurationsconstanten passend modificiren, wenn wir sogleich bei der 
Definition dieser: Constanten dem Umstande Rechnung tragen, dass die 
Begrenzung des Gebietes eben aus mehreren getrennten Theilen besteht. — 
Die Bedingungen dieses newen Criteriums kénnen dann, im Gegensatze zu 
denen des Hilbert’schen Satzes, bei mehriach zusammenhingenden Bereichen 
thatsachlich erfiillt sein, wie ich das in § 11 am speciellen Beispiele eines 
von zwei Kreisen begrenzten Gebietes zeigen werde. Damit ist dann 
erst die Brauchbarkeit des neuen Criteriums dargethan, bewiesen, dass 
dasselbe in einer Reihe von Fiillen die Convergenz der Methode des arith- 
metischen Mittels wirklich a priori zu.verbiirgen gestattet. 

Ein Umstand ist bei der Convergenzfrage freilich immer noch zu 
beriicksichtigen, auf den bereits C. Newmann beiliiufig hinwies [vgl. Ab- 
handl. I, pag. 4], dass namlich die Methode des arithmetischen Mittels in 
ihrer urspriinglichen Form auf mehrfach zusammenhingende Cebiete 
tiberhaupt nur dann anwendbar sein kann, wenn die willkiirlich vor- 
geschriebenen Randwerthe zuvor auf den einzelnen begrenzenden Curven 
oder Fliichen um gewisse, passend gewihlte Constanten vermehrt sind. 

Es liefert uns freilich die Methode des arithmetischen Mittels, wie 
ich dann weiter in § 8 ausfiihren will, auch bei mehrfach zusammen- 
hangenden Gebieten die Mittel, Fundamentalfunctionen mit wirklich will- 
kiirlich gegebenen — nicht zuvor um Constante vermehrten — Rand- 
werthen za construiren, — allerdings erscheint dann diese Lisung der eigent- 
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lichen Randwerthaufgabe nicht mehr unmittelbar in der Form einer der 
Neumann’schen Reihen [vgl. I, pag. 15], sondern es tritt in ihr zu einer 
solchen Reihe noch das Potential gewisser materieller Punkte hinzu. 


§ 1. 
Vorliufige Priifung der Verhiiltnisse im Falle von Gebieten, 
die von zwei getrennten Curven oder Fliichen begrenzt werden. 


Es sei ein mehrfach zusammenhiingendes, ebenes oder réumliches Gebiet 
gegeben, und auf den begrenzenden Curven bezw. Flichen seien willkiir- 
liche aber stetige Functionswerthe vorgeschrieben. Sucht man alsdann 
diejenige Fundamentalfunction jenes Gebietes, welche diese Werthe zu 
Randwerthen besitzt, so liegt es sehr nahe zur Liésung der Aufgabe die 
allgemeinen Vorschriften der Methode des arithmetischen Mittels zur An- 
wendung bringen zu wollen [vgl. I, § 3]. — Dabei miissen dann natiirlich 
alle erforderlichen Integrationen hinerstreckt werden iiber die ganze Be- 
grenzung, a. h. iiber die sdémmtlichen begrenzenden Curven oder Flichen. 

Bei allen diesen Integrationen spielt nun immer die positiv oder 
negativ gerechnete scheinbare Grosse eines Curven- oder Flichenelementes 
dé von einem Punkte p aus, d. h. der Ausdruck 
(1) (do), = et de ae 2?) ag (7, = log 55 , bezw. = x) 
eine wesentliche Rolle [vgl. I, (2) pag. 7], wo EF die Entfernung des 
Elementes do von p, und y die auf do errichtete innere Curven- oder 
Flichennormale bedeutet*). — Wollen wir also die Integrationen aus- 
fiihren, so miissen wir uns zuniichst dariiber klar werden, was wir denn 
jetzt unter den inneren Normalen zu verstehn haben. 

Um uns hieriiber, sowie iiberhaupt iiber die jetzt etwas verinderte 
Sachlage zu orientiren, wollen wir zuniichst den einfachsten Fall be- 
trachten, dass das vorgelegte Gebiet von nur zwei Curven oder Fliichen 
begrenet wird. — Dabei werden wir gut daran thun, wie auch spiter 
éfters, zwischen zwei verschiedenen Fallen zu unterscheiden: 

Erster Fall. — Dic beiden Curven oder Fliichen 6, und 6, liegen 
neben einander [Figur 1a].— Dann erstreckt sich das in Rede stehende, 
von 6, und 6, gleichzeitig begrenzte, Gebiet ringsum bis ins Unendliche, 
und ist somit von demselben Typus, wie unser friiheres Aussengebiet . 
Kin Zweifel dariiber, welche Curven- bezw. Flichennormalen wir als die 


*) Unter h verstehn wir wieder stets die Zahl 1 bezw. 2, je nachdem es sich 
um Betrachtungen in der Ebene oder im Rawme handelt [vgl. I, pag. 7]. 
4* 
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es 


inneren Normalen v, und v, zu bezeichnen haben, kann in diesem Falle 
nicht obwalten. — 

Zweiter Fall. — Von den beiden geschlossenen Curven oder Fliichen 
6, und 6, liegt die eine, 6,, innerhalb der anderen [Figur 1b]. — In 
diesem Falle liegt das von 6, und 6, begrenzte Gebiet ganz im Endlichen, 
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Fig. 1b. 


ist also von dem Typus unseres friiheren Innengebietes 3. Wir werden 

daher als die inneren Normalen v, und v, von 6, und 6, die in dieses 

zwischen 6, und 6, gelegene Gebiet hineingerichteten Normalen ansehn, — 

bei der innern Curve oder Fliiche 6, also gerade die scheinbar aussere 
cos (v,, 


Normale; daher wird jetzt auch die scheinbare Grésse (d6,), = - “ae uF 6, 


eines Elementes do, von 6, iiberall das entgegengesetzte Vorzeichen be- 
sitzen, wie ihr zukiime, wenn diese Curve oder Fliiche 6, fiir sich allein 
vorhanden wiire. Demgemiiss wird jetzt z. B., wenn s, einen beliebigen 
auf 6, gelegen Punkt bedeutet, 


@) ix f @%).—=—1, 


und nicht etwa gleich + 1 sein, wie sonst [vgl. I, (10’) pag. 9}. 

Durch diese Festsetzungen erreichen wir es, dass hier stets, genau 
wie im Falle einer einzelnen Curve oder Fliiche, das tiber die ganze 
Begrenzung des betrachteten Gebietes, d. h. also tiber 6, und 6, gleich- 
zeitig hinerstreckte Integral 


(2) az f == 2, bezew. =1, oder aber =O 


wird, je nachdem der Punkt p innerhalb, oder gerade auf der Begrenzung 
oder aber ausserhalb derselben liegt [vgl. I, (10°) pag. 9]. — 

Nachdem nun also genau festgesetzt ist, was wir in jedem Falle 
bei einem Curven- oder Flichenelemente do unter seiner inneren Normalen 
v und somit auch unter der Grésse (do), zu verstehn haben [vgl. (1)], 
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kénnen wir jetzt ohne Weiteres genau wie friiher, auf Grund der auf 6, 
und 6, willkiirlich vorgeschriebenen Functionswerthe, die wir mit f, bezw. f, 
bezeichnen wollen, die Function W,, bilden [vgl. I, § 1]; es wird, da wir 
eben die Integration iiber beide Curven bezw. Fliachen hinerstrecken 
miissen: 


(3) W,= wa ff (do,), + af h (do,),. 


Die Werthe, welche diese Function W auf den Curven oder Flachen 
6, und 6, selber besitzt [vgl. 1, pag. 8], wollen wir nun mit f,’ bezw. f,’ 
bezeichnen. — Dann kénnen wir weiter, wie wir soeben die Function W, 
aus f, und fy ableiteten, in genau derselben Weise jetzt aus /,’ und f,’ 
eine Function W, herleiten; deren Werthe unmittelbar auf 6, und 6, 
bezeichnen wir dann mit /,” und f,”, und bilden auf Grund derselben 
eine weitere Function W,", u. s. w. f. In dieser Weise erhalten wir eine 
unbegrenzte Reihe von Functionen W, W’, W”, W’” ete. [vgl. I, (1) 
pag. 14]. 

Es liegt nun die Vermuthung sehr nahe, dass die Lésung der ge- 
stellten Aufgabe, d. h. die Fundamentalfunction, welche auf 6, und 6, 
die Werthe f, und f, besitet, sich wieder darstellen liisst als Aggregat der 
solechermassen gebildeten Functionen W, W’, W”, ete. in Form einer der 
Neumann’schen Reihen [vgl. I, (3) pag. 15], und dass daher hinsichtlich der 
Anwendbarkeit der Methode des arithmetischen Mittels gar kein Unterschied 
zwischen einfach zusammenhiingenden und mehrfach zusammenhingen- 
den Bereichen bestiinde. — Unsere im ersten Aufsatze angestellten Unter- 
suchungen tiber die Convergenz des Verfahrens wiirden dann also auch hier 
bei mehrfach zusammenhiingenden Bereichen noch ihre volle Giiltigkeit 
behalten. Bildeten wir demnach in genau derselben Weise, wie friiher, 
d. h. gerade so als wenn alle begrenzenden Curven- oder Flichenelemente 
do einer einzigen zusammenhiingenden Curve oder Flaiche angehérten, 
die Configurationsconstante des vorgelegten Bereiches [vgl. I, pag. 12], so 
wiissten wir: das Verfahren convergirt sicher, sobald diese Constante kleiner 
als 1 ist [ Hilbert’scher Satz, vgl. I, pag. 23]. 

Ja, kann denn aber dieser Fall iiberhaupt eintreten? Kann jetzt bei 
unseren mehrfach zusammenhingenden Bereichen die Configurationscon- 
stante, wenn wir sie genau wie friiher definiren, iiberhaupt noch jemals 
kleiner als 1 werden? — Dieser Frage wollen wir uns zuniichst zu- 
wenden. 

Die Configurationsconstante eines Gebietes war definirt als das 
Maximum einer von uns als Oeffnungsfunction bezeichneten eigenthiimlichen 
Function D(s, s’) der Lage zweier Punkte s und s’ auf der Begrenzung, 
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und unter dieser Function wieder verstanden wir das folgende iiber einen 
gewissen Theil « der Begrenzung hinerstreckte Integral: 


(4) D(s, s') = j= [ (de). — (de). [vgl. I, (7) pag. 11] 


Dabei stellt jener Theil « die Summe aller Elemente da der Begrenzung 
dar, die von s aus grésser erscheinen als von s’, wihrend der iibrigbleibende 
Theil 8 sonach von jenen Elementen gebildet wird, die umgekehrt von s’ 
grésser als von s, bezw. von beiden Punkten gleich gross erscheinen 
[vgl. I, (3) pag. 10}. 

Ich behaupte nun zunichst, dass wenn wir das Integral rechterhand 
in (4) anstatt tiber das Gebiet «, hinerstrecken iiber irgend einen anderen 
Theil a der Begrenzung, dass wir dann stets einen Werth, kleiner als 
D(s, s’) erhalten, dass also ganz allgemein: 


(6) jx, | ((4a).— (da)e] < DG, 8) 


ist. — Wenn man nimlich das Integrationsgebiet « in ein anderes Gebiet a 
abindert, so wird das im allgemeinsten Falle in der Weise geschehen, dass 
man zunichst gewisse Elemente da von « fortfallen lisst, und sodann 
andere Elemente, also gewisse Elemente df des Theiles 6 hinzunimmt. — 
Bei dem ersten Schritte lisst man aber positive Integralbestandtheile, 
namlich gewisse der Gréssen (da),— (da), fort, und bei dem zweiten 
Schritte fiigt man negative Gréssen, nimlich Gréssen von der Form 
(dp),— (dB) zum Integrale hinzu; in jedem Falle also verkleinert 
man den Werth des Integrales (4), womit die Richtigkeit unserer obigen 
Behauptnng, d. h. der Ungleichung (5), bewiesen ist. — 

Von dieser allgemeinen Formel (5) wollen wir nun in dem vorliegen- 
den Falle, wo die Begrenzung aus zwei getrennten Curven bezw. Flichen 
6, und 6, gebildet wird, in der Weise Gebrauch machen, dass wir unter 
dem Theile a der Begrenzung jetzt speciell die Curve oder Fliche 6, ver- 
stehen. Dann lautet jene Ungleichung (5): 


(5) D(s, 8) 2 pz {ldo — (Ao), 


wobei die Lage der Punkte s und s’ auf den begrenzenden Curven oder 
Flachen vorlaufig noch vollig willkiirlich ist. 

Nunmehr jedoch wollen wir festsetzen, dass 

im ersten Falle (Figur 1a): | im zweiten Falle (Figur 1b): 
der Punkt s auf 6, und der Punkt | der Punkt s auf 6, und der Punkt 
s’ auf o, liege (z. B. s=s,, s’=s,)— | s’ auf 6, liege (z. B. s=s,, s’ =s,)— 
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dann ist also s ein Oberflichen- 
Punkt, und s’ ein ausserer Punkt 
in Bezug auf 6, und demgemiiss 
nach (10’), I, pag. 9: 
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dann ist also s ein innerer, und s’ 
ein Oberflichen-Punkt in Bezug 
auf 6, und demgemiiss nach (10’), 
I, pag. 9: 


.- f (do,)y =90 


G 


1 1 1 
fz, f (Ae = 1, iz f= 2, Ry [oe 1 


und somit nach (5’): und somit nach (5’): 
Dis, s‘)>1 | D(s, s’j> 1. 

Wir erhalten also das Resultat, dass es in beiden Fallen solche Lagen 
der Punkte s und s’ auf der Begrenzung giebt, dass die mit Bezug auf 
diese Punkte gebildete Oeffnungsfunction grésser, oder mindestens gleich 1 
wird. — Es wird somit sicherlich auch das Maximum der Oeffnungs- 
function, d. h. die Configurationsconstante des vorgelegten Gebietes, min- 
destens gleich 1 sein. Die oben aufgeworfene Frage, ob die Configurations- 
constante von Bereichen der hier betrachteten Art tiberhaupt jemals 
kleiner als 1 sein kann, miissen wir also verneinend beantworten: 

Bilden wir die Configurationsconstante eines von zwei getrennten Curven 
oder Fliichen begrenzten Gebietes in genau derselben Weise, wie friiher, 
d. h. als wenn alle begrenzenden Curven- bezw. Fliichenelemente einer ein- 
zigen zusammenhiingenden Curve oder Fliche angehorten, so kann diese 
Constante niemals kleiner als 1 sein. 

Der Hilbert’sche Satz, welcher besagt, dass die Methode des arith- 
metischen Mittels convergirt, sobald die Configurationsconstante des zu 
Grunde gelegten Bereiches kleiner als 1 ist, ist hier also nicht anwend- 
bar, weil bei den in Rede stehenden Bereichen eben jene Veraussetzung 
niemals erfiillt sein kann. ; 

Um also die Convergenzfrage bei Bereichen der hier betrachteten Art 
zu entscheiden, miissen wir uns nach anderen Criterien umsehn. — Doch 
zuvor wollen wir noch die vorliegenden eigenthiimlichen Verhiltnisse nach 
einer anderen Richtung hin einer naheren Priifung unterziehen. 





§ 2. 
Fortsetzung. 


Die wesentlichste Eigenscheft der Oeffnungsfunction war die, dass sie 
mit der Schwankung einer auf der Begrenzung beliebig vorgeschriebenen 
Function f multiplicirt, eine obere Grenze lieferte fiir die Differenz der 
in ihren beiden Polen vorhandenen Werthe der aus f abgeleiteten Func- 
tion f’ [vgl. I, den Satz auf pag. 12]. 
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Nun lehren uns die Betrachtungen des vorigen Paragraphen, dass die 
Oeffnungsfunction unserer von zwei Curven bezw. Flichen begrenzten 
Gebiete niemals kleiner als 1 sein kann, sobald von ihren beiden Polen 
(den Punkten s und s’) der eine auf der einen, der andere auf der anderen 
der beiden Curven oder Flichen liegt. — Danach liegt die Vermuthung 
sehr nahe, dass es uns im Allgemeinen nicht gelingen diirfte, bei den 
aufeinanderfolgenden Functionen / durch Vergrésserung von » die Dif- 
ferenz auch solcher Werthe unter jeden Kleinheitsgrad herabzudriicken, 
die auf verschiedenen Curven oder F lichen anzutreffen sind, oder anders 
ausgedriickt, dass die Functionen /”, sofern sie tiherhaupt schliesslich 
in Constante iibergehn, sich im Allgemeinen auf beiden Curven oder 
Flachen verschiedenen Constanten niihern. 

Diese unsere Vermuthung lasst sich nun durch folgende Betrachtungen 
zur Gewissheit erheben: 

Wir machen einmal die folgende Annahme: Es seien die auf 6, und 
6, vorgeschriebenen Functionen 7, und f, so gewahlt, dass die aus ihnen 
nach unseren obigen Vorschriften gebildeten Functionen /,’, /;’, f,’", ete. 


und f,', fo’; fe”, ete. auf o, und 6, gegen ein und dieselbe Constante C 
convergiren, was wir durch folgende Formel andeuten: 


(6) 7,“ =f, a 
Dann wollen wir oui entsprechend aii Functionen 


bilden, ausgehend jetzt nicht mehr von jenen speciellen Werthen f, und fy, 
sondern von den neuen, allgemeineren Functionen 


(7) h=h und f= +h, 
wo k eine willkiirlich gewihlte Constante bedeutet. 

Dann ist nach (3), wenn wir unter s, und s, zwei beliebige auf 6,, 
bezw. 6, gelegene Punkte verstehn: 


fh =W, =p ff fulde,), + a G+ #)(da),, 


fi =W. = fi fuld.)u + py f G+® (do), 
oder kiirzer, wenn wir noch die Functionen f,’ und /,’ einfiihren: 
KR +e [Con =n teh [aor 
Nun ist aber, da “ee ausserhalb 6, liegt, nach (10%) I, pag. 9: 
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s die | hingegen, da s, ein Punkt auf 6, selber ist, 
nad i: im ersten Falle (Figur 1a): im zweiten Falle (Figur 1b): 
olen | , : 2: 
deren i nach (10 ) I, pag. 9: nach (Q) pag. 52: 
hung | x { (do,),, = 1, also is { (do), = —1, also 
iden | ty Oy 

Dif- & = hi hy = i +k, i= i hi = hi’ — k, 
cken, | 





und, wie wir -dieses Resultat aus unserer Voraussetzung (7) abgeleitet 





nders ; . . " : 
lich |)  -baben, genau so ergeben sich weiter hieraus successive die folgenden 
oft Formeln: a " 7 7 
hi =f> fh =f +4, =f; fh =f +*), 
ingen ad _— oy i” nia _ + k, | haa — hs | Aa es t” — k, 
und | = 
(2¥) (2%) ; 
| ) 7 pm _FM 4 2 7m [fe =h” +4, 
hnen f," =fl;, fh =h +4, ho=h | (y+1)  =(2v+1) 
, ete. ; hs =a —k, 
nie | also schliesslich, wenn wir zur Grenze n = oo iibergehn, mit Riicksicht 
auf (6): 
lim 7,2) =C+h, 
r=@ 
fO=C, feO=—C+k. foO=C, a 
onen lim fpe"t 9 = C— k. 
d fe, Wir sehen somit, dass die auf Grund der Werthe (7) gebildeten 
' aufeinanderfolgenden Functionen /f’, f”, f’”, ete. thatsiichlich auf den beiden 
Curven oder Fliichen 6, und 6, gegen verschiedene Constanten conver- 
1 2 JG 
giren, — ja im zweiten Falle, wo o, innerhalb 6, liegt, besitzen jene 
fo, Functionen sogar auf 6, allein bereits zwei verschiedene Convergenzconstanten, 


es nihern sich dort niimlich die Functionen mit geradem Index, 
d.h. die Functionen f,°” der Constante C + i, die mit ungeradem, d. h. 
die Functionen f,°”+” der Constanten C —k, — nur also, wenn eben 
gerade k =O ist, fallen alle Convergenzconstanten zusammen [vgl. die 
Annahme (6)]. 

Sehn wir also jetzt die Grésse & als variabel, gleichsam als einen 
Parameter an, so kénnen wir das erhaltene Resultat so aussprechen: 

Sind f, und f, irgend zwei beliebige auf 6, und 6, vorgeschriebene 
Functionen, so wird von allen Functionspaaren f,, f,-+ k hichstens eines 
die Eigenschaft haben, dass die aus ihm abgeleiteten aufeinanderfolgenden 
D Functionen auf beiden Curven oder Fliichen ein und dieselbe bestimmte Con- 
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*) Wie sich nimlich aus f,=/,-++k oben f,’ =f,’ —k ergab, so folgt aus 
hh’ =f; +(—2& jetzt: 4” =f," -—(—-h =f," +h, usw. f. 
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vergenzconstante besitzen — denn dass wirklich ein Paar diese Higenschaft 
besitzt, das war ja oben auch eine blosse Annahme, und dass dieses 
Paar gerade dem Parameterwerthe k = 0 entsprach, lag natiirlich nur an 


der speciellen Auswahl von f, aus der Schaar von Functionen f, + k. 

Beachten wir nun, dass die Methode des arithmetischen Mittels die 
Existenz einer eindeutig bestimmten Convergenzconstanten voraussetzt 
[vgl. I, pag. 15], so kénnen wir aus dem soeben ausgesprochenen Resultate 
sofort diese Folgerung ziehn: 

Sind auf zwei getrennten Curven bezw. Fliichen 6, und 6, ganz beliebige 
aber stetige Werthe f, und f, vorgeschrieben, so wird diejenige Fundamental- 
function des von 6, und 6, begrenzten Gebietes, welche jene Werthe zu Rand- 
werthen besitet, im Allgemeinen nicht darstellbar sein durch eine der 
Neumann’ schen Reihen in threr urspriinglichen Gestalt; man wird vielmehr 
in der Regel, um die allgemeinen Vorschriften der Methode des arithmetischen 
Mittels iiberhaupt anwenden zu kinnen, die Randwerthfunctionen f, und f, 
zuvor um passend gewdhlte Constante vermehren miissen. 

Wenn wir also Untersuchungen anstellen wollen iiber die Anwendbar- 
keit der Methode des arithmetischen Mittels auf Gebiete, die von zwei 
oder mehr Curven bezw. Flichen begrenzt sind*), so werden wir am 
besten vorerst iiberhaupt darauf verzichten, fiir solche Gebiete Fundamental- 
functionen mit vdllig willkiirlichen Randwerthen herstellen zu wollen, wir 
werden vielmehr die Frage zuniichst folgendermassen stellen: 

Unter welchen Bedingungen gestattet die Methode des arithmetischen 
Mittels fiir solche mehrfach zusammenhdngende Bereiche eine Fundamentai- 
function herzustellen, welche sich auf den einzelnen begrenzenden Curven oder 
Flichen von daselbst willkiirlich vorgeschriebenen Werthen nur um gewisse 
Constanten unterscheidet? 

Erst nach Erledigung dieser Frage werden wir dann auch ein Ver- 
fahren kennen lernen, unter denselben Bedingungen auch solche 
Fundamentalfunctionen der in Rede stehenden Gebiete herzustellen, die 
auf den begrenzenden Curven oder Flichen geradezu iibergehn in die 
daselbst willkiirlich vorgeschriebenen Werthe [vgl. weiter unten, § 8]. 


*) Es versteht sich wohl von selbst, dass alle bisherigen Resultate, die wir unter 
der Voraussetzung ableiteten, dass das betrachtete Gebiet von nur zwei Curven oder 
Flichen begrenzt wiirde, ganz analog auch noch gelten, wenn das Gebiet mehr als 
zwet solche Randcurven bezw. -fliichen besitzt. — Nur der Kiirze halber machten 
wir vorliufig immer die einfachste Annahme nur zweier solcher begrenzender Curven 
oder Flichen. 
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§ 3. 


Die Configurationsconstante mehrfach zusammenhiingender Bereiche. 


Wie wir im ersten Aufsatze (§ 5) sahen, convergirt die Methode des 
arithmetischen Mittels, angewandt auf einfach zusammenhiingende Be- 
reiche, sicher, sobald die Configurationsconstante kleiner als 1 ist, d. h. 
sobald der grésste Werth, dessen die Oeffnungsfunction bei beliebiger 
Verschiebung ihrer Pole auf der ganzen Begrenzung fahig ist, unterhalb 
der 1 liegt. — Dieses Criterium versagt, wie wir oben in § 1 sahen, im 
Falle mehrfach zusammenhingender Bereiche; denn hier ist dieser grosste 
Werth eben niemals kleiner als 1 — wird doch die Oeffnungsfunction 
sofort grésser als 1, sobald nur ihre beiden Pole auf verschiedenen 
der begrenzenden Curven oder Flachen liegen. — Darum kéonnte die 
Ocffnungsfunction freilich noch immer dauernd unterhalb der 1 bleiben, 
sobald wir thre beiden Pole an ein und dieselbe Curve oder Fliiche 
bannen, und es liegt nun die Vermuthung sehr nahe, dass, wenn dies 
der Fall ist, das vielleicht schon geniigt, die Convergenz der Methode 
des arithmetischen Mittels, wenigstens in dem am Schlusse des vorigen 
Paragraphen erérterten Sinne zu verbiirgen. 

Diese Vermuthung wollen wir nun im Folgenden naher priifen. — 
Sollte sie sich als richtig herausstellen, so wiirde also der grésste Werth, 
den die Oeffnungsfunction anzunehmen im Stande ist, wenn wir die beiden 
Pole, zwar nicht beliebig auf der ganzen Begrenzung, so doch beliebig 
auf irgend einer, aber ein und derselben begrenzenden Curve oder Fiche 
verschieben, — dieser so definirte Maximalwerth wiirde dann also bei 
mehrfach zusammenhingenden Bereichen dieselbe Rolle spielen, wie die 
Configurationsconstante bei einfach zusammenhiingenden. Wir wollen 
daher diesen Maximalwerth kurz wieder die ,,Configurationsconstante“ 
des mehrfach zusammenhiingenden Bereiches nennen. 

Damit waren wir also zu einer gewissen Modification des Begriffs 
der Comfigurationsconstanten gelangt. Im ersten Paragraphen dachten 
wir uns diese Constante gebildet gerade so, als wenn alle begrenzenden 
Curven- oder Flachenelemente einer einzigen zusammenhingenden Curve 
oder Fliche angehérten, und sahen dann, dass die so definirte Constante 
keine Bedeutung fiir die Convergenzfrage besitzt — jetzt haben wir die 
Definition der Configurationsconstanten modificirt und dabei dem Umstande 
sehr wohl Rechnung getragen, dass die Begrenzung aus mehreren ge- 
trennten Theilen besteht. — Es wird nun unsere Aufgabe sein, zu 
zeigen, dass die Hinfiihrung der so definirten Constanten bei Erérterung 
der Convergenzfrage thatsichlich von Nutzen ist. 
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Doch bevor wir uns dieser Aufgabe zuwenden, wollen wir zuvor noch 
die zur Definition unserer neuen Configurationsconstanten erforderlichen 
Betrachtungen kurz zusammenfassen. Dabei miissen wir natiirlich auf die 
Definition der Oeffnungsfunction zuriickgehn, bei welcher freilich noch 
gar kein Unterschied gegen friiher zu constatiren ist, wo die ganze Begrenzung 
von einer einzigen zusammenhingenden Curve oder Fliache gebildet wurde. 

Definition der Oeffnungsfunction bei mehrfach zusammen- 
hingenden Bereichen. — Ist ein mehrfach zusammenhiingendes ebnes 
oder réiumliches Gebiet gegeben, begrenzt von m geschlossenen Curven bezw. 
Flichen 6,, 6,,---6,,, so markiren wir auf diesen irgend zwei ganz be- 
liebige Punkte s und s’‘, und theilen dann die ganze Begrenzung in zwei 
Theile « und B, derart, dass zum Theile « alle Elemente gehdren, die von 
s aus grésser als von s’, zu B aber alle, die umgekehrt von s’ aus 
grésser oder aber gleich gross wie von s aus erscheinen.*) Alsdann 
verstehn wir unter der Oeffnungsfunction D(s, s’) jenes Gebietes mit Bezug 
auf die Pole s und s’ das folgende iiber alle Elemente da des Theiles a 
hinerstreckte Integral: 


(1) D(s, s') = j~ f [(d«), — (da),']. [vgl. I, (7) pag. 11] 


Da bei dieser Definition also thatsiichlich garnicht weiter davon 
Gebrauch gemacht ist, dass die Begrenzung in mehrere getrennte Curven 
oder Flichen zerfillt, so iibertragen sich die friiher in § 2 des ersten 
Aufsatzes bewiesenen Higenschaften der Oeffnungsfunction sofort auch auf 
den vorliegenden Fall, und es gilt daher u. a. a. der folgende wichtige 
Satz [vgl. I, pag. 12]: 

Ist G der grisste, und K der kleinste aller Werthe, die irgend welche 
auf 6,, 6,,---6,, vorgeschriebene Functionen f,, fy,-++f,, daselbst annehmen 
und mithin G— K die Gesammtschwankung aller dieser Functionswerthe, 
so stellt G— K multiplicirt mit D(s, s’) eine obere Grenze dar fiir die 
Differenz der in den Punkten s und s’ vorhandenen Werthe der aus jenen 
Functionen f;, fo, ++ +f, hergeleiteten Function f’, d. h. es ist: 


(2) fi — fi <(@—K)-D(s, 8’) _ [vel 1, (6) pag. 11]. — 


Ankniipfend an den Begriff der Oeffnungsfunction gelangen wir nun 
auch leicht zur 

*) Dabei ist natiirlich wieder zu achten auf das Vorzeichen der scheinbaren 
Griéssen [vgl. I, die Anmerkung pag. 10, auch die Ausfiihrungen oben, pag. 52, nament- 
lich im ,,zweiten Falle‘]. — Ausdriicklich bemerkt sei auch noch, dass die Theile 
« und # naturgemiiss aus mehreren getrennten Stricken bestehen werden, denn es werden 
bereits auf jeder einzelnen der Curven bezw. Fliichen o sowohl Elemente, die 
zu «, wie solche, die zu # gehéren, anzutreffen sein. 
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Definition der Configurationsconstanten mehrfach zusam- 
menhingender Bereiche. — Den grissten Werth, welchen die Oceffnungsfinc- 
tion D(s, s’) anzunehmen im Stande ist, wenn ihre Pole s und s’ beide gleich- 
zeitig auf ein und derselben Curve oder Fldache 6, liegen, bezeichnen 
wir als die Configurationsconstante ¢, des vorgelegten Gebietes mit 
Bezug auf diese Curve oder Fliche 6,, sodass also: 


(3) 6, > D(s, sz). — 


Die grisste der m solchermassen definirten Constanten ¢,, Cy,+**C, be- 
zeichnen wir sodann schlechthin als die Configurationsconstante c des 
vorgelegten mehrfach zusammenhdngenden Bereiches, sodass wiederum: 
(4) c >t, (A ==1,2,--+m). 

Mithin ist c der grisste Werth, den die Ocffnungsfunction annehmen 
kann, wenn ihre beiden Pole auf ein und derselben, aber beliebiaen 
begrenzenden Curve oder Fliche liegen. — 

Von der Configurationsconstanten einfach zusammenhingender Bereiche 
galt nun, wie wir wissen, der Satz, dass sie eine obere Grenze darstellt 
fiir den Quotienten der Schwankungen zweier aufeinanderfolgender Func- 
tionen f und f’ [vgl. I, pag. 12]. — Von unserer Configurationsconstanten 
mehrfach zusammenhiingender Bereiche gilt nun ein ihnlicher Satz, 
zu dessen Ableitung wir jetzt tibergehn wollen; er bezieht sich freilich 
nicht auf die Gesammtschwankungen der siimmtlichen auf der ganzen 
Begrenzung vorhandenen Werthe, sondern auf die Sonderschwankungen 
der auf den einzelnen Curven oder F lichen anzutreffenden Werthe. 

Um niher hierauf einzugehn, bezeichnen wir diese Ein zel schwankungen 
speciell der auf 6,, 6,,--- 6,, von Hause aus vorgeschrieben gedachten 
Functionen f,, fy,---f,, mit G,—K,, G, — K,,--- G,,— K,,. — Ist dann 
A die grésste dieser Einzelschwankungen, so ist von vornherein klar, 
dass man es durch Vermehrung der Functionen /,, f;,---/,, um gewisse 
auxiliire Constante ¢,, &,---&, stets wird erreichen kénnen, dass die 


m 


simmtlichen Werthe der so entstehenden neuen Functionen 


At 4, fe + &2; oe Pe fa % 


in ein und dasselbe Intervall von der Grésse A, z. B. in das Intervall 
a= G und — e = K fallen*). — 


*) Wie schon bemerkt, sind diese Constanten s,, ¢,,--- ¢,, nur ausilidre Grissen, 


d. h. Gréssen, die nur voriibergehend zur Vereinfachung der Rechnung eingefiihrt 
werden; sie haben jedenfalls nicht das Mindeste zu thun mit den additiven Con- 
stanten, die man den Functionen /,, f,,---/,, hinzufiigen muss, damit die ent- 


m 


sprechende Fundamentalfunction durch eine der Newmann’schen Reihen darstellbar 
sei [vgl. pag. 58]. 
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Wir markiren nun auf einer beliebig herausgegriffenen Curve oder 
Flache 6, irgend zwei Punkte s, und s,’, und bilden dann die Differenz 
der in ihnen vorhandenen Werthe der Function f’, d. h., da die Integrationen 
stets tiber simmtliche Curven und Flichen hinzuerstrecken sind, s0 
bilden wir den Ausdruck: 


fo, fig = hz f AAO), + pez [fa@es)e, +--+ pez f fal@Fn)e 


1 1 1 
— pa | fil@Ody — fez [handy — pe f fama 
Hierfiir kénnen wir dann augenscheinlich auch schreiben: 


(5) {f= (fi +4) (d6,), +5 (fet) (do), +o + 52 


om 


Fa f +6) 6)y — ag f+) dead — Fog f Pn en) 


Se 


A 


fect en) (dd 


die scheinbar neu hinzugefiigten Integrale zerstéren sich nimlich zu je J 


zweien, denn, da s, und s,’ als Punkte ein und derselben Curve oder 
Fliche 6, beide gleichzeitig entweder innerhalb, oder auf, oder endlich 


ausserhalb einer jeden der Begrenzungscurven oder -flichen o, liegen, so 7 


ist stets 


1 1 
= [(@o,), sc raf ny (u = 1,2,-++m) 
Ou oy 


nimlich, je nach Umstiinden, gleich 2, 1 bezw. — 1, oder auch 0 [vgl.], 
(10’) pag. 9, bezw. oben (Q) pag. 52]. — 
Jene Gleichung (5) besagt nun, dass man i, — fe, auch ansehn kann 


als Werthdifferenz einer aus den auf 6,, 6,,---6,, vorgeschriebenen Werthen 


fi ta, fo + &,°+:f, + &, (sic!) hergeleiteten Function. Daraus folgt 4 


aber nach der Fundamentaleigenschaft (2) der Oeffnungsfunction: 
(6) fi wn fe <A-D(s,, s;/), 


denn A = G — K ist ja die Differenz zwischen dem gréssten und kleinsten 
der séimmtlichen Werthe f, + &,, fe + &)-°-+ fn + & [vgl. oben die Ein- 
fiihrung der Grdéssen ¢,, &,---&,,]. — 

Da nun aber s, und s,’ nach Voraussetzung auf derselben Curve 


oder Fliche 6, liegen, so folgt aus unserer letzten Ungleichung mit Riick- | 


sicht auf (3), auf die Definition der Configurationsconstanten ¢,, a fortiori: 
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hi, — Ff % < A-¢, ? 


und diese Ungleichung findet statt, welche Lage die Punkte s, und s,’ 
auf 6, besitzen, also auch noch, wenn wir sie in die Stellen verlegen, an 
denen f’ auf 6,, oder, wie wir kiirzer sagen wollen, f; seinen gréssten 
Werth G,', bezw. seinen kleinsten Werth K;,’ erreicht, d. h. es ist 
auch noch 


(7) G{— Ks 4-u, 


oder aber, da laut unserer obigen Definition ¢,<c ist [vgl. (4)], noch 
umsomehr: 

(8) G/{— Ki <A-e. 

Nun war aber 6, eine ganz beliebige der m Curven bezw. Flichen 
6,,%,°**6,,3 wir sind somit in dieser unserer letzten Formel (8) zu dem 
folgenden Resultate gelangt: 

Die oben definirte Configurationsconstante c eines mehrfach zusammen- 
hiingenden von m Curven oder Fliichen 6,, 6,,+++6,, begrenaten Gebietes 
besitet die Eigenschaft, mit 4, der griéssten der Einzelschwankungen von 
m auf 6,, 6,,-++- 6,, willkiirlich vorgeschriebenen Functionen f,, fo, +--+ fins 
multiplicirt, eine obere Grenze zu liefern fiir die simmtlichen Einzel- 
schwankungen der aus f,, fo,*++ fm hergeleiteten Functionen f,’, fy’, + ++ fm- 

Bezeichnen wir die grésste dieser letzteren Schwankungen G,’— K,’, 
ty) — K,,--+Gn— Ky, kurz mit A’, so kénnen wir diesen Satz in die 
folgende Forme! zusammenfassen: 


(9) A’cdA-c. — 
Bezeichnen wir dann aber weiter die grésste der Schwankungen der 
auf f;’, fy’, --+ fm folgenden Functionen fj”, f.",--+f, mit A”, und bei den 


dann folgenden Functionen f,"", f\”, +--+ fn’ mit A”, u.s. w. f, so folgt 
augenscheinlich analog: 


A’ <A’ -c oder A” <A-c’, 


A” <A" A” <A-e, 
Av < A'c A” <A-¢ 
etc. etc., 


und daher ganz allgemein: 
(10) AM < A-c". 

Ist also ¢ ein echter Bruch, so folgt aus dieser Formel (10), dass 
sich mit wachsendem » die grésste der Schwankungen, und mithin tiber- 
haupt die stimmtlichen Einzelschwankungen der Functionen f{”, fx, -++ fax 





























(3) 
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immer mehr und mehr der 0 nihern, d. h. dass sich diese Functionen auf 


den einzelnen Curven bezw. Flichen immer weniger von Constanten § 
unterscheiden. Damit ist freilich noch nicht bewiesen, dass diese Func. 7 


tionen eine ,,Convergenzconstante“ besitzen, d. h. sich mit wachsendem n 7 
auf der ganzen Begrenzung einer bestimmten Constanten nahern, oder 7 


auch nur, dass sie dies auf den einzelnen Curven oder Flichen thiiten. 


Die Constanten, von denen sich jene Functionen immer weniger und 


weniger unterscheiden, kénnten ja noch je nach den Werthen von x, z. B. 
je nachdem » gerade oder ungerade ist, andere und andere Werthe haben — 
ja nach den Ausfiihrungen des zweiten Paragraphen wissen wir sogar, 
dass solche Fille thatsiichlich vorkommen. 

Des Niheren wollen wir diese Verhiltnisse in den folgenden Para- 
graphen untersuchen. — Zuniichst miissen wir aber noch einige Vor- 
bereitungen hierzu treffen. 


g 4. 


Beweis eines Hilfssatzes. 


Auf der Begrenzung o eines beliebigen ebnen oder riumlichen Se- | 


bietes, sei es nun einfach oder mehrfach zusammenhiangend, denken 
wir uns in stetiger, sonst aber beliebiger Weise gewisse Werthe f vor- 
geschrieben. Dann ist also der Werth der aus f hergeleiteten Function f 
in einem beliebigen Punkte s von 6 definirt durch das folgende iiber die 
ganze Begrenzung 6 hinerstreckte Integral: 


(1) f= ps fialaa), 


Theilen wir nun die begrenzenden Curven- bezw. Flichenelemente do 
in zwei Kategorien, niimlich der da und db, und somit die Begrenzung 6 


selber in zwei — eventuell aus getrennten Stiicken bestehende — Theile 
a und b, so folgt: 
, 1 . a 
(2) f, = haf fala), + nz, fuldd),. 
a 6 


Nunmehr setzen wir tiber diese bisher willkiirliche Eintheilung von 6 
fest, dass wir zur Kategorie der da alle Elemente do rechnen, die von s 
aus positiv erscheinen*), zur Kategorie der db alle tibrigen, also die, 
deren scheinbare Grésse von s aus negativ oder gleich 0 ist, sodass 
demnach die Gréssen 


(da), >0 dagegen (db), <0 


*) Vgl. I, die Anmerkung, pag. 10. 
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sind. Dann werden wir augenscheinlich die rechte Seite der Gleichung (2) 
vergrissern, wenn wir daselbst im ersten Integral fiir f iiberall seinen 
gréssten Werth G, im zweiten hingegen seinen kleinsten Werth K eintreten 
lassen, und umgekehrt werden wir jenen Ausdruck verkleinern, wenn 
wir im ersten Integral f durch seinen kleinsten, dagegen im zweiten durch 
seinen gréssten Werth ersetzen. Es ist somit: 


, Y 1 ¥ 1 : ’ 1 y 1 , 
SOR (COA KE (Oy KSC + Gye {(@),, 
a 6 a 6 
und daraus folgt dann weiter sofort: 


i — Gz Giz f - 1] + Ky, f(@)., 


7 fi — Ka K [py [@o.—1] + Og [M- 


Nun ist aber stets, auch selbst bei mehrfach zusammenhingenden 


Bereichen [vgl. (2) pag. 52] das tiber die ganze Begrenzung hinerstreckte 
Integral 


3. [@.— ee af (da), + f (db), =1. 


Daraus folgt aber: 
1 1 
[ix fa). 1] =— 55 f@., 
a 6 


und unter Riicksichtnahme auf diese Relation vereinfachen sich die Un- 
gleichungen (4) in der folgenden Weise: 


f/—4<(G—K) |; {@o,—1], 
is f/ —K2—(@—K) [xz f @9),—1]-— 


Hier ist nun die in eckige Klammern gesetzte Grésse ausser natiirlich 
von den vorgelegten Curven bezw. Flichen lediglich abhdngig von der 
Lage des Punktes s auf ihnen, denn ja auch das I.tegrationsgebiet a 
haben wir durch unsere obige Festsetzung (3) abhiing’g gemacht von der 
Lage dieses Punktes s. — Wir bezeichnen nun den gréssten Werth, den 
diese Klammergrisse annimmt, wenn wir den Punkt s beliebig auf der 
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ganzen Begrenzung verschieben mit A; dann ist dies also eine jetzt lediglich 
von der Beschaffenheit des vorgelegten Gebietes abhiingige, also rein 
geometrische Constante. 

Fiihren wir nun diese Constante A als Maximalwerth jener Klammer- 
grésse anstatt dieser in die Formeln (5) ein, so verstirken wir dadurch 
augenscheinlich diese Ungleichungen nur noch mehr, und erhalten somit 
a fortiori: 


f—G<(G—K)-A, f,—K2—(G—K)-A, 


Relationen, welche jetzt statthaben, welche Lage der Punkt s auch auf 
der Begrenzung besitzen mége. 
Das damit erhaltene Resultat kénnen wir kurz so zusammenfassen: 
Hilfssatz. — Sind auf der Begrenzung irgend eines beliebigen einfach 
oder auch mehrfach zusammenhingenden Gebietes stetige, aber sonst 
beliebige Werthe f vorgeschrieben, und bezeichnen G und K den grissten bezw. 
kleinsten aller dieser Werthe, so sind die stimmtlichen Werthe f, der aus 


s 


dieser hergeleiteten Function f’ an die folgenden Ungleichungen gebunden: 
(6) f,-—G<(G—K)A wd f{/—K>—(G—XK)-A, 


wo A eine rein geometrische, d. h. lediglich von der Beschaffenheit des 
vorgelegten Gebietes abhiingige Constante bedeutet. 

Dieser Satz hitte uns auch bereits im ersten Aufsatze, bei einfach 
zusammenhiingenden Bereichen, ahnliche Dienste leisten kinnen, wie sie 
uns dort der Hilfssatz von pag. 17 geleistet hat; doch gestattete uns dieser 
einen tieferen Einblick in das Wesen der aufeinanderfolgenden Functionen, 
und gaben wir ihm daher dort den Vorzug. — Hier bei mehrfach zu- 
sammenhingenden Bereichen existirt ein Analogon zu jenem Satze[I, pag. 17], 
oder wenigstens ein ihnlich einfacher analoger Satz, leider nicht. 


§ 5. 
Der Convergenzbeweis. 
Erster Theil: Die Convergenzconstanten. 


Wir haben bei unseren friiheren Untersuchungen unter s,, s,,--- 8 
stets irgend welche beliebige Punkte der Curven bezw. Fliichen 6,, 6,, -+- 6, 
verstanden, denen wir nach Willkiir bald diese, bald jene Lage auf den 
betreffenden Curven bezw. Fliichen geben konnten. Daneben wollen wir 
nun noch weiter auf 6,, 6,,---6,, gewisse feste Punkte %,, *,,---% 
markiren, die zwar von Hause aus auch beliebig gewihlt, doch im weiteren 
Verlauf der Untersuchung ein fiir alle Male unverindert beibehalten 
werden sollen. 
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Dachten wir uns nun auf den Curven bezw. Fliichen 6;, o,, --- 6,, 
gewisse Werthe /,, f,,---/,, vorgeschrieben, und aus ihnen fiir siimmtliche 
Punkte der ganzen Begrenzung die aufeinanderfolgenden Functionen 
f’, f’, f', ete. gebildet, so wird, falls A die grésste der Schwankungen jener 
einzelnen Functionen f,, /,,---f,,, bedeutet, nach (10), pag. 63 die Schwankung 


der z. B. speciell auf 6, anzutreffenden Werthe f” kleiner als A-c" sein, 


d. h. es wird die Differenz go — x des gréssten und kleinsten dieser 


Werthe Ae unterhalb A-c" liegen. — Umsomehr wird daher auch die 


™) kleiner als A-c" 


absolute Differenz irgend zweier solcher Werthe von fy 
sein, also auch z. B. die Differenz der beiden Werthe von fe”, wie sie 
in jenem fest auf 6, markirten Punkte x,, und irgend einem beliebigen 


anderen Punkte s, von 6, anzutreffen sind, d. h. es folgt: 


(1) abs (f.” — far’) < Ac” 
oder aber: 


o. — fas (n) _ Q; Ac", 


wo Qe,” eine Grésse bedeutet, die bei beliebigen Lagen des Punktes s,, 
auf ¢, stets nur Werthe zwischen — 1 und + 1 annehmen kann. 

Diese Werthe e;” stellen nun eine neue auf 6, ausgebreitete Func- 
tion @ dar, vermittelst welcher sich also die Function f,” folgender- 
massen ausdriicken liisst: 


(2) fi” = fag. + Op A-c", 


und analoge Darstellungen gelten natiirlich auch fiir die aufeinanderfolgen- 
den Functionen auf den anderen Curven bezw. Fliichen, d. h. die Formel 
(2) gilt fiir ~ = 1, 2,---m, aber — was das Wesentliche an diesen Dar- 
stellungen (2) ist — alle die Functionen Ee”, eS”, + (gleichgiiltig auch 
wie gross n ist) haben die Eigenschaft gemeinsam nur positiv oder negativ 
echtgebrochene Werthe anzunehmen: 
- (a) ae Mie 
3) —1sst1 Conee 

Wir wollen nunmehr annehmen, die Configurationsconstante ¢ des 
betrachteten Gebietes [vgl. pag. 61] sei kleiner als 1, und wollen dann 
zusehn, ob wir unter dieser Grundvoraussetgung Niiheres iiber das Verhalten 
der aufeinanderfolgenden Functionen f, /’, f”, ete. auf den einzelnen Curven 
beazw. Flichen aussagen kinnen. — Wir wissen bereits, dass unter dieser 
Voraussetzung die Schwankungen der aufeinanderfolgenden Functionen auf 
den einzelnen Curven bezw. Fliichen immer kleiner und kleiner werden, 


v 
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bis zur 0 herab abnehmen, d. h. dass sich die einzelnen Functionen immer 
weniger von Constanten unterscheiden |vgl. pag. 64], — wir wissen aber 
bisher noch nichts iiber die Natur dieser Constanten, ob sie, auch nur 
auf jeder einzelnen Curve oder Fliche, siimmtlich denselben Werth 
haben, ob sich die aufeinanderfolgenden Functionen daselbst also einem 
bestimmten Werthe nahern, oder aber, ob sie vielleicht bei wachsendem 
Index Werthe aus der Nachbarschaft bald dieses, bald jenes constanten 
Werthes annehmen. 

Um zwischen diesen verschiedenen Méglichkeiten zu entscheiden 
geniigt es augenscheinlich das Verhalten der aufeinanderfolgenden Func- 
tionen in einem einzigen Punkte jeder Curve oder Fliche zu unter- 
suchen, zuzusehn, ob sich hier ihre Werthe alle derselben Grenze 
nahern oder nicht. — Wir wollen nun diese Untersuchung speciell fiir die 
auf den Curven bezw. Flichen fest markirten Punkte durchfiihren, also 
z. B. bei der Curve oder Fliche o, fiir den Punkt x,. 

Bilden wir nun aber fiir diesen Punkt eine der aufeinanderfolgenden 
Functionen, z. B. die mit dem Index »-+ 1, so ist dies nach den all- 
gemeinen Definitionsgleichungen fiir diese Functionen [vgl. 1, (1) pag. 14] 
der Werth des folgenden iiber die ganze Begrenzung hinerstreckten 


Integrales: 
= ef fa” (de)z,, 


oder aber es folgt, wenn wir dieses Integral entsprechend den m be- 
grenzenden Curven oder Flachen 6,, 6,,---6,, in m Theile zerlegen: 


m 


f= — inf fai, mi is Jf ¥ (do), aia a | fn (d6n)e,- 


om 


Bedienen wir uns nunmehr der Darstellungsform (2) fiir die Functionen 
<, so folgt, wenn wir sogleich die Glieder, welche den Factor Ac’ ent- 


halten, von den davon freien Gliedern sondern: 
(4) vt) § + Ac-d,, 


4 
wo S, und 2, als Abkiirzungen in den folgenden Bedeutungen stehn: 


(40) 8, =f - J (doe, + AZ ma (doe, += +12 f donde. 


om 


1 n n 1 n 
(4b) 2,=;— f @{” (dos). +>. Je  (dos)e, + +++ +5 f On (dOm)x, 


Was nun zuniichst diesen letzteren Ausdruck 2, anlangt, so kénnen 
wir ihn augenscheinlich ansehn als den in x, vorhandenen Werth einer 
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nm ein) (n) ; . 
auf Grund der Werthe 0;", 03;",--- ©,’ in genau derselben Weise ge- 








































ber 
ure bildeten Function, wie f’ auf Grund der Werthe f,, f,,---f,, gebildet 
rth 3 war. — Dem Hilfssatze unseres vorigen Paragraphen zufolge sind nun die 
me a simmtlichen Werthe dieser Function, und damit auch der in x, vor- 
™ a handene Werth 2, an folgende Ungleichungen gebunden: 
tn M6) 4 8609 SG64(G—K)A, %2K—(G—HA, 

‘i wenn @ und K den gréssten und kleinsten simmtlicher Werthe von 
e e\”, of”, --- 0% bedeuten. — Nun sind aber, wie wir oben feststellten 
we [vgl. (3)], die simmtlichen Werthe dieser Functionen 0{”, @f,--. 
sean enthalten zwischen den Grenzen — 1 und + 1; es folgt somit: 

f 
die 5 G<+1, K>—1 woddahr G—K<2, 
Iso - —_ und demgemiiss ergiebt sich aus (5), dass umsomehr: 

% BS1424, %2—-(1+24. * 
len ; oder kiirzer: 
“ ‘ Nun ist aber ,-Ac” nach (4) nichts anderes als fe” — 8,; es folgt 
en 

3 also zuniichst aus diesen unseren Betrachtungen iiber 2,: 

(6) abs (f,"*” —S,) <(14+24)-Ac. 
, Um nun weiter auch den Ausdruck (42a) fiir S, noch naher zu unter- 
- @ suchen, miissen wir ahnlich, wie schon einmal in den ersten Paragraphen 
zwischen zwei Fallen unter- 

ir scheiden, je nachdem die simmt- 

H lichen begrenzenden Curven 

t bezw. Flichen neben einan- 
= der liegen, oder aber die eine 
nt- fi von ihnen die tibrigen um- 


schliesst. 

Erster Fall. — Die be- 
grenzenden Curven bezw. F lichen 
liegen stimmtlich neben einan- 
der. [Figur 2] — In diesem 
yf Falle liegt der auf ¢, markirte 

Punkt x, ausserhalb aller 
iibrigen Curven bezw. F lichen, 
es verschwinden demgemiiss in 
dem Ausdruck (4a) fiir S, die 
simmtlichen Integrale mit Ausnahme des iiber 6, selber hinerstreckten 
[vgl. I, (10’) pag. 9]; dieses aber hat den Werth 1, und es folgt somit: 





Fig. 2. 


en 
er 
















E. R. Neumany. 
+(m) 
S =f #9? 
weshalb in diesem Falle die Ungleichung (6) die folgende Form annimmt: 
(7) abs (fr. — fa”) SA(1+24)c". 
4 
Da nun diese Formel fiir beliebiges » gilt, wir in ihr also auch x 


durch w» +1, »+ 2, u.s. w. f. ersetzen kénnen, so ergeben sich aus ihr 
weiter sofort folgende Relationen: 


abs (f ee 4 <A(1 +2A)c'*}, 


4 


abs (f° —f2") <A +2A)c*?, 


a 


abs (f2)°? — fant") SAP 2 Aeros, 





Addiren wir jetzt aber alle diese Ungleichungen (7) und (7’), und beriick- 
sichtigen noch die bekannte Regel, dass der absolute Betrag einer Summe 
noch kleiner ist als die Summe der absoluten Betriige der einzelnen 
Summanden, so folgt: 

abs (f"*9 — f°) < A(14+2.4)-e 3 
und daher a fortiori: 


(8) abs (f2°*? — 629) <a [FE*4]- cr, 





woraus jetzt deutlich ersichtlich ist, dass wir durch Vergrésserung von n 
es stets erreichen kénnen, dass sich in x, alle auf f folgenden Functionen 





f“*® beliebig wenig von fe, unterscheiden, d. h. also, dass sich in x, die 





aufeinanderfolgenden Functionen einem bestimmten Werthe niihern. 
Wir wollen ihn mit C, bezeichnen, und kénnen dann das gefundene 
Resultat durch folgende Formel andeuten: 






lim fr, = C, oder kiirzer fn = C,. 


r= 





Dann folgt aus (8) im Falle eines unendlich grossen q: 


(9) abs (C,—fe’) < aft?) c”, 


1—c 







eine Formel, welche jetzt auch noch niiheren Aufschluss giebt iiber den 
Grad der Anniherung der Werthe f,” an C,. 
A 






Was nun die Werthe der aufeinanderfolgenden Functionen in anderen 
Punkten s, von 6, anlangt, so folgt fiir diese aus der identischen Gleichung: 


Ci — fy” = (G—f2) + (fe — Ff?) 















in 


sti 


w 
tre 
gl 
hit 


no 


uw) 
zu 
ist 
au 


we 
er 
he 








nmt: 


ch n 


; ihr 


‘iick- 
mime 
nen 


on i 
onen 


2 die 


dene 


den 


>ren 


ung: 





Zur Integration der Potentialgleichung. II. 


in bekannter Weise: 


abs (C,—f,") < abs (C.— An) rs abs ( 9) _ f°) 


2 
d. i. nach (9) und (1): 
o(r 1-+2A 
abs (Cc, ~—f. °) <A [- = + 1] “, 
oder aber, wenn wir den, ebenso wie A und ¢ selber, nur von den geome- 
. ry. - . cad . 1 2 A . 

trischen Verhdltnissen abhdngigen Ausdruck [+ =p 1| noch kurz mit B 
bezeichnen: 


(10) abs (C,—f,”) <AB-c", 


woraus jetzt ersichtlich ist, dass wir durch Vergrésserung von die Werthe 
der aufeinanderfolgenden Functionen f in simmtlichen Punkten s, von 
6, beliebig nahe an C, herandriicken kénnen, d. h. es convergiren auf 6, 
die Functionen f;, f;, [;", ete. gleichmdssig in allen Punkten gegen die 
Constante C,. 

Nun war 6, ganz beliebig aus der Schaar von Curven bezw. Fliichen 
6,, %,°"-6,, herausgegriffen, auf allen iibrigen Curven oder Fliichen werden 
also die Verhiiltnisse ganz analog liegen, d. h. die aufeinanderfolgenden 
Functionen besitzen auf sémmtlichen Curven bezw. Flichen je eine be- 
stimmte Convergenzconstante, es ist: 


f=C6,, fP=G,--- fo©=C 


m ‘m? 
und zwar brauchen diese m Convergenzconstanten, wie wir von den Be- 
trachtungen unseres zweiten Paragraphen her wissen, durchaus nicht etwe 
gleich gross zu sein. — 

Weniger einfach liegen die Verhiitnisse in dem zweiten Falle, welcher 
hinsichtlich der gegenseitigen Lage der begrenzenden Curven bezw. Fliichen 
noch méglich ist, und zu dessen Besprechung wir nunmehr iibergehn: 

Zweiter Fall. — Von den begrenzenden Curven bezw. Fliichen 6,, 6,,:+°6,, 
umschliesst eine, 6,, die m —1 tibrigen|Figur 3]. — Fassen wir dann 
zuniichst einmal den speciell auf 6, fest markirten Punkt x, ins Auge, so 
ist dies wieder in Bezug auf alle tibrigen Curven bezw. Flichen ein 
iiusserer Punkt, in dem aus (4a) sich ergebenden Ausdruck fiir S,: 


oo. 2. Dea: () 1 im, 1. 
S, _— & is iz. (6 ,) xy + fim ? ha f(a). + tie + fen P h 1 (d6n)x, 
e e 


O; *m 


werden daher wieder alle anderen Integrale ausser dem tiber 6, hin- 
erstreckten verschwinden; dieses eine nicht verschwindende Integral aber 
hat wieder den Werth 1, sodass also 


S; — 
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folgt, weshalb sich speciell fiir 41 aus der allgemeinen Formel (6) 
die folgende Ungleichung ergiebt: 
abs (f"*» — A) < A(14+-2A)c*, 

welche vollstiindig unserer obigen 
Ungleichung (7) entspricht; es 
lassen sich daher aus ihr auch 
genau dieselben Schliisse, wie aus 
jener ziehn. Ks liegen danach also 
jetzt speciell auf 6, die Verhillt- 
nisse genau so, wie oben im ersten 
Falle auf jeder der Curven oder 
Flichen 6,, es folgt somit fiir be- 
liebige Punkte s, von 6;,: 
(11) abs (C, —f,”) < AB-c’, [vgl. (10)] 
wo B wieder eine rein geometrische Constante bedeutet. Es convergiren 
also die aufeinanderfolgenden Functionen speciell auf 6, gleichmdssig in 
allen Punkten gegen eine bestimmte Constante C,. — 

Der Unterschied gegen friiher tritt erst hervor, wenn wir jetzt eine 
der inneren Curven bezw. Flichen 6, (A=2,3,---m) niher ins Auge 
fassen. Dann wird nimlich in dem Ausdruck (4a): 


~(n n - “le 1 te 
S, = < ia fe + a ' pa (Ae + eM + fen ‘ hx [ms 


om 





Fig. 3. 


ausser dem iiber 6, hinerstreckten Integral, das jetzt gleich — 1 ist 
[vgl. (Q) pag. 52], auch noch das erste, iiber 6, hinerstreckte, einen nicht 
verschwindenden Werth, niimlich den Werth 2 haben, da der auf 6, 
markirte Punkt x, ja innerhalb 6, liegt [vgl. I, (10’) pag. 9]. Es folgt 
somit jetzt: wo ” te) ? 
S, = 2f,, ae (A = 2, 3,---m)*) 
und es nimmt daher unsere allgemeine Relation (6) in diesem Falle die 
folgende Gestalt an: 


abs ("+ 19 2p) <aCl+2aye. 


Addiren wir aber zu dieser Ungleichung die aus (11) sich ergebende: 
abs (278 —2C,) < A-2B-e, 


*) Es enthilt diese Formel auch die obige Gleichung S, = f a in sich, wenn wir 


4 == 1 setzen, und es ist daher die einschrinkende Bemerkung: 1 = 2, 3,---m, eigent- 
lich tiberfliissig, weshalb wir sie auch bei den folgenden Betrachtungen meist fort- 
lassen wollen. 
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(6) § so folgt unter Beriicksichtigung der bekannten Regel tiber den absoluten 





44 Betrag einer Summe: 
» 12) abs (fs"*” + fi,” —20,) < A(L+24+2B)e", 
gen und hieraus dann durch Vertauschung von » und n -+-1 weiter: 
e n+2 n ‘ ; 
~ abs (fr*? + fr *” —20,) <A(1+2A+2B)e"*, 
aus oder aber, da unserer Grundvoraussetzung nach ¢ ein positiver echter 
also | Bruch, also c’*+! < c" ist, @ fortiori: 
alt- i 9 n 
ten | abs (20, —far*” —fr"*”) <AA+24 + 2B)ec*. 








oder Addiren wir aber zu der obigen Ungleichung (12) jetzt diese letzte Relation, 
he- so folgt iihnlich, wie schon friiher mehrfach: 
(13) abs (ft —fr.*?) < 24(1+24+42B)c”, 
iren und damit sind wir dann endlich zu einer Relation gelangt, welche uns 
oie ihnliche Dienste leistet, wie es oben die Relation (7) that. — 
Wir ersetzen in ihr jetzt » durch n+ 2, n+ 4, u.s. w. ft, und 
oles erhalten so das folgende System von Ungleichungen: 
uge | abs ( . —fe**) < 2A(14+2A+42B)c"+?, 
(n +4) a »(n +6) 9 © 9 n+4 
13) abs (f." mt) <2A(1+2A+2B)c+4, 
A . . . . . . . . . . . . . . . . . 
at abs (fi"*#2-" — p("*#9) < 2A(142442B)0"+42-4, 
icht f und weiter durch Addition aller dieser Ungleichungen (13) und (13’) 
6, ‘ ihnlich wie oben: 
ol , y — ¢22 
, i abs (f:"” —f22**?) < 2A(14+24+42B)c" aes 
i} ‘ec 
” te und daher a@ fortiori: 
die (n +29) (n) abs Bate si 
: abs (fe —fz’) < 2A| = |: e, 
eine Relation, welche wir mit Vortheil fiir gerades und ungerades », 
n= 2v, bezw. n = 2v-+ 1, gesondert hinschreiben werden: 
i (2 +29) (2) 1+2 A + 2B 2¥ 
(14) abs (fe, . —fe, ) <2a[- ae Je , 
a (Qv+29+1) — p(2v+1) 1+2A+2B) 9, 
* abs (f° —fa’*”)< 2 [At] ert, 
jent- , ’ ‘ 
fort- Die erste dieser Formeln besagt dann, dass wir es durch Vergrésserung 


des Index 2y stets erreichen kénnen, dass sich schliesslich in x, die 
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Werthe séimmtlicher auf f°” folgender Functionen mit geradem Index 


von fe,” beliebig wenig unterscheiden, d. h. dass die Functionen mit 


geradem Index sich daselbst einem bestimmten Werthe nihern, und 
genau dasselbe sagt die zweite Formel (14) von den Functionen mit 
ungeradem Index aus. — Wir bezeichnen diese beiden Werthe, denen 
sich die einen und die anderen Functionswerthe niaihern, mit C, bezw. 
C,’, so dass also: 
1 

lim fs)" und lim ff"*» =C/ (A=2,3,---m). 

vr=¢9 =o 4 
Demgemiiss liefern uns die Formeln (14), angewandt auf den Fall eines 
unendlich grossen gq die weiteren Relationen: 


(a bs (C, — fs.” <2a[*t*“t**) e", 


e 


| abs (C, —fe, +9) <2al- reste ie Sy + 


= 1—c? 


(15) (A = 2,3,-+-m) 


Mit den Functionswerthen speciell in x, sind nun die Werthe der 
aufeinanderfolgenden Functionen in beliebigen andern Punkten s, von 6, 
zufolge (1) pag. 67 durch folgende Relationen verbunden: 


(2 v) (2 ¥) 2) a, (2 +1) »(2¥+1) 24 
abs (ff i, ) < Ac, abs (f:, , ~~ fe, ) < &e"*"*. 


Demnach folgt, (indem man niimlich diese Relationen zu den Un- 
gleichungen (15) addirt), auch fiir die Functionswerthe in beliebigen 
Punkten s, von 6;: 

ss Y “(2 r) 
[abs (C, ~f,, 


| abs (¢ a—fa “4 


, 1+2A+2 
ym ater) 4s 


wieder eine rein geometrische Constante, d. h. eine, ebenso wie c, A und 
B selber, lediglich von den geometrischen Verhiltnissen des Curven- 
bezw. Flichensystems abhiingige Grésse ist. 


IA 


>! .2¥ 
AB ce’, 


(16) (A = 2, 3,--+m) 


IA 


AB’ e+}, 


wo 


In diesen Relationen (16) ist nun das Resultat enthalten, dass auf 


jeder der inneren Curven bezw. Fliichen von den aufeinanderfolgenden 
Functionen die mit geradem und ebenso die mit ungeradem Index gleich- 
midssig i allen Punkten gegen je eine bestimmte Constante convergiren. 

Nihere Untersuchung der Constanten C, und U,’. — Diese beiden 
auf jeder der inneren Curven bezw. Flichen vorhandenen Convergenzcon- 
stanten brauchen nun, wie wir von dem zweiten Paragraphen her wissen, 
durchaus nicht einander gleich zu sein, gleichwohl sind sie, wie ich jetzt 





EN oS 


Ree RAT ee NS, 


ae 








we 


ist 
wi 


Gr 


un 


C 
vo 
so 
se! 


un 
he 


od 


st 


ste 
di 
tic 
lic 
su 


mM 





udex 
mit 
und 
mit 
nen 
vA 


m), 


ines 


-m) 


der 
n 6; 


é 


gen 


-m) 


und 
ven- 


auf 
aden 
ich- 
en. 
iden 
con- 
sen, 
jetzt 





f 
' 
; 
t 
' 
{ 
: 


wm 


a Ri Nea a 


We 
de 


Zur Integration der Potentialgleichung. II. 


noch zeigen will, nicht unabhingig von einander: Aus (12) folgt im Falle 
n = 2v fiir die speciell auf o, vorliegenden Verhiiltnisse: 


abs (f6;" fs," —2G,) SAA +244 2B)e%, 
woraus ersichtlich, dass 


. (29) (2¥+1) 9 — 
lim ( *2 +h "2 ~ C,) 0 


. . 2r (2 1 . . . 
ist; nun convergiren aber fe” und fs,"* ) mit wachsendem v, wie wir 
4 A 


wissen, gegen die Constanten C, bezw. C,’, es ist also andrerseits jener 
Grenzwerth: 


lim (f." + f7,"*” —2¢,) =, + C/— 2G, 
und es folgt somit: 
(17) C,+ ¢,,— 20, =0, cine tale Oh, 


Zs besitzen also die beiden auf 6, vorhandenen Convergenzconstanten 
C, und C,) den Werth C, der auf der iiusseren Curve bezw. Fliche 6, 
vorhandenen Convergenzconstanten zum arithmetischen Mittel, um eben- 
soviel, wie die eine grésser als C, ist, ist die andere kleiner als C,; 
setzen wir also 

C,=C,+4,, so ist C= C,— 9,, 
und zwar gilt dies wieder mit Bezug auf jede der inneren Curven 
heaw. Flichen 6, , 6,, +++ 6,,.*) 

Zusammenfassung. — Es sei gegeben cin von m geschlossenen Curven 
oder Fliichen 6,, 6,,+++6,, begrenates Gebiet, dessen Configurationscon- 
stante [vgl. pag. 61] kleiner als 1 ist: 

Sodann denken wir uns auf diesen begrenzenden Curven bezw. Flichen 
stetige, sonst aber ganz beliebige Werthe f,, fo,°-: f,, vorgeschrieben, und aus 
diesen dann nach den allgemeinen Vorschriften der Methode des arithmetischen 
Mittels [vgl. I, pag. 14 u. oben, pag. 53] die aufeinanderfolgenden Fune- 
tionen fy’, fo’, +++ fins Fy5 fos + + sf’, ete. gebildet, wobet natiirlich alle erforder- 
lichen Integrationen iiber stimmtliche Curven bezw. Flichen hinzuerstrecken 
sind. Alsdann werden 

im ersten Falle, wenn simmtliche Curven bezw. Flachen neben- 
einander liegen [vgl. Figur 2, pag.69], die aufeinanderfolgenden Functionen 
auf den einzelnen Curven bezw. Flichen je eine Convergenzconstante 
besitzen, d. h. es werden sich auf 6, die Functionen f,, f;, f,", ete. gleich- 
*) Im besten Einklang mit diesen allgemeinen Resultaten stehn die 
specielleren Betrachtungen auf pag. 57 [vgl. daselbst den ,,zweiten Fall']. 











16 E. R. Neumann. 


miissig einer Constanten C,, auf 6, die Funcetionen fy, fy’, f,", ete. einer 
Constanten C, niihern, u. s. w. f., 
(18) AO=C, AM=—G,---(P—-C,; 

im zweiten Falle hingegen, wenn von den m Curven bezw. Flachen 
eine, 6,, diem—1 tibrigen 6,, 6,,---6,, umschliesst [vgl. Figur 3, pag. 72], 
werden zwar die aufeinanderfolgenden Functionen speciell auf 6,, also die 
Functionen f,, f,', f;, ete. gleichfalls eine bestimmte Convergenzconstante 
besitzen, d. h. stimmtlich gleichmiissig gegen eine Constante C, convergiren — 
auf jeder der inneren Curven bezw. Flichen 6, (A=2,3,---m) werden 
sich aber die Functionen mit geradem Index f,, f,", f,'", etc., und die 
mit ungeradem Index f,, f,'", f,", ete. fiir sich gleichmiissig je einer 
Constanten C, bezw. Cy niithern; es folgt also in diesem Falle: 

limf,?? =C,, limf,®” =C,,---limf@? =C 
v=o 


m) 
r= @ v¥=@ 


(19) A =C 
1 1? . . . , . -(9y , ° 2» , 
lim f,2@°*9 = C,’, lim f,@"* 9 =C,’,,--- lim f@"t+9 = C,, 

v=@ v=o v¥=@ 
und zwar werden von den beiden auf jeder der inneren Curven oder Flichen 
vorhandenen Convergenzconstanten, die eine immer um ebensoviel grésser, 


wie die andere kleiner als C, sein: 


C; _ C, + 03, C, _ C, + 05, Pa a ae C, + 8 n9 
= C, ane 02, C,'= C, coed 05, css C= C, vice 0: 


m 


(19’) 


§ 6. 


Der Convergenzbeweis. 
Zweiter Theil: Die gesuchten Fundamentalfunctionen. 


Wir wollen jetzt zu unserer eigentlichen Aufgabe iibergehn, fiir das 
von unseren Curven bezw. Fliichen 6,; 6,,---6,, begrenzte Gebiet eine 
Fundamentalfunction herzustellen, welche jene willkiirlich vorgeschriebenen 
Werthe f,, f,---f,, za Randwerthen besitzt, oder aber sich von ihnen 
nur um gewisse Constanten unterscheidet. 

Erster Fall. — Die begrenzenden Curven bezw. Flichen liegen siimmt- 
lich neben einander [vgl. Figur 2, pag. 69]. — Dann erstreckt sich das 
in Rede stehende, gleichzeitig von ihnen allen begrenzte Gebiet ringsum 
bis ins Unendliche, entspricht also in dieser Hinsicht dem Aussengebiete U 
einer einzigen geschlossenen Curve oder Fliche. Wir werden uns daher 
bei dem vorliegenden Problem auf die Lésung der entsprechenden Auf- 
gabe fiir ein solches Gebiet stiitzen, wie sie in den Formeln (2a) und 
(3a), I, pag. 15 enthalten ist, und werden demgemiiss zuniichst fiir alle 
Punkte s der ganzen Begrenzung die Function & bilden | vgl. daselbst (2a)|, 
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die also speciell auf 6, zu definiren sein wird durch folgende unendliche 
Reihe: 


Q) &=(G—fA) +(G—-AD + (G-AD + GAAY) +: 

und auf Grund dieser solchermassen eingefiihrten Functionen §,, &,---&,, 
fiir welche wir eben die Collectivbezeichnung § gebrauchen, bilden wir 
weiter mit Bezug auf einen beliebigen Punkt a jenes Aussengebietes 2 
das iiber die ganze Begrenzung hinerstreckte Integral: 


(2) =, —_ i fe. (dé), : 


Diese Grésse =, wollen wir dann einer niheren Betrachtung unter- 
werfen; zunichst wollen wir einmal zusehn, ob denn auch die Reihen, 
die wir zur Definition von =, benutzten, die Reihen (1) fiir die Func- 
tionen §,, convergiren. 


Nun ist nach Formel (10), pag. 71: 
abs (C,—f.) <AB-C'; 


da aber nach unserer Grundvoraussetzung [vgl. pag. 67] ¢ ein positiver 
echter Bruch ist, so folgt daraus sofort, dass die Reihe (1) fiir & fir 
alle Punkte s, von 6, schneller als eine geometrische Reihe mit dem 
Quotienten ¢ convergirt, ja sogar gleichmdssig in allen diesen Punkten 
convergirt, und Analoges gilt natiirlich auch von dem Verhalten der Func- 
tionen € auf den tibrigen Curven oder Flichen. — Daraus folgt dann 
weiter, dass die Functionen £ auf den einzelnen Curven bezw. Flichen 
auch stetig sind, und dass mithin 


=.= i f E,(d6),, 


aufgefasst als Function der Lage des Punktes a, eine Fundamentalfunc- 
tion des Gebietes XM ist*). 

Welches sind nun die Randwerthe dieser Fundamentalfunction? Welchem 
Werthe nihert sich z. B. die Function =,, wenn wir den Punkt a sich 
einem Punkte s, von 6, nihern lassen? — Da = das Potential einer 
Doppelbelegung ist, so giebt die Formel (7a), I, pag. 8 auf diese Frage 


Auskunft; sie besagt, dass dieser Werth, dem sich = niihert: 
(3) =,,, = —&, 
ist, wo & die aus & hergeleitete Function 


— f é, (de), = fi E, (do,),, +75 [ §(40),, +--+ fi E,. (6). 


m 


*) Vel. C. Newmann, Abhandlung I, pag. 47 u. 84. 














78 E. R. Neumann. 


bedeutet. — Fiihren wir aber die in dieser Formel verlangten Integrationen 
aus, unter Zugrundelegung der Werthe (1) der Functionen &,, so fallen 
alle iibrigen Constanten C, ausser speciell C, fort*), und es folgt daher: 
Y “7 Y ”r — ® aie £ aa Y a, ~ 

= re (C, ome, > C; ‘si I t(G— Is, + ? di, = 28) (C, i)» 
ie uns die Formel (3) das Resultat liefert: 

ane ‘ 
(4) “—~_ f, agit C,, 
d. h. die Function =, unterscheidet sich in s, und damit in allen Punkten 
von 6, von den daselbst vorgeschriebenen Werthen von f, um den con- 
stanten Werth C, 

Was wir ier on von 6, bewicsen haben, gilt natiirlich ganz analog 
auch von jeder anderen Curve oder Fliiche, und wir gelangen somit zu 
dem Resultate, dass =, eine Fundamentalfunction des Gebietes XU ist, die 
sich von den urspriinglich vorgeschriebenen Werthen f auf 6, tiberall um 
den constanten Werth C,, auf 6, tiberall um den Werth C,, u. s. w. f, 
endlich auf 6,, um den Werth C,, unterscheidet. 


m 

Zweiter Fall. — Von den Curven oder Fliichen 6,, 6,,--- 6,, wm- 
schliesst eine, 6,, die m —1 tibrigen [vgl. Figur 3, pag. 72]. — Wollen 
wir alsdann fiir das solchermassen begrenzte Gebiet, das jetzt also ganz 
im Endlichen liegt, eme Fundamentalfunction herstellen, die auf ¢,,6,,---6,, 
vorgeschriebene Werthe annimmt, oder sich doch von ihnen nur um 
constante Differenzen unterscheidet, so werden wir an die in den Formeln 
2i) und (3i), I, pag. 15 gegebene Lisung des entsprechenden Problems 
fiir das Innengebiet 3 einer einzigen Curve oder Fliiche ankniipfen, und 
demgemiiss fiir alle Punkte s der Begrenzung eine der Function y [vgl. 
daselbst (2i)| entsprechende Function bilden. — 

Speciell fiir Punkte von 6, definiren wir sie villig analog wie dort, 
durch die pes Reihe: 
(5) a=-U—fh) + —fA') 4+” —f") +--> 
deren Soiamninan em leicht beweisen liisst. — Aus der Formel (11) 
pag. 72 folgt niimlich, wenn wir sie nacheinander auf die beiden Fille 
n= 2v, bezw. n= 2v-+ 1 zur Anwendung bringen: 

abs (f.°” —C,) << AB-c?” und abs (C,—f,°"*”) = AB." +1, 
welche Lage der Punkt s, auf 6, auch haben mége, und durch Addition 
dieser beiden Ungleichungen folgt in bekannter Weise: 
abs (f.”” — fy" *”) <ABIA+oe", 
*) Es ist nimlich s, in Bezug auf alle anderen Curven bezw. Fliichen 6, ausser 


1 
speciell ¢, ein dusserer Punkt, und es verschwinden daher die Terme C, - j 
“ ha 


simmtlich, ausser die fiir uw’, welche den Werth C, annehmen [vgl. I, (10’) pag. 9}. 
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woraus eben sofort ersichtlich ist, dass die Reihe (5) in allen Punkten 
von 6, schneller, wie eine geometrische Reihe mit dem Quotienten c¢* con- 
vergirt, und zwar absolut und gleichmdssig in allen diesen Punkten 
convergirt. 

Wollten wir nun auf den inneren Curven bezw. Flichen die Function 4 
vollig analog wie oben definiren, also in (5) nur den Index 1 mit einem 
der anderen Indices 42, 3, ---m vertauschen, so wiirden wir im Allgemeinen 
sicherlich keine convergente Reihe erhalten, denn das allgemeine Glied 
(2) — f,2"t» dieser Reihe wiirde ja mit wachsender Stellenzahl v gar nicht 
gegen 0, sondern gegen den im Allgemeinen wenigstens von 0 verschiedenen 
Werth C, — C,'= 20, convergiren [vgl. (19) pag. 76]. — Deshalb wollen 
wir bei den inneren Curven oder Flichen 6, (4 = 2,3,---m) die Func- 
tionen », durch folgende Reihen definiren: 


©) m= (h-—28) + (fi fr" —28,) + (fi" — fi — 28) ++ 


Dann folgt fiir das allgemeine Glied dieser Reihe in einem Punkte s, 


von 6;: 

fy hy 88h GO) =)» 
und daher mit Riicksicht auf die Formeln (16), pag. 74: 

abs(f,-”—f,."* —20,)<abs(f, 2 —C,)-Fabs(f” *— CC) SA B'c?" + AB" ct"! 
d. i. 


ms —"~ . > 2),) SAB (1+e)c", 


woraus ersichtlich, dass jetzt auch die Reihe (5') fiir y, (A= 2,3,---m) 
convergirt, und zwar ebenfalls absolut und gleichmdssig in allen Punkten 
von 6, convergirt. 

Aus der Gleichmiissigkeit der Convergenz der Reihen (5) und (5’) 
folgt nun, dass die durch sie dargestellten Functionen %,, %,-°-- %,, fiir 
welche wir wieder die Collectivbezeichnung 4 gebrauchen, auch stetig 
sind, und dass demgemiiss das mit Bezug auf einen Punkt ¢ des von uns 
betrachteten Gebietes $ gebildete, diber die ganze Begrenzung hinerstreckte 
Integral 


(6) H; = 52 uf 1,(d6); 


eine Fundamentalfunction jenes Gebietes 3 darstellt*). 

Wir wollen nun wieder die Randwerthe dieser Fundamentalfunction 
niher untersuchen, z. B. den Werth, dem sich H, nihert, wenn wir den 
Punkt 7 niher und niher an einen Punkt s, von 6,, bezw. s, von 


*) Vgl. C. Neumann, Abhandl. I, pag. 47 u. 85. 
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80 


6, (A=2, 3,---m) heranriicken lassen. — Hierbei brauchen wir freilich 
diese beiden Fille nicht gesondert zu behandeln, denn fiihren wir noch 
eine Grésse 6, ein, mit der Festsetzung, dass wir darunter stets die 0 
verstehn, so enthilt (5’) die Formel (5) als den Specialfall 4 = 1 in sich, 
und es gelten daher die folgenden Ausfiihrungen in gleicher Weise fiir 
A=1,2,3,---m. 

Da nun H, seiner Definition (6) zufolge das Potential einer Doppel- 
belegung ist, so folgt nach Formel (7i), I, pag. 8 fiir den Grenzwerth, 
dem H, bei Anniherung des Punktes 7 an s, zustrebt: 


(7) Hi, _ Ns, + %s, 9 (a — 1,2,- -m) 


wenn 7 die folgende aus 9 hergeleitete Function bedeutet: 


’ 1 1 F 1 1 
%s, _ haf % (do), es ia % (do), + ba" (do;),, +: + jz Tm(49n), ° 


i 2 om 


Fiihren wir aber diese Integrationen aus unter Beriicksichtigung der Werthe 
(5) und (5’) der y’s, so fallen die Terme von der Form: — 20,- .- J (d Ou 
(u==2,3,---m) siimmtlich fort mit alleiniger Ausnahme derjenigen, fiir 
welche uA ist, welche wegen der Relation (Q) pag. 52 den Werth + 20, 
annehmen, sodass sich folgendes Resultat ergiebt: 


ne, = (fe, — fy +28) + fe” — fa + 20) + (fi — fet £28) +. 


Daraus folgt aber weiter, wenn wir die in (7) verlangte Addition der 
Werthe Ns, und Ne, [vgl. (5’)| Glied fiir Glied ausfiihren: 


oe » en “ee Ww gti ae 

1,= (f, f,) + (fe, fe) + ( 8) ho) + 

(2%) 
2 ? 
und es ist daher der Werth der ganzen Reihe (y= oo) unter Riicksicht 
auf (19), pag. 76: 


(8) Hi,, — hi, = C, (A _ 1, 2, 3, se -M) 


Die ersten v Glieder dieser Reihe besitzen nun aber die Summe .~f, 


d. h. es wmterscheidet sich H; auf 6, von den daselbst vorgeschriebenen 
Werthen f iiberall um den constanten Werth C,, auf 6, tiberall um den- 
selben Werth C,, u. s. w. f. — 

Wir sind sonach hier im zweiten Falle zu einem ganz analogea 
Resultate gelangt, wie oben im ersten Falle. 
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Zusammenfassung. — Es sei ein mehrfach zusammenhiingendes Ge- 
biet U bezew. S gegeben, begrenzt von m geschlossenen Curven oder Fliichen 
6,,5,°**6,,, und auf diesen seien irgend welche stetige sonst aber villig 
willkiirliche Werthe f;, fo,--+f, vorgeschrieben. 

Man bilde alsdann, ausgehend von diesen Werthen, die aufeinander- 
folgenden Functionen fy’, fo',+ ++ f.3 0.5 fos ++ Fc, ete, und weiter aus diesen 
Functionen und ihren Convergenzconstanten C,, Q,,-+-C,, bezw. den mit 
diesen Constanten enge zusammenhiingenden Grissen 0,,0;,---9,, [vgl. oben 
pag. 76] die folgenden wnendlichen Reihen: 

im ersten Falle, wenn stéimmtliche m Curven oder Flichen neben 
einander liegen [vgl. Figur 2, pag. 69] die Reihen: 

(9a) & = (C,—ft) + (G—A) +(GA-A) +°:: (A=1,2,---m), 

im zweiten Falle, wenn von den m Curven oder Fliichen, eine, 6,, 
die tibrigen m —1 umschliesst [vgl. Figur 3, pag.72], die folgenden 
Reihen: 
gi) BAA AK ARYEK HI =), 
ta = (fi—f — 20,) + (A fy" — 28) +--+» (A= 2,3,---m). 


Sodann bilde man weiter auf Grund der solchermassen definirten Func- 
tionen & bezw. n das folgende iiber die ganze Begrenzung hinerstreckte Integral: 


(10a) =.= i fede), = —[W,+W/+ WW," + Wo +d, 


bezw. 
oi) He fx,(d0), = (WW) + (WW) +> 


Alsdann stellt, sofern die Configurationsconstante ec des vor- 
gelegten Gebietes kleiner als 1 ist, diese Function = bezw. H eine solche 
Fundamentalfunction des betrachteten Aussengebietes XU bezw. Innengebietes 3 
dar, welche sich von den urspriinglich vorgeschriebenen Werthen f,, fx,°++ fm 
auf 6, tiberall um den constanten Werth C,, auf 6, diberall wm den Werth 
C,, u. 8. w. f., schliesslich auf 6,, wm den Werth C,, unterscheidet. — Dabei 
bedeuten C,, C,,--+C,, im ersten Falle die Convergenzconstanten der stimmt- 
lichen aufeinanderfolgenden Functionen auf den betreffenden Curven bezw. 
Flichen, im zweiten Falle hingegen speciell die Convergenzconstanten der 
Functionen mit geradem Index [vgl. den Satz pag. 75]. 

Das Convergenzcriterium, d. h. die Bedingung, unter welcher wir 
die Convergenz des soeben angegebenen Verfahrens verbiirgen kénnen, 
ist also dieses: dass die in § 3 definirte Configurationsconstante des 
mehrfach zusammenhingenden Gebietes [vgl. pag. 61] einen Werth kleiner 
als 1 hat. 


Mathematische Annalen. LVI. 
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Es entspricht dieses Convergenzcriterium also vollstiindig dem Hilbert’- 
schen Criterium im Falle einfach zusammenhingender Bereiche [vgl. 
I, pag. 23]. 

§ 7. 
Fortsetzung. 


Wir gehn zunichst einmal an die Behandlung eines wichtigen Special- 
falles: 


Specialfall. — Wir wollen die Annahme machen, es seien die auf FE 


den m Curven oder Flichen vorgeschriebenen Werthe /,, f,, --- f,, 80 
gewihlt, dass die ihnen zugehérigen Convergenzconstanten C,, C,,---C,, 
[vgl. pag. 75] einander gleich, etwa gleich C sind, 


(1) O,=G=Q—=---=C,, =C. 


~m? 


In dieser Annahme liegt dann schon, dass im zweiten Falle, d. h. " 


im Falle einer iiusseren und m—1 innerer Curven oder Flichen, auf den 
letzteren die Convergenzconstanten C,', C,',---C, der Functionen mit 
ungeradem Index ebenfalls simmtlich den Werth C haben. Denn avs 
der Annahme (1) und den ersten Gleichungen (19’) pag. 76 folgt mit 


Nothwendigkeit, dass jetzt die siimmtlichen Gréssen 3 verschwinden: 


(2) 6,=0, d,=0,--- 6,=9, 

und dann weiter aus den letzten Formeln (19’) pag. 76, dass auch: 
GoCi~---=—G, —~G—6, 

wie wir beweisen wollten. — Wir werden uns daher iiber den vorliegen- 





den Specialfall kiirzer auch so auslassen kénnen: es seien die Functionen 
his for *** fy 80 gewdhlt, dass die simmtlichen ihnen zugehirigen Con- | 


vergenzconstanten einander gleich sind. 

In diesem durch die Gleichungen (1) also bereits véllig charakteri- 
sirten Specialfalle werden sich nun dem Schlussresultate des vorigen Para- 
graphen zufolge die Fundamentalfunctionen =, von %, bezw. H,; von 3 
auf simmtlichen begrenzenden Curven oder Flichen von den daselbst vor- 
geschriebenen Werthen f um denselben Betrag C unterscheiden, oder 
aber es werden 

®o,=—C+5=, £und ¥,=C+H,; 
Fundamentalfunctionen jener Gebiete sein, welche auf der ganzen Be 
grenzung direct die daselbst vorgeschriebenen Werthe f annehmen. — Diese 
Lésungen ®, und ¥; der Randwerthaufgabe stimmen aber in der Form 
vollstandig iiberein mit denen bei einfach zusammenhingenden Bereichen; 
denn die zu ihrer Definition verwandten Functionen & und 7 [vgl. (9a) 
bezw. (9i), pag. 81] lassen sich jetzt mit Riicksicht auf (1) und (2) ™ 
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ganz beliebigen Punkten s der Begrenzwng genau wie friiher durch folgende 
Reihen darstellen: 


i= (C—f) + —f) + —fh) +> 
2 U.—f1)+0—£.") +" —7.") + --: 
[vgl. I, (2a) und (2i) pag. 15], und ferner sind 


%, aad C+ if to(d0), = C— [WitWi+Ww+Ww’ + ee ‘|, 


Y= C+ fr(do) = C+ W—W)-+(W/—W") +>, 


genau die Neumann’schen Reihen (3a) und (3i), I, pag. 15. 

Besitzen also die Functionen f, f’, f”, etc. 2ufiillig tiberall (d. h. auf 
6,, 5g, +++ 6,) eim und dieselbe Convergenzconstante, so liefert uns, 
sofern nur die Configurationsconstante des vorgelegten mehrfach zu- 
sammenhiingenden Bereiches [vgl.'§ 3] kleiner als 1 ist, die Methode des 
arithmetischen Mittels genau wie bei einfach zusammeénhingenden Be- 
reichen die gesuchte Fundamentalfunction mit den Randwerthen f 
[vgl. I, pag. 14—15]. 

Im Allgemeinen, d.h. wenn die Functionen f,, f,,---/f,, vollig will- 
kiirlich auf 6,, 6,,---6,, vorgeschrieben sind, besitzen die zugehérigen 
Convergenzconstanten, wie wir wissen, auf den einzelnen Curven oder 
Flichen verschiedene Werthe, und es liefert uns daher die Methode des 
arithmetischen Mittels direct angewandt auf solche willkiirliche Werthe nur 
Fundamentalfunctionen, welche sich auf der Begrenzung um gewisse 
Constante von den daselbst vorgeschriebenen Werthen unterscheiden, nicht 
aber solche Functionen, welche daselbst wirklich in diese Werthe 
tibergehn [vgl. pag. 81]. 

Es liegt nun aber die Frage sehr nahe, ob wir nicht — bevor wir 
daran gehn, aufeinanderfolgende Functionen zu bilden — aus den willkiir- 
lich vorgeschriebenen Werthen f,, fo,--+f, durch Vermehrung um passend 
gewiihlte Constanten k,, k.,---k,, neue Werthe 


(3) A=fAth, th=Ahthy, >>: frm=fat hn 

herleiten kinnen, derart, dass uns die Methode des arithmetischen Mittels 
angewandt auf diese Werthe direct die ihnen entsprechenden Funda- 
mentalfunctionen liefert. — Es wird dies nach dem, was wir oben im 
Specialfalle feststellten, sicher der Fall sein, wenn wir es durch passende 
Wahl der Constanten k,, k,, --- k,, in (3) erreichen kénnen, dass die 
aus den neuen Werthen f hergeleiteten aufeinanderfolgenden Functionen — 
wir wollen sie mit /’, f’, f’”, etc. bezeichnen — auf simmtlichen Curven 
bezw. Flichen gleiche Convergenzconstanten besitzen. 

6* 
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Dies wollen wir daher niaher untersuchen. Deshalb bilden wir zu- 
nachst bei willkiirlichen Werthen von k,, k,, ---k,, die erste dieser auf- 


einanderfolgenden Functionen, f’, mit Bezug auf einen beliebigen Punkt 
der Begrenzung, z. B. den Punkt s, von 6,, d. h. wir bilden den Ausdruck: 


28 a a fi (do), T gf (de;),, + ra + a ACO : 


Unter Riicksicht auf die Werthe (3) der f,, nimmt dieser dann, wenn wir 
noch beachten, dass 


7 fade), + if h(do), saath 1 fia(don), 


nichts anderes als der Werth der Function f’ im Punkte s, ist, die 
folgende Form an: 


F=f, + [bo flee, + hk [ited ++ bark fice] | 


Die hier in eckige Klammer gesetzte Summe entspricht nun aber voll- 
stiindig unserem friiheren Ausdruck S, [vgl. (4a) pag. 68], nur dass an 
Stelle der dortigen constanten Werthe /,,, f,,,---/f;,, hier die Gréssen 


k,, kg,--+-k,, getreten sind. — Wie wir also im ersten der beiden dort 
unterschiedenen Fille: S, =f, fanden, im zweiten Falle hingegen: 
S, =f,,, bezw., wenn 4 = 2, 3,--- m war: S, = 2f,, —~ Fas genau 80 
wird hier (wie man wohl auch direct leicht einsieht) fiir den obigen 
Klammerausdruck im ersten Falle der Werth k, folgen, im zweiten Falle 
hingegen der Werth kh, bezw. 2k, — k, (A= 2,3,---m), sodass also unsere 
obige Formel (4) jetzt die folgende einfachere Gestalt annimmt: 


im ersten Falle: im zweiten Falle: 
© K=Kt+hk fe = fi +h (a=1), 
(A=1, 2,---m) fy, =f, + (2h —k,) (A= 2,3, ---m) 


Im ersten Falle, wenn stimmtliche begrenzenden Curven oder Fliichen 
neben einander liegen, ergiebt sich also, welche der Curven oder Flichen 
wir auch unter 6, verstehn, zwischen den Functionen /;’ und f;’ stets der 


Zusammenhang, dass f;’ = /;' + k, ist, oder ausfiihrlicher: Aus der Voraus- 
setzung (3) folgt: 


(6) =ft+h, fy = fi + he, a! fn= fm + kom y 
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und daraus dann natiirlich analog weiter fiir die nichstfolgenden Func- 
tionen: 


RA thy fl Hh tla BOP thes 
Ret thay ROR ta RA th 


u. s. w. f, allgemein: 


() RAP th, AMA th: MA the 
und daher im Falle eines unendlich grossen » mit Riicksicht auf (18) 
pag. 76: 

ih” = C, +h, 5” =C, +h, --- =C, thy: 

Aus diesen Relationen ist aber sofort ersichtlich, dass sich thatsiachlich in 
diesem ersten Falle die Constanten k,,k,,--- k,, in (3) stets so bestimmen 
lassen, dass die aus jenen Werthen f hergeleiteten Functionen f’, f”, f’”, etc. 
sich auf simmtlichen Curven oder Flichen demselben Werthe niahern, 
iiberall dieselbe Convergenzconstante besitzen. 

Im zweiten Falle, wenn von den m begrenzenden Curven oder Flichen 
eine, 6,, die m —1 tibrigen umschliesst, miissen wir nach den Formeln 
(5) auch bei Untersuchung des Zusammenhanges zwischen den Func- 
tionen f’ und f’ einen Unterschied machen zwischen den Verhiiltnissen, 
wie sie auf 6,, der iusseren, und auf 6,, 6,,---6,, den inneren Curven 
oder Flachen vorliegen; es folgt niimlich: 


@A=A +h; fi =f’ +2h—hk), -- > f=f,+ @h—h,), 


ein Resultat, das wir auch so darstellen kénnen: 


(8) fi =f + ky, hi =f +h’, Se Se te ate fn = fn + hens 
wo: 
k,’ =k; er k’ == 2k, — ky: 


Hieraus wird sich aber analog wie aus (3) das Resultat (8) folgte, 
fiir die nichstfolgenden Functionen f” folgendes Resultat ergeben: 


A’ =f" +h’; h’=f"+(2h’—hy), >>> Rf +(2h'—k,), 
d. i. unter Riicksicht auf die Werthe der Gréssen k’: 


f"= A+ ky, hy’ =f + ky, Rite Peg os Se, i.= fa t ke 
In genau demselben Abhingigkeitsverhiiltniss, in welchem /” zuf steht, 
steht nun weiter zu f” wieder die Function f; wie wir also von der 
Voraussetzung (3) ausgehend zu unserem letzten Resultate gelangten, so 
folgt aus diesem weiter ganz analog: 








(9a) 


(9b) 
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AY =A" +h, fy" =f" +h, -- 
und hieraus dann wieder weiter: 

fi" =f," +h, f.” =f th,---- =fa tka; 

u. s. w. f., allgemein: 

FO? nf 4b FM af B ... FOM a GOO Be 
Aus diesem fiir die An Mit mit geradem Index gefundenen Re- 
sultate sind nun die entsprechenden Relationen fiir die mit ungeradem 
Index auch leicht abgeleitet: — Wie nimlich aus der Voraussetzung (3) 
tiber die Werthe f, fiir die niichstfolgenden Functionen 7,’ das Resultat (8) 
folgte, genau so ergiebt sich aus den Werthen (9a) der f,°” fir die 
darauf folgenden Functionen d. i. fiir die Werthe f,°’*” dieses Resultat: 


ior = for"? +8: hor= fo°"* +-(2k, —k,),-f, fOr) = for*) +-(2k, 
womit die gesuchten Relationen gefunden sind. 

Diese Formeln (9a) und (9b) geben nun auch in diesem zweiten 
Falle vollstandig Aufschluss dariiber, welchen Einfluss es auf das Verhalten 
der aufeinanderfolgenden Functionen hat, wenn man die urspriinglich vor- 
geschriebenen Werthe auf den einzelnen Curven oder Flichen zuvor um 
Constante vermehrt, wie wir oben in (3) thaten. — Wieder tritt hierbei 
also ein wesentlicher Unterschied im Verhalten der Functionen mit ge- 
radem und derer mit ungeradem Index zu Tage. — 

Hier wenden wir nun speciell die Formeln (9a) auf den Fall eines 
unendlich grossen v an; dann folgt unter Riicksicht auf (19) pag. 76: 


lim f°” =C,+k, lim” =C,+h, - + + limf?=C,+h,, 


m =fn m + kin ? 


woraus ersichtlich ist, dass wir es wieder durch passende Wahl der Gréssen 
k,, ky, ---k,, in (3) stets werden erreichen kénnen, dass die Constanten, 
gegen welche die Functionen mit geradem Index f, f”, f'”, ete. con- 
vergiren, auf stimmtlichen Curven beew. Fliichen denselben Werth haben. — 
Dass dann aber ganz von selber auch die Functionen mit ungeradem 
Index f’, f’”, f", etc. sich iiberall diesem gleichen Werthe nihern, das 
geht aus friiheren Betrachtungen (zu Eingang des Paragraphen) hervor. 

' Im ersten, wie im zweiten Falle, stets, kinnen wir somit die urspriing- 
lich willkiirlich vorgeschriebenen Werthe um passend gewihlte Constante 
derart vermehren, dass die auf Grund der so modificirten Werthe ge- 
bildeten aufeinanderfolgenden Functionen iiberall auf der ganzen Begrenzung 
sich gleichmiissig ein und demselben Werthe niihern. — Dann sind ja aber 
die Bedingungen unseres obigen ,,Specialfalles“ erfiillt, und es liefert uns 
also dem dort abgeleiteten Satze zufolge die Methode des arithmetischen 





—k,,) 


m/) 
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Mittels aus jenen modificirten Werthen ohne Weiteres die Fundamental- 
function, welche diese Werthe zu Randwerthen besitzt. — Vorausgesetzt 
ist dabei immer nur, dass die Configurationsconstante des betrachteten 
Gebietes kleiner als 1 sei. 

Resultat. — Ist ein mehrfach zusammenhingendes Gebiet ns be- 
grenzt von m geschlossenen Curven oder Fliichen, und sind auf diesen stetige, 


* sonst aber willkiirliche Werthe f,, f,,--- f,, vorgeschrieben, so kinnen wir, 
e- 





sofern nur die Configurationsconstante c des Gebietes [vgl. § 3] 
dem kleiner als 1 ist, diese Werthe stets durch Hinzufiigen passend gewiihlter 
(3) | additiver Constanten k,, ky, +++ k, 80 modificiren, dass die Methode des arith- 
t (8) metischen Mittels, angewandt auf’ diese neuen Werthe f, +-k,, fy + hgy***fn Rin 

die : uns ohne Weiteres eine Fundamentalfunction des betrachteten Gebietes liefert, 
ltat: welche diese letzteren Werthe zu Randwerthen besitet [vgl. I, pag. 14—15]. 
2k, —k,,), 
§ 8. 
iten Die Loésung der eigentlichen Randwerthaufgabe. 
alten Aus den Betrachtungen der letzten Paragraphen geht hervor, dass 
— uns also bei mehrfach zusammenhingenden Bereichen die Methode des 
ew arithmetischen Mittels in ihrer urspriinglichen Gestalt nicht ohne Weiteres 
arbei Fundamentalfunctionen aus ihren willkiirlich gegebenen Randwerthen her- 
ge- zustellen gestattet; im Allgemeinen wird man vielmehr, um die Methode 
tiberhaupt in ihrem vollen Umfange anwenden zu kénnen, die willkiirlich 
we vorgeschriebenen Werthe zuvor auf den einzelnen begrenzenden Curven 
: bezw. Flichen um passend gewihlte Constante vermehren miissen. 
7 Wir wollen nun zusehn, ob wir die Methode des arithmetischen Mittels 
nicht von diesem Uebelstande befreien kénnen, ob wir nicht bei geeigneter 

issen Modification der Methode auch Fundamentalfunctionen mehrfach zusam- 
ten, menhingender Bereiche herzustellen vermégen, welche auf der Begrenzung 
con- geradezu die daselbst vorgeschriebenen — nicht zuvor wm Constante ver- 
ae mehrten — Werthe annehmen. 
dem In dem gegenwiirtigen Paragraphen will ich nun ein Verfahren angeben, 
den welches dies thatsiichlich leistet. Dabei halten wir fest an unserer Grund- 
ion voraussetzung, dass die Configurationsconstante des Gebietes 
ing- kleiner als 1 sei [vgl. pag. 67], und unterscheiden dann wiederum, wie 
alin friiher zwischen zwei Fillen: 

ge- Erster Fall. — Die Curven bezw. Flachen 6,, 6,,--+6,, liegen siimmt- 
ung lich neben einander [vgl. Figur 2, pag. 69]. — Gesucht wird dann also 
duie eine Fundamentalfunction des Aussengebietes %, welche auf diesen es 
ais begrenzenden Curven oder Flichen 6,, 6,,---6,, willkiirlich daselbst vorge- 
non schriebene Werthe /,,/,,---/,, annimmt. 
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Wir markiren dann beliebig innerhalb 6,, 6,,--.6,, je einen festen 
Punkt, und denken uns in diesen m Punkten gewisse vorliufig willkiirliche 
Massen M,, M,,--- M,, concentrirt. — Das Potential dieser Massenpunkte 
in einem beliebigen Punkte p ist dann: 


(1) V, = M,T,, + U,T,, + -: -+ M 
wenn bei Betrachtungen in der Ebene: T,, = ie! — 


dagegen bei Betrachtungen im Rawme: T,, = ~ “s 
a 


wo also E,, die Entfernung des Punktes p von M, bedeutet [vgl. I, pag. 7]. 

Dann wollen wir einmal die willkiirlich vorgeschriebenen Werthe 
fis fe>°**f, immer vermehren um die betreffenden Werthe des Potentials V, 
und wollen dann weiter von den so auf 6,, 6,,---6,, neu entstehenden 
Functionen 


(2) 2 =f +N, %=h+7;; is Pm = fn + Vn 


ausgehend, jetzt nach den allgemeinen Vorschriften der Methode des 
arithmetischen Mittels auf simmtlichen Curven oder Flichen der Be- 
grenzung aufeinanderfolgende Functionen g’, gp”, p’”, etc. bilden. — Wie 
werden diese Functionen alsdann von den Gréssen M ab- 
hangen? — Nun, die Function @ zunichst ist den Gleichungen (1) und 
(2) zufolge in jedem beliebigen Punkte s der Begrenzung so darstellbar: 


9,=f+(% T,,+ M,T,,+-: ‘+ MU, m Dansk 


ist also linear in den Grissen M. — Sodann hat g’ in dem wieder 
cg auf der gay angenommenen Punkte s den Werth: 


Wie f o(d0), =f. + Mage f Teo (@o) to + Moa f Tno(do),| 


— saimmtliche Integrationen tiber die ganze Begrenzung hinerstreckt 
gedacht — ist, also ebenfalls linear in den M’s, und Analoges gilt, wie 
man wohl bereits iibersieht, auch von den weiteren Functionen gp”, w’”, etc., 
in jedem Punkte s der Begrenzung unterscheiden sich die Werthe entsprechender 
Functionen go und f™ nur um eine lineare homogene Function der 
Grossen M. 

Da nun unserer Voraussetzung gemiiss die Configurationsconstante 
des vorgelegten Gebietes kleiner als 1 ist, so nihern sich nach dem 
Satze pag. 75 aufeinanderfolgende Functionen auf den einzelnen Curven 
bezw. Flachen immer mehr Constanten, gleichgiiltig, von was fiir Anfangs- 
werthen wir bei ihrer Bildung ausgehn. Es werden somit z. B. auf o, 
sowohl die aus den Werthen » hergeleiteten Functionen g,’, Pi» y,'”, ete., 
als die aus den Werthen f sich ergebenden Functionen /,’, /,”, /;'", ete. 





nm = fe 2a o™ © 2a at st aA FO 
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gewissen Constanten zustreben, die wir mit [,, bezw. mit C, bezeichnen 
wollen. — Was nun aber iiber den Zusammenhang zwischen entsprechenden 
Werthen zweier solcher Functionen go) und f™ galt, wird auch noch 
von diesen ihren Convergenzconstanten [, und C, gelten: auch sie 
werden sich nur um eine lineare homogene Function der Gréssen M von 
einander unterscheiden. Es folgt somit: 

(3) FT, =O, + [4M + 4M, +--+» + Ayn M,), (4=1,2,---m) 
wo die Gréssen A,,, A,,,+++ A,,, jetzt giinzlich unabhiingig von den 
Gréssen Mund auch unabhiingig von der Wahl der Werthe /, also 
lediglich von den geometrischen Verhiltnissen abhingige Constante 
sind*), 

Diese Convergenzconstanten [,,1,,---1,, der Functionen 9, o’, p”, etc. 
auf den einzelnen Curven bezw. Flichen werden nun im Allgemeinen, 
wenn wir die Massen M,, M,,---M,, ganz ad libitum wahlen, von einander 
verschieden sein. Es fragt sich aber, ob wir nicht jetzt nachtriglich 
diese Gréssen M,, M,,--- M,, so bestimmen kénnen, dass jene Constanten 
r,,0,,---f,, simmtlich einander gleich werden? — Bezeichnen wir 
den noch unbekannten gemeinsamen Werth dieser Constanten mit ©, so 


liefert die Forderung, dass 
(4) r,=6, ri =—6,--- =e 
sein soll, m Gleichungen zur Bestimmung der m-+1 Unbekannten 
M,, M,,:--M,, und ©, und zwar sind diese Gleichungen, wie ein Blick 
auf die Ausdriicke (3) der [, lehrt, linear in den Unbekannten. — Natiir- 
lich bestimmen diese m Gleichungen die m + 1 Unbekannten noch nicht 
eindeutiy, wir diirfen diesen vielmehr noch eine weitere Bedingung auf- 
erlegen — und werden wir thatsiichlich im weiteren Verlaufe der Unter- 
suchung auf eine solche weitere Bedingungsgleichung gefiihrt werden 
[vgl. unten (10)]. 

Einstweilen wollen wir unter M,, M,,---M,, und © irgend eines 
der unendlich vielen Werthsysteme verstehn, welche die Gleichungen (4) 
befriedigen. — Dann also besitzen die aus den Werthen (2) hergeleiteten 
aufeinanderfolgenden Functionen g’, p”, p’”’, etc. auf simmtlichen m Curven 
bezw. Flichen ein und dieselbe Convergenzconstante ©, und es 
liefert uns demgemiiss die Methode des arithmetischen Mittels unserem 


Satze pag. 83 zufolge eine 


*) Vorliufig ist noch nicht ersichtlich, weshalb die Coefficienten Ay Aig A = 
nicht noch von der Lage der Massenpunkte M,, M,,--- M,, abhingen sollten. — 


Thatsichlich sind sie auch hiervon unabhiingig, wie das aus “den nachfolgenden 
Betrachtungen bereits einigermassen deutlich hervorgeht. — Vielleicht komme ich 
bei anderer Gelegenheit auf diesen Punkt noch ausfiihrlicher zuriick. 
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(5) Fundamentalfunction X, des Gebietes XU, 
welche jene Werthe 9,, 9,,---@,, zu Randwerthen besitzt, sodass also: 
(6) Xa, = Pn» Xa = Puy * * + Xasm = Pim: 


Dann wollen wir einmal die aus dieser Function X und dem Potential 
V zusammengesetzte Function 
(7) o, = X,—V, 
niher untersuchen. — Lassen wir dieserhalb den Punkt a sich einem 
Punkte s der Begrenzung nihern, so erhalten wir fiir ® den folgenden 
Grenzwerth: 
%,, — Xi. ‘ised Vis 


oder aber endlich nach (2): 
(8) o,,= 


as 3? 


d. i. nach (6) =g,—V, 


erstens also besitzt die Function ®, die urspriinglich vorgeschriebenen 
Werthe f zu Randwerthen. — Es liegt danach die Vermuthung sehr nahe, 
dass ®, vielleicht die gesuchte Fundamentalfunction des Gebietes U sei, 
denn da sich ®, aus einer Fundamentalfunction von %& und dem Potential 
gewisser ausserhalb %& gelegener Massen zusammensetzt, so ist 

zweitens ©, iiberall innerhalb des Gebietes U selber nebst seinen Ab- 
leitungen stetig, geniigt daselbst der Laplace’schen Differentialgleichung 
A® =0 und besitzt auch im Unendlichen iiberall ein und denselben 
Werth. — Doch an eine Fundamentalfunction U eines Aussengebietes 
wird noch eine weitere Forderung gestellt: verstehn wir naimlich unter o 
eine beliebige die ganze Begrenzung umschliessende Curve oder Fiche, 


und unter N ihre innere Normale, so muss das Integral Six oy @ @ ver- 


schwinden [vgl. I, pag. 13]. — Hier im vorliegenden Falle bei der Func- 
tion ® [vgl. (7)] ist nun dieses Integral: . 


ax av 
Six do = [ix to— fon da 


und hier verschwindet zwar das erste Glied rechterhand, da ja eben X, 
seiner Definition (5) nach eine Fundamentalfunction von & ist — das 
zweite Integral hingegen hat nach bekannten Green’schen Formeln, da V 
das Potential gewisser innerhalb w gelegener Massen M,, M,, --- M,, 
ist, den Werth 2haM, wenn M die Summe aller dieser Massen bedeutet. 
Es folgt somit: 


(9) fad do = — 2haM = — 2ha(M,+ M,+---+ M,) 
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Wir sehen hieraus also, dass 

drittens ©, auch der letaten der an eine Fundamentalfunction eines 
Aussengebietes gestellten Anforderungen geniigt, wenn diese Summe rechter- 
hand gleich O ist. 

Diese Bedingung kénnen wir aber erfiillen. — Wir stellten ja bereits 
friiher fest, dass wir den Gréssen M,, M,,--- M,, und © ausser den 
ihnen bereits durch die Gleichungen (4) auferlegten Beschrinkungen noch 
eine weitere Bedingung auferlegen diirfen. Von dieser Befugniss wollen 
wir nun in der Weise Gebrauch machen, dass wir diese Gréssen eben 
noch der Bedingung 


(10) M,+ M,+ MU,+-:-+U,=9 
unterwerfen, sodass wir also unter M,, M,,---M,, und © jetzt speciell 
die Auflésungen der m-+ 1 linearen Gleichungen (4) und (10) verstehn. 

Dann also erfiillt ©, zufolge (9) auch die letzte an eine Fundamental- 
function eines Aussengebietes gestellte Bedingung; iiberdies besitzt , 
die urspriinglich vorgeschriebenen Werthe f,, f,,---f,, zu Randwerthen 
[vgl. (8)], — es ist somit ®, die gesuchte Fundamentalfunction des Ge- 
bietes Y. 

Resultat. — Es sei ein mehrfach zusammenhdngendes Gebiet U 
gegeben, das sich ringsum bis ins Unendliche erstreckt, und demgemiiss begrenzt 
wird von mehreren geschlossenen Curven oder F lichen 6,, 6,,+++6,,, welche 
siimmtlich neben einander liegen [vgl. Figur 2, pag. 69]. — Will man 
alsdann eine Fundamentalfunction dieses Gebietes XU herstellen, welche auf 
6,, 6,,°*:6,, willkiirlich daselbst vorgeschriebene Werthe f,, fo,-++f,, annimmt, 
so kann man, falls nur die Configurationstante des Gebietes U 
kleiner als 1 ist, folgendermassen verfahren: 

Man denke sich in je einem Punkte innerhalb 6,, 6,,--+6,, die einst- 
weilen willkiirlich angenommenen Massen M,, M,,--- M,, concentrirt, be- 
zeichne ihr Potential mit V, und bestimme diese Massen alsdann nachtréglich 
aus den beiden Bedingungen, dass erstlich die auf Grund der Werthe 


W=AN, P=htle +++ Pm=fa tlm 
gebildeten aufeinanderfolgenden Functionen g’, p”, yp”, etc. auf allen be- 
grenzenden Curven bezw. Fliichen gegen ein und dieselbe Constante con- 
vergiren [vgl. (4)]; und dass zweitens die Summe M, + M,-+---+ UY, 
aller dieser Massen gleich 0 sei [vgl. (10)]. — Sodamn stelle man nach der 
Methode des arithmetischen Mittels die Fundamentalfunction X, des Ge- 
bietes U her, welche die in dieser Weise niiher bestimmten Werthe , , P2)*** Pm 
zu Randwerthen besitet [vgl. den Satz pag. 83]. 

Alsdann ist O, = X,—V, die gesuchte Fundamentalfunction 
von U mit den Randwerthen f,, fo,+ ++ fin: 











92 . E. R. Neumann. 


Zweiter Fall. — Von den m idegrenzenden Curven oder Fliichen 
schliesst eine, 6,, die m—1 iibrigen, 6,, 6,,---6,, ein. — Handelt es 
sich dann wieder darum, eine Fundamentalfunction des von 6,, 6,,++-6,, 
begrenzten Gebietes 3 herzustellen, welche auf 6,, 6,,---6,, die willkiirlich 
daselbst vorgeschriebenen Werthe /,, /,,---/,, annimmt, so markiren wir 
jetzt beliebig innerhalb der von den inneren Curven bezw. Flichen 
6», 6;,°+-+ 6, umschlossenen Gebiete [also ausserhalb 3, vgl. Figur 3, 
pag. 72] je einen Punkt, und denken uns in diesen m —1 Punkten als- 
dann die vorliufig wieder willkiirlich gewihlten Massen M,, M,,--- ©, 


m 


concentrirt. — Ihr Potential bezeichnen wir wiederum mit V, sodass 
also jetzt 

(11) V, = M,T,, + MsT;, + +++ + Mat ny 

ist. — Dann wollen wir zuniichst genau wie friiher ausgehend von den 
Werthen 

(12) 1 =fA+%,, % =f, +73, se a Pn = fn + ¥n 
aufeinanderfolgende Functionen g’, gm”, gm’, etc. bilden. — Nun unter- 


scheidet sich in jedem beliebigen Punkte s der Begrenzung der Werth 
von von dem entsprechenden Werthe von f nur um einen in den Gréssen 
M linearen homogenen Ausdruck (niimlich eben den Werth von V). Das 
iibertragt sich dann aber wieder, ganz analog wie oben, auch auf alle 
weiteren Functionen g® und f® und daher schliesslich auch auf die 
Constanten, denen sich, da ja nach Voraussetzung die Configurations- 
constante kleiner als 1 ist, sowohl die Functionen , g’, 9”, etv. als auch 
f, f', f", ete. nihern. Es folgt somit z. B. fiir die beiden Constanten I, 
und C,, denen sich nach dem Satze auf pag. 75 speciell auf 6, die 
einen bezw. anderen dieser Functionen nihern, die Relation: 


(13) T= OC, + [Ap M, + Ais Ms + +--+ A;,,,M,], 
und analog folgt fiir die Constanten [,, [,’ und C,, Cj, denen sich auf 
einer inneren Curve oder Fliche 6, von den einen und den anderen 


Functionen die mit geradem bezw. ungeradem Index niihern, der 


folgende Zusammenhang: 


m=, +[4.@+ A,,;M, +---+ A,,,M,,), 
r,’ —_ C, + [Azs UM, + Ajs Ms; + Foe + AjnMn), 


wo die simmtlichen Gréssen A und A’ lediglich von den geometrischen 
Verhiltnissen abhiingige Constanten sind. — 

Wenn wir nun diese im Ganzen 2m —1 Convergenzconstanten (13) 
und (13°) durch passende Wahl der Gréssen M gleich gross machen 
wollen, so haben wir zu beachten, dass zwischen den beiden auf einer 


im 


(13’) (A = 2, 3,---m) 
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innern Curve oder Fliche 6, anzutreffenden Constanten [, und [,’ und der 
Constanten [, stets die Relation besteht 

r+ =2F,, [vgl. (17) pag. 75] 
sodass, wenn [, —[, ist, von selber auch [,’—T, wird. — Demgemiiss 
brauchen wir die Gréssen M,, M,,---M,, nur so zu bestimmen, dass die 
Constanten [,, [,,---F,, alle ein und denselben Werth annehmen; dann 
nehmen [,’, [,’,---/, bereits ganz von selbst ebendenselben Werth an 
[vgl. auch pag. 82]. Bezeichnen wir also den gemeinsamen, noch un- 
bekannten Werth aller dieser Constanten mit ©, so bleiben als von einander 
unabhiingige Bedingungsgleichungen nur diese m iibrig: 
(14) r, = 6, rmi=—O, --- =e. 
Sie geniigen aber auch bereits, die Unbekannten, — gleichfalls m an 
der Zahl, — nimlich M,, M,,---M,, und ©, zu bestimmen. 

Denken wir uns nun hinfort den Gréssen M speciell diese so be- 
stimmten Werthe beigelegt, so besitzen also die aus den Werthen 9, , 9,,°--9,, 
hergeleiteten aufeinanderfolgenden Functionen g’, »”, p’”, etc. iiberall auf 
der ganzen Begrenzung des Gebietes J ein und dieselbe Convergenz- 
constante ©, und es gestattet uns daher dem Satze pag. 83 zufolge die 
Methode des arithmetischen Mittels diejenige Fundamentalfunction Y; 
dieses Gebietes 3 herzustellen, welche jene Werthe 9,, 9,--: P,, 24 Rand 
werthen besitet, sodass also: 


(15) Y;,. — Ps,» Yi, — Ps,» ides .r P.,,° 
Alsdann erfiillt die Function 
(16) Y; — Y; Wins V; 


als Aggregat einer Fundamentalfunction und des Potentials von gewissen 
ausserhalb 3 gelegenen Massen alle Bedingungen einer Fundamental- 
function dieses Innengebietes 3 [vgl. I, pag. 13], und besitzt iiberdies die 
urspriinglich vorgeschriebenen Werthe f zu Randwerthen, denn es ist mit 
Riicksicht auf (15) allgemein: 


Y,,= Y,, —V,=9, —V,, also nach (12) thatsiichlich = f,. 
Es ist somit die Function ¥, die gesuchte Fundamentalfunction des Ge- 
bietes 3. 

Resultat. — Es sei ein mehrfach zusammenhingendes Gebiet 3 
gegeben, begrenet von m Curven bezw. F lichen, deren eine, 6,, die anderen, 
Oy, 63,---6,,, umschliesst [vgl. Figur 3, pag. 72].— Will man alsdann 
diejenige Fundamentalfunction dieses Gebietes 3 herstellen, welche auf 6, , 6, ,--+6,, 
willkiirlich daselbst vorgeschriebene Werthe f,, f,, +--+ f,, annimmt, so kann 
man, falls nur die Configurationsconstante des Gebietes 3 kleiner 


als 1 ist, folgendermassen verfahren: 








94 E. R. Neumann. 


Man denke sich in gewissen innerhalb 6,, bezw. 6,,--- bezw. 6,, beliebig 
gelegenen Punkten zunichst willktirlich angenommene Massen M,, M,,--- M,, 
concentrirt, bezeichne thr Potential mit V, und bestimme alsdann nachtraglich 
diese Massen so, dass die auf Grund der Werthe 


AMA, P~mhtV >>> Pmhat Vn 
gebildeten aufeinanderfolgenden Functionen go’, 9”, gp”, etc. auf allen be- 
grenzenden Curven bezw. Fliichen gegen ein und dieselbe Constante conver- 
giren [vgl. (14)]. — Sodann bestimme man vermittelst der Methode des 
arithmetischen Mittels die Fundamentalfunction Y, des Gebietes 3, welche 
die solchermassen niiher bestimmten Werthe ,, 2, ++- P,, 24 Randwerthen 
besitzt [vgl. den Satz pag. 83]. 

Alsdann ist ¥, = Y,—V, die gesuchte Fundamentalfunction 
von 3 mit den Randwerthen f,, fr, +++ fm: 


§ 9. 
Eine Ergiinzung zum letzten Beweise. 


Bei den obigen Betrachtungen dachten wir uns im ersten und ebenso 
im zweiten Falle die Gréssen M aus gewissen Systemen linearer Gleichungen 
bestimmt. — Wenn wir strenge verfahren wollen, so miissen wir uns noch 
Rechenschaft dariiber ablegen, dass diese Gleichungen eine solche Bestim- 
mung iiberhaupt zulassen. — Nur 
im ersten Falle, wenn die Curven, bezw. Fliichen 6,, 6,, +++ 6,, sdimmt- 
lich neben einander liegen [vgl. Figur 2, pag. 69], wollen wir den Nachweis 
hierfiir wirklich durchfiihren. — Dort sollten die m-+f Unbekannten 
M,, M,,---M,, und © aus den m+1 Gileichungen (4) und (10) bestimmt 
werden. Soll das aber méglich sein, so muss die Determinante D dieser 
Gleichungen, d. i. mit Riicksicht auf die Werthe (3) der [,, die Determinante 
Ay, Ay +++ Ayn 1 
Ay, Ags ote Ag, 1 
(1) aim te ee ee 
Ag: Ane *** Aum 1 
|} 1 1 +--+» 1 O 
von 0 verschieden sein. Auf diesen Nachweis kommt es jetzt also an. 
Um ihn zu fiihren, fassen wir den speciellen Fall ins Auge, dass die 
auf der Begrenzung vorgeschriebenen Werthe f iiberall gleich 0 seien, 
sodass also die Werthe g, [vgl. (2) pag. 88] jetzt identisch mit den Ober- 
flichenwerthen des Potentials V werden, also allgemein 
(2) 9, =V,= M,T,, + MT,,+---+ MT 


mms 
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ist, und zwar wollen wir uns hier die Gréssen M vorliufig wieder voll- 
stiindig beliebig denken. 

Da nun jetzt mit den Werthen f, auch die simmtlichen weiteren 
Functionen f’, f”, f’’, ete., und daher auch ihre Convergenzconstanten 
C,, C,,+--C,, simmtlich gleich 0 sind, so werden sich der Formel (3), 
pag. 89 zufolge die aus den Werthen (2) gebildeten aufeinanderfolgenden 
Functionen g’, gp”, gp”, etc. z. B. auf 6, dem constanten Werthe 
(3) K, = Ay, M, + Aj, My + +++ + Ayn M,, (A=1,2,---m) 
nihern — und es gestatten uns daher die allgemeinen Vorschriften von 
§ 6 [vgl. speciell pag. 81] aus den Werthen 9, —V,, 9,=V3,---9,,=V,, 
eine Fundamentalfunction =, des Gebietes %&{ herzustellen, welche auf 
6,, 6,°++6,, hinter diesen Werthen um K,, bezw. K,,--- bezw. K,, 
zurtickbleibt. — Dann stellt aber 
(4) P, = Va — Fa 
eine Potentialfunction des Gebietes 2{ dar, welche auf den einzelnen Curven 
oder Fiiichen 6,, 6,,--++ 6, diese constanten Werthe K,, K,,--- K,, 
annimmt, d. h. es ist P, das Potential gewisser electrischer Ladungen 
M,, Me,,--- M,,, welche sich auf den von 6,, 6,,-++6,, begrenat gedachten 
Conductoren &,, R,, +++ 8, im Gleichgewicht befinden*), 

Wie gross sind nun diese Ladungen Mt,, Mt,,--- Mt, als deren 
Potential wir P ansehn diirfen? — Nun, zur Bestimmung z. B. von Mt, 
folgt in bekannter Weise: 

. 1 oP 
6) , = — aps f gw, a 

o 
wenn N, die auf 6, errichtete iussere Normale bedeutet. — Nun ist aber P 
urspriinglich definirt als das Potential gewisser Massenpunkte MV, , M,,---M,, 
und gewisser auf 6,, 6,,---6,, ausgebreiteter Doppelbelegungen [vgl. (4) |. 
Das Potential der ausserhalb 6, gelegenen Massenpunkte und Doppel- 
belegungen liefert aber nach bekannten Green’schen Formeln zu dem 
Integrale (5) keinen Beitrag, desgl. verschwindet, wie aus (6), I, pag. 8 
folgt, der von der Doppelbelegung von 6, herriihrende Antheil, sodass 
man sich in diesem Integrale P ersetzt denken kann lediglich durch das 
Potential des innerhalb 6, gelegenen Massenpunktes M,, woraus sich dann 
in bekannter Weise das Resultat: 


*) Wir tibertragen diese Ausdrucksweise der Kiirze halber auch auf Betrach- 
tungen in der Ebene, wobei wir dann unter ,,Electricitaét ein fingirtes Fluidum ver- 
stehn, dessen Theilchen sich nicht nach dem Newton’schen, sondern nach dem 
logarithmischen Potentialgesetz beeinflussen, und unter einem ,,Conductor‘ ein ebenes, 
dieses Fluidum gut leitendes Flichenstiick. 
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1 oP 
(6) M, = — ape f on, 4% = Me 
% 
ergiebt [vgl. die Schlussweise bei (9), pag. 90]. — Es ist somit P speciell 
das Potential der auf den Conductoren &,, 8,, ---&,, im Gleichgewicht be- 


m 


findlichen electrischen Ladungen M,, M,,---M.,,, und K,, K,,---K,, [vgl. (3) ] 
sind die zugehdrigen inneren Potentialwerthe. 

Demnach sind die Relationen (3) nichts anderes als die bekannten 
Gleichungen, welche die in einem System electrisch geladener Conductoren 
vorhandenen Potentialwerthe linear ausdriicken durch die Einzelladungen 
der Conductoren. — Die Coefficienten dieser Gleichungen bilden aber be- 
kanntlich ein System symmetrischer Grissen*), d. h. es folgt zuniichst 
hinsichtlich der Constanten A das Resultat: 


(7) A,, = A,,- 
Um dann weiterzugehn, bilden wir nunmehr das Integral: 


caste f [(52)'+($2)"]as boom. = f [(22)'+ (2)'+ G2) I, 


w x’ 


Au 


und zwar hinerstreckt iiber alle Flaichen- bezw. Volum-Elemente dr eines 
Theilgebietes X von UA, welches nach aussen begrenzt wird von einer 
beliebigen 6,, 6,, --- 6, umschliessenden Kreislinie oder Kugelfliche 
vom Radius R. — Da nun P innerhalb dieses Gebietes 2’ den Potential- 
bedingungen geniigt, so lisst sich jenes Integral nach bekanntem Green’- 
schen Satz leicht verwandeln in ein iiber die Begrenzung von YW’ d. h. 
also tiber 6,,6,,---6,, und @ hinzuerstreckendes Integral. Es folgt so: 


oP oP "> OF Pn Or 
pea a6,— [Pi 4 —~— [P iy, dont [PER M0. 


Lassen wir nun den Radius R von @ immer grésser, schliesslich unendlich 
gross werden, wobei gleichzeitig Y’ in das ganze Aussengebiet % iiber- 
geht, so verschwindet, wie einfache Ueberlegungen, die ich hier iibergehen 
méchte, lehren, das letzte Integral rechts bei Betrachtungen im Raume 
stets, bei Betrachtungen in der Ebene aber nur, wenn, wie wir hinfort 


annehmen wollen, die Massen M,, M,,--- M,, der Bedingung 


(8) M, + M,+ M,+-:--+M,=9 
geniigen. — Die itibrigen Integrale rechterhand vereinfachen sich sodann 
erheblich, wenn man beachtet, dass P auf 6,, 6,,---6,, die constanten 





*) Vgl. z. B. C. Newmann, Beitriige zu einzelnen Theilen der mathematischen 
Physik, Leipzig bei Teubner 1893, daselbst pag. 242. 
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Werthe K,, K,,--- K,, besitzt, sodass jetzt unsere obige Formel die 


m 


folgende einfachere Gestalt annimmt: 


i. on, do, — K, (i ee —K, fin, d6,.. 


Die Gleichung (6) gestattet dann weiter diesem Ausdruck rechts die Form 
2ha(K, M, + K, M,+---+ K,,M,,) 

zu geben, oder aber es folgt, wenn wir schliesslich noch die Werthe (3) 

der K, einsetzen und die Relationen (7) beriicksichtigen: 


(9) Ry A,,M,?+ 2A,,M, M, + 2A,,M, M, + os +A ny, — siz [0 P-dt, 
uw 


ein Resultat, welches also gilt, sobald nur die Gréssen M der Relation (8) 
geniigen. — Aus der Darstellungsweise rechterhand geht nun hervor, dass 
sobald diese Bedingung erfiillt ist, die quadratische Form & stets nur 
positive von O verschiedene Werthe annehmen kann, — es sei denn, dass 
im ganzen Aussenraum P constant (wegen des. Werthes 0 im Unendlichen 
also gleich 0) ist, und damit dann nach (6) auch die simmtlichen Werthe 
M einzeln gleich 0 sind. 

Die Relation (8) kann man nun dazu benutzen, aus § eine der m 
Veriinderlichen M,, M,,--- M,,, z. B. M,, zu eliminiren. Die so ent- 


m? m 


stehende newe quadratische Form % der m—1 Variablen M,, M,,---M, 


m—1 


besitzt dann also fiir ganz beliebige — nur nicht simmtlich gleich- 
zeitig verschwindende — Werthe dieser Veriinderlichen nur positive 


Werthe da. h. es ist eine definite positive Form, thre Discriminante 
ist daher sicherlich von O verschieden. Kine einfache Rechnung lehrt aber, 
dass diese Discriminante nichts anderes als unsere obige Determinante D 
ist | vgl. (1)]. — Wir haben somit den gewiinschten Beweis erbracht, dass 


D+0 
ist, womit die erwahnte Liicke in unseren obigen Ausfiihrungen im ersten 
Falle ausgefiillt ist. 
Im zweiten Falle, wenn also von den m begrenzenden Curven oder 
Flichen eine, 6,, die m—1 tibrigen 6,, 6,,---6,, wmschliesst, fihren 


m 
iihnliche Betrachtungen zum Ziele*). — Wir bedienen uns dabei mit 
*) Wir miissen dabei freilich noch davon Gebrauch machen, dass die speciell 


in (13), pag. 92 auftretenden Constanten A,,) A wu A a stimmtlich gleich gross sind, 


eine Thatsache, die sich leicht — allerdings erst aus den Betrachtungen des nichsten 
Paragraphen — ergiebt, wenn man beachtet, dass diese Gréssen die auf 6, vor- 


handenen Convergenzconstanten der aus den Werthen 7,,, bezw. 7;,,--- bezw. 7,,, 


hergeleiteten aufeinanderfolgenden Functionen sind. [Vgl. pag. 88 und sodann unten 
die Darstellung (13), pag. 104 fiir diese Constanten. | 


eo! 
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Vortheil des Bildes, dass 6, die innere Begrenzung eines ring- bezw. 
schalenformigen Conductors sei, in dessen Innerm sich gewisse kleinere, 
VOR 6, 6;,---6,, begrenzte Conductoren befinden [vgl. Fig. 3, pag. 72]. 

Bemerkung. — Die Betrachtungen dieses letzten Paragraphen besitzen 
nicht denselben Grad der Strenge, wie unsere bisherigen Ausfiihrungen, 
da wir hier mehrfach von den Ableitungen der Function P nach den 
Normalen von 6,, 6,,--- 6, gemacht haben, ohne die Existenz dieser 
Ableitungen zuvor bewiesen zu haben. — Trotz dieses den letzten Be- 
trachtungen noch anhaftenden Mangels scheinen sie mir aber doch im 
héchsten Grade geeignet, ein vielleicht vorhandenes Misstrauen gegen die 
Ausfiihrungen des vorigen Paragraphen zu zerstreuen, ganz abgesehen 
davon, dass sie auch an und fiir sich wegen mancher sich dabei ergebender 
Resultate ein gewisses Interesse beanspruchen diirften. 


§ 10. 
Untersuchungen tiber die Natur der Convergenzconstanten. 


Wir wollen in diesem Paragraphen noch einige Betrachtungen iiber 
die Constanten anstellen, denen sich dem allgemeinen Satze pag. 75 zufolge 
die aufeinanderfolgenden Functionen f, f’, f”, ete. auf den einzelnen Curven 
bezw. Flichen 6,, 6,,---6,, nihern. — Allerdings kénnen auch diese 
Ausfiihrungen nicht denselben Anspruch auf Strenge machen, wie 
unsere friiheren Betrachtungen, da wir jetzt wieder die normalen Ableitungen 
der Fundamentalfunctionen ohne Weiteres als existirend voraussetzen, auch 
Gebrauch machen von der Dichtigkeit der Gleichgewichtsvertheilung 
gewisser electrischer Ladungen der von 6,, 6,,---6,, begrenzt gedachten 
Conductoren &,, R,,---K,,. — Wir haben zwar im vorigen Paragraphen bei- 
laufig den Existenzbeweis fiir das Potential P einer solchen Gleichgewichts- 
vertheilung erbracht [vgl. pag. 95], — wenn wir darum aber auch sogleich 
von der Dichtigkeit der Vertheilung Gebrauch machen, so heisst das im 
Grunde genommen eben nichts anderes, als dass wir wieder die normalen Ab- 
leitungen dieses Potentials voraussetzen. — — 

C. Newmann hat fiir den Fall einfach zusammenhingender Be- 
reiche den folgenden Satz bewiesen [vgl. Unters. pag. 207]: 

Denkt man sich auf einer geschlossenen Curve oder Fliiche 6, deren 


Configurationsconstante kleiner als 1 ist*), irgend welche Werthe f 


vorgeschrieben und aus ihnen die aufeinanderfolgenden Functionen f’, f”, f’”, ete. 
gebildet, so ist die Convergenzconstante C dieser Functionen [vgl. I, pag. 15] 
folgendermassen darstellbar: 

*) Wir setzen eben diese Bedingung — wie wir das nach den Ausfiihrungen 


unseres ersten Aufsatzes ohne Weiteres diirfen — an die Stelle der urspriinglichen 
C. Newmann’schen (engeren) Bedingung, dass o convex sei. 
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(1) C= t;r,d6, 


wenn y, die im Element do vorhandene Dichtigkeit der natiirlichen Be- 
legung von 6 bedeutet, d. h. der Gleichgewichtsvertheilung der Electricitiits- 
menge 1 auf dem von 6 begrenzt gedachten Conductor. 

Zu diesem Satze will ich nun das Analogon im Falle mehrfach zu- 
sammenhangender Bereiche beweisen, und zwar werde ich hierbei im 
Wesentlichen einem von C. Newmann in einer Vorlesung gegebenen Be- 
weise des obigen Satzes folgen, und deshalb mit dem Beweise eines Hilfs- 
satzes beginnen, bei dessen Ableitung wir uns der Einfachheit halber 
allerdings zuniichst wieder eine einzelne Curve oder Fliche 6 mit dem 
Aussengebiet & und dem Innengebiet 3 vorgelegt denken wollen [vgl. I, 
Figur 1, pag. 7]. — Markiren wir sodann im Gebiete & irgend einen 
festen Punkt a, so geniigt die Function 


1 1 
Sun = log E,, ’ bezw. = E,, 
aufgefasst als Function der Luge des Punktes p, innerhalb 9 iiberall den 
bekannten Potentialbedingungen, und das Gleiche thut auch das Doppel- 


belegungspotential 


(2) Wi) am J f2(do), [vg I, (1) pag, 14}. 


Es ist daher auf diese beiden Functionen 7, und W mit Bezug auf 


das Innengebiet 3 ein bekannter Green’scher Satz anwendbar, welcher 
uns die Gleichuny liefert: 


(n Ba oT, 
f T,, 9 — do = omf W” "de di. = =f Ww (de), [vgl. I, (2) pag. 7], 


wo v die auf do errichtete innere Normale bedeutet. — Dabei ist unter 
W rechterhand natiirlich nicht der Werth f,"*” von W™ geradezu 
auf do, sondern der innere Grenzwerth W;” = f."*” +f au ver- 
stehn [vgl. I, (7i) pag. 8]; es folgt also: 


° (n) 
J :. oT de -f (fo? + £2”) (de), ,d.inach (2) =ha (W."*? + Ww”), 
oder aber es ergiebt sich die Gleichung: 
(n) 
(3) WE? WO =a fT ae, 


und zwar gilt diese Formel fiir beliebige Lagen des Punktes a ausser- 
halb 6, also auch noch, wenn wir a@ immer niaher und naher an einen 
q* 
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Punkt s von 6 heranriicken lassen. — Dann gehn aber W{"*+” und W.™ 
der Formel (7a), I, pag. 8 .zufolge schliesslich iiber in f,°+% —f,"+, 
bezw. in f,“+ — f,™, und es folgt daher: 


(4) frr) — 6.) = fa,J Bo a 


Der soeben fiir diese Formel mitgetheilte Beweis lasst sich nun ohne 
Weiteres auch auf den Fall mehrfach zusammenhiingender Bereiche iiber- 
tragen, denn dadurch, dass, wie im ersten der beiden stets unterschiedenen 
Fille, das Innengebiet 3, oder, wie im zweiten Falle, das Aussen- 
gebiet M% in mehrere getrennte Theile zerfallt, dadurch wird natiirlich 


an dem Beweisgange nichts geindert. — Wir kénnen uns daher iiber das 
gewonnene Resultat so auslassen: 
Hilfssatz. — Ist irgend ein einfach oder mehrfach zusammen- 


haingendes Gebiet gegeben, und sind auf seiner Begrenzung willkiirliche 
Werthe f vorgeschrieben und aus ihnen nach den Vorschriften der Methode des 
arithmetischen Mittels [vgl. I, pag. 14 u. oben, pag. 53] die aufeinanderfolgen- 
den Functionen f’,f”,f’”, ete., sowie die zugehirigen Potentiale W, W', W”’, etc. 
gebildet [vgl. (2)], so gilt fiir jeden Punkt s der Begrenzung die Formel: 


“) 
por — pm er, ae, (w=, 2,3,--) 


die Integration hinerstreckt gedacht iiber die ganze tlie und unter v 
die auf de errichtete innere Normale verstanden. 

Diese Formel besagt, dass man die Werthe f+» —f.™ auffassen kann 
als die auf der Begrenzung anzutreffenden Werthe eines Potentials, welches 
herriihrt von einer iiber die ~ Begrenzung ausgebreiteten einfachen 


ow 

Belegung von der Dichtighkeit i: — 
Wir wollen nun diese Formel (4) im vorliegenden Paragraphen nur 
im Falle mehrfach zusammenhiingender- Bereiche anwenden, welche also 


von m getrennten Curven oder Flichen 6,, 6,,---6,, begrenzt werden. 


Tragen wir aber diesem Umstande Rechnung, so werden wir gut daran 
thun, sie jetzt folgendermassen zu schreiben: 


1 n) (n) 
(4’) perf — half To yd otf nie “4 fees +f re do nf 


Om 


Um nun weiter zu gehn, miissen wir abermals zwischen jenen beiden 
verschiedenen Fiillen unterscheiden: 

Erster Fall. — Die Curven oder Fliichen 6,, 6,,---6,, liegen siimmt- 
lich neben einander |vgl. —_ 2, pag. 69]. — Alsdann wollen wr, wie im 
vorigen Paragraphen, 6,, 6,,---6,, als die iusseren Begrenzungen gewisser 


is 
sl 
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) isolirter Conductoren &,, &,,--- ,, ansehn, und diese dann geladen denken 
mit irgend welchen Electricitéitsmengen M,, M,, --- M,,. Die Dichtig- 
keit der dann auf den einzelnen Conductoren entstehenden Gleichgewichts- 
vertheilungen wollen wir mit y,, 7,,--- y,, (oder zusammenfassend auch | 
kurz mit y) bezeichnen, sodass allgemein 





e 

r- (5) frao, _ M, (A=1,2,---m) 

n . "2 

i ist, — und ferner bezeichnen wir die im Innern der Conductoren &,, &,,--- 8, 

h sich herstellenden constanten Werthe des Potentials jener Vertheilung: 

iS 
‘4 i 

= e 

" mit ©,, ©,--- ©,,, dann wird dieses Potential $8 also auch z. B. noch, | 


wenn wir p in eimen Punkt s, der Begrenzung 6, von §, riicken 
lassen, den Werth @, besitzen: 


. 6’) B,, — 6, (4—1,2,---m)-— 
| Nunmehr wollen wir den Werth (4’) der Differenz f+?) —f™ in 
) jedem beliebigen Punkte s der Begrenzung multiplicirt denken mit dem 
daselbst vorhandenen Werthe von y, und alsdann iiber simmtliche 
° Elemente der ganzen Begrenzung — wir wollen sie jetzt mit ds be- 


zeichnen —- hinintegriren, also das Integral bilden: 


S —— ’ 1 {Tm ow aw” 
(7) { (F0+9—f)7,ds—= {{ [Bo or, : do, ro Pro, Ov do, “yas. 
© e rf 4 m 


Rechterhand kehren wir nun die Integrationsfolge um, fiihren zunachst 


r innerhalb der iiber die einzelnen Curven oder Flachen hinzuerstreckenden 
0 Integrale die zuletzt verlangte Integration tiber die ganze Begrenzung 
L. aus, d. h. also z. B. innerhalb des iiber 6, hinzuerstreckenden Integrales 
n zunichst das Integral 
| P,,, yds (A=1,2,---m). 

in|: Dieses stellt aber augenscheinlich nichts anderes als den Werth des 

Potentials 8 [vgl. (6)] in dem Elemente do, von 6, dar, und hat daher 
n zufolge (6’) den von der speciellen Lage dieses Elementes unabhangigen 

Werth ©,. — Beriicksichtigen wir aber dies, so vereinfacht sich unsere 
} Formel (7) sofort erheblich und wir erhalten: 





n ° : 1 -ow™ *ow™ ow™ 
r | fern) y,ds= 7 Is. f Ov, d6,+ G, | Ov, do,+~+6,f Ov, -d6,, : 
O; Oy om 
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Die rechts jetzt noch stehen gebliebenen Integrale sind aber simmt- 
lich gleich 0, wie das nach bekanntem Green’schen Satze daraus folgt, 
dass W™ innerhalb der von 6,, 6,,---6,, begrenzten Gebiete der Laplace’- 
schen Gleichung AW“ = 0 geniigt. — Somit folgt: 


fire"—1) nas =0, 


oder aber, wenn wir wieder noch die Elemente der Begrenzung mit do 
anstatt mit ds bezeichnen: 


(8) ftrndomfrerry,ds, — (w=1,2,3,--) 


und diese Formel wiederholt angewandt fiihrt zu dem Resultate, dass 


fo%¥od6 = fo ¥gd6 = J fa ¥,¢6 =---, allgemein = | fey, 6 


ist, was fiir eine ganze Zahl wir auch unter vy verstehn mégen. — Zer- 
legen wir nun wieder noch dieses Integral, entsprechend den m Curven 
oder Fliachen 6,,6,,---6,,, in m Einzelintegrale, so folgt: 


Jter.do = finer, do, + fpr, de, +-:-- + fre Vn Gn 5 


wieder fiir beliebiges v. — Lassen wir aber v immer weiter wachsen, so 
nihern sich diese Werthe f,), f,@”,---f,@”, wie wir wissen, wenn nur 
die Configurationsconstante ¢ des betrachteten Gebietes kleiner als 1 
— . P Y ’ ' i 
ist, immer mehr und mehr den Constanten C,, C,,---C,, [vgl. pag. 75], 
und wir erhalten daher weiter: 


J fered —_ Of nao, + Of nas, + sett + C,,f Vn @Gm » 


om 


oder aber schliesslich mit Riicksicht auf (5): 


(9) J farodo = CM, + C,My + + C,,M,, - 


Es nimmt somit das Integral linkerhand den Werth der Convergenz- 
constanten C, an, wenn wir jetzt nachtriglich noch iiber die Ladungen M 
so verfiigen, dass M, = 1, alle anderen Mt’s aber gleich 0 werden. — Da 
wir hierbei aber eine bestimmte Curve oder Fliche 6, vor den iibrigen 
bevorzugen, so wollen wir die den jetzigen Verhiltnissen entsprechenden 
Functionen y specieller mit y@, yf), ---y® (oder zusammenfassend auch 
kurz mit y) bezeichnen, und kénnen dann das erhaltene Resultat folgender- 
massen aussprechen: 





ol i | a ee 
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Resultat. — Es sei cin mehrfach zusammenhdngendes Gebiet 
gegeben, dessen m begrenzende Curven oder Fliichen 6,, 6,, +++ 6,, also 
stimmtlich neben einander legen [vgl. Figur 2, pag. 69], wnd dessen 
Configurationsconstante c kleiner als 1 ist. 

Sind alsdann auf 6,, 6,,- ++ 6,, beliebige, aber stetige Werthe f,, fo,°-+ fn 
vorgeschrieben und aus thnen in bekannter Weise die aufeinanderfolgenden 
Functionen f’, f”", f'", ete. gebildet, so lisst sich z. B. die Constante C,, 
welcher sich dann diese Functionen speciell auf’ 6, nihern [vgl. pag. 75] 
durch das folgende iiber die ganze Begrenzung von XU hinerstreckte 
Integral darstellen: 


(10) C, = ft y® de, 


wo tiber die Bedeutung der Function y® Folgendes zu bemerken ist: Denkt 
man sich 6,,6,,+--6,, als die Begrenzungen gewisser isolirter Conductoren 
R,, Ky, --+K,,, und dann speciell R, mit der Electricitiitsmenge 1 geladen, 
die iibrigen Conductoren aber ungeladen, so bedeutet y die Dichtigkeit der 
unter so bewandten Umstiinden auf’ 6,, 6,,++- 6,, entstehenden electrischen 
Gleichgewichtsvertheilung. 

Es stellt dieser Satz thatsichlich eine blosse Verallgemeinerung des 
oben, pag. 98, genannten C. Newmann’schen Satzes dar; im speciellen Falle 
nur einer begrenzenden Curve oder Fliche 6 geht er augenscheinlich in 
diesen tiber. 

Zweiter Fall. — Von den Curven oder Fliichen 6,, 6,,--++ 6,, wm- 
schliesst eine, 6,, die m—1 iibrigen [vgl. Figur 3, pag. 72]. — Dann 
wollen wir uns zuniichst einmal o, als die fiussere Begrenzung eines 
Conductors & denken, also bei dieser Vorstellung zunichst die inneren Curven 
oder Flichen 6,, 6,,--- 6, in keiner Weise beriicksichtigen. — Diesen 
Conductor R wollen wir uns nun isolirt und mit der Llectricitétsmenge 
M —1 geladen denken. Die Dichtigkeit der dann entstehenden Gleich- 
gewichtsvertheilung, der ,natiirlichen Belegung“ von 6, wollen wir 
dann mit y”, und den im Innern von  eintretenden constanten Werth 
ihres Potentials $8 mit © bezeichnen. Dann ist also: 


(11) f yde, =1 
und ferner: ° 
(12) B, = [Tore de, = 6, (A= 1,2,++-m) 


denn die Punkte s, simmtlicher Curven oder Fliachen 6, liegen ja 
innerhalb bezw. auf &, in ihnen allen ist daher das Potential 8 der 
natiirlichen Belegung gleich ©. — 
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Wir wultipliciren jetzt den Werth (4’) der Function (“+2 —f™ in 
simmtlichen Punkten s, von’6, mit dem daselbst vorhandenen Werthe 
von y, und integriren alsdann iiber simmtliche Elemente ds, von 
6,, bilden also folgendes Integral: 


we 
J (tet? 19) nae = SUS } Aa av d6,+-:: +f T° . ~ do, | 2s, 


om 
Hier fiihren wir nun rechterhand, ahnlich wie friiher, zunichst iiberall die 
Integration iiber die Elemente ds, von 6,, also die Integrale | Tao, Ys, 08, 
aus. — Diese stellen aber augenscheinlich nichts anderes als die Werthe 


des Potentials % in den Elementen do, der Curven bezw. Flichen 6, dar, 
sind also zufolge (12) simmtlich gleich ©. Somit folgt weiter: 


2 (n) "A ise 
f (f+? — A) yas, = wells ow : it, ew" 6,+:: +f ow 


G Vm 


Diese Integrale rechts niedebiien nun aber simmtlich, wie sd leicht 
verinittelst der allgemeinen Eigenschaft (6), 1, pag. 8 von Doppelbelegungs- 
potentialen nachweisen lisst, und es folgt daher 


Jo (n + 2) —f. -) = ds, = 0 


oder, wenn wir jetzt wieder die Elemente von 6, mit do, anstatt mit 
ds, bezeichnen: 


e > 
fone do, — frier?r,do, ? 
e 


oO, oO, 


woraus sich weiter ergiebt, dass 
> J . ? 

"ay (i = ie” 1 = PIV 64 1 S. meee § j = “(2r), 1 
aIzA dG, fir do, Ji 1 do, , allgemein fri ye, 
e e 

Oo oO; 0; 7 


ist, welchen Werth v auch haben mag. — Lassen wir aber v immer mehr 
und mehr wachsen, so nihert sich f,°”) dem Satze pag. 76 zufolge immer 
mehr und mehr der Constanten C,, und es folgt daher: 


fi ydo, = Of rn%de,, 


d. i. mit Riicksicht auf die Formel (11): 


(13) C, =f, 1 do,, 


i 
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ein Resultat, welches insofern wohl einigermassen iiberraschend ist, als es 
lehrt, dass die Convergenzconstante C, der Functionen f, f’, f’, etc. speciell 
auf 6,, gdnelich unabhingig ist von den auf den inneren Curven bezw. 
Fliichen vorgeschriebenen Werthen fy, f3,°+* fin» — 

Wollen wir jetzt endlich auch noch die Convergenzconstanten der 
aufeinanderfolgenden Functionen auf den inneren Curven oder Flachen 
iihnlich untersuchen, so bedienen wir uns der folgenden Vorstellung: Es 
sei 6, die innere Begrenzung eines ring- bezw. schalenférmigen Con- 
ductors &, und innerhalb desselben isolirt befiinden sich, von 6,, 6;,---6,, 
begrenzt, die weiteren Conductoren §,, 8;,---8,,. Dann wollen wir uns 
jeden dieser letzteren Conductoren mit einer gewissen Electricitiétsmenge 
M,, M,,---M,, geladen denken: Diese Ladungen werden dann bekanntlich 
auf der innern Begrenzung von &,, also auf 6,, die Electricitiitsmenge 


(14) M, = — (M, + M;, +--+ + M,,) 

induciren. — Die Dichtigkeit der Gleichgewichtsvertheilung dieser Electri- 
citiiten M,, M,, --- Mt, auf o,, 6,,---6,, bezeichnen wir nun ganz analog 
wie im ersten Falle mit y,, y,,-+- y,, (oder zusammenfassend kurz mit 7) 


und die constanten Potentialwerthe innerhalb &,, &,,--- &,, mit 
€,, ©,,---C,,; alsdann folgt genau ebenso, wie dort, dass das tiber 
die ganze Begrenzung, also iiber 6,, 6,,---6, gleichzeitig hin- 


erstreckte Integral 


(15) [f.7.do = OM, + GM, +--+ 6,M, 


ist |vgl. oben (9)], wo jetzt in Uebereinstimmung mit unserer friiheren 
Bezeichnungsweise, C,, C,,--- C,, die Convergenzconstanten speciell der 
Functionen mit geradem Index sind [vgl. pag. 76]. — 

Nunmehr machen wir wieder spetiellere Annahmen. — Wir wollen 
uns nimlich von den Ladungen der inneren Conductoren S,, S;,--- &,, 
die eine, z. B. Mt, gleich 1 gegeben denken, und die iibrigen gleich 0; 
dann folgt aus (14) sofort, dass die auf 6, inducirte Electricitiitsmenge: 
M, = — 1 ist. — Die Dichtigkeit y der diesem speciellen Falle ent- 
sprechenden Gleichgewichtsvertheilung wollen wir nun mit y“ bezeichnen. 
Dann folgt aus unserer letzten Formel das Resultat: 


0,— 6, =f f,72 ae. 

Diese Differenz C,— C, ist aber nichts anderes als die friiher von 
uns mit 0, bezeichnete Grésse, welche —- die Kenntniss von C, voraus- 
gesetzt — die beiden der Curve bezw. Fliiche entsprechenden Convergenz- 
constanten C, und C,’ in so iiberaus einfacher Weise zu berechnen gestattet 
|vgl. (19°) pag. 76]. 
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Resultat. — Es sei ein mehrfach zusammenhdangendes Gebiet 3 
gegeben, begrenzt von m Curven bezw. Fliichen, deren eine, 6,, die m—1 

‘ iibrigen, 6,, 6,;,--- 6, umschliesst [vgl. Figur 3, pag. 72], wnd dessen 

Configurationsconstante kleiner als 1 ist. 

Sind alsdann auf 6,, 6,,---6,, beliebige aber stetige Werthe f,, fy,---f. 
vorgeschrieben, und aus ihnen in bekannter Weise die aufeinanderfolgenden 
Funetionen f’, f”, f°", ete. gebildet, so liisst die Constante C,, welcher sich 
dem Satze pag.76 zufolge diese Functionen speciell auf 6, néiihern, die 
folgende Darstellung durch ein iiber 6, hinerstrecktes Integral zu: 


0, =| hae, [vgl. (13)], 

Oo, 
wihrend sich zur Berechnung der beiden Constanten C, und C,', denen sich 
auf einer der inneren Curven oder Flachen 6, (A=2,3,---m) die Func- 
tionen mit geradem, bezw. die mit ungeradem Index nihern, die beiden 
Formeln ergeben: 


C,=C,+ 4, und Cj=C,—0,,  [vgl. pag. 76] 
in welchen die Grosse 6, die folgende Darstellung zuléisst: 


(16) 6, =f f7%do (A= 2,8,---m) 


— dieses Integral jetzt hinerstreckt gedacht iiber die ganze Begrenzung 
von &. 

Hier ist dann noch iiber die Bedeutung der Functionen y™ und 
y (A=2,3,---m) folgendes zu sagen: Zuniichst denke man sich 6, als 
die dussere Begrenzung eines Conductors R, und diesen dann isolirt und 
geladen mit der Electricitiitsmenge 1. Dann bedeutet y“ die Dichtigkeit der 
auf & entstehenden clectrischen Gleichgewichtsvertheilung (der ,,natiirlichen 
Belegung“ von 6,) — sodann denke man sich jetzt zweitens aber 6, als 
die innere Begrenzung eines ring- bezw. schalenformigen Conductors &,, 
und innerhalb desselben isolirt gewisse von 6, 63,---6,, begrenzte kleinere 
Conductoren &,, R,, ---8,,, deren einer, &,, mit der electrischen Ladung 1 
versehen, die anderen aber ungeladen seien; dann wird auf 6, die Electri- 
cittitsmenge — 1 inducirt. — Die Dichtigkeit der unter diesen Verhiiltnissen 
auf 6,, 6, --- 6,, entstehenden electrischen Gleichgewichtsvertheilungen, das 
sind dann die Functionen y, y®,--- y®, fiir welche y eine blosse Collectiv- 
bezeichnung ist. — 

Die wichtigste Folgerung aus diesem Resultate diirfte wohl, wie hier 
nochmals hervorgehoben sei, diese sein, dass, wie uns die Darstellung (13) 
lehrt, die Convergenzconstante C, der aufeinanderfolgenden Func- 
tionen f,f', f", etc. auf der Gusseren Curve oder Fliache 6, ganzlich 
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unabhingig ist von den auf den inneren Curven oder Fliachen 
6, 6;,-*-6,, von Hause aus vorgeschriebenen Werthen fy, fs,---f,- 
Es hiingt somit C, lediglich ab von den auf 6, selber vorgeschriebenen 
Werthen f,, und von den geometrischen Verhdltnissen von 6,, sodass 
wir also zu demselben Werthe C, der Convergenzconstanten gelangen 
wiirden, wenn wir auf Grund der auf 6, vorgeschriebenen Werthe /, 
aufeinanderfolgende Functionen bildeten, und dabei so verfiihren, als 
wenn die inneren Curven oder Flichen 6,, 6,,---6,, tiberhaupt 
nicht vorhanden wiren |[vgl. auch oben (1) pag. 99]. — 

Besitzen nun auch die Ausfiihrungen dieses Paragraphen aus den 
schon zu Eingang bemerkten Griinden nicht denselben Grad der Strenge, 
wie unsere friiheren Betrachtungen, mégen vielleicht auch die still- 
schweigend gemachten Voraussetzungen in Ausnahmefallen nicht zutreffen, 
im Allgemeinen, — wenn nicht die Curven bezw. Flachen 6,, 6,,---6,, 
oder die Werthe /,, /,,---/,, irgend welches singulire Verhalten zeigen — 
sind sie zweifelsohne zutreffend, und ist daher an der Allgemeingiiltig- 
keit des letzten Resultates wohl nicht zu zweifeln. — Einen directeren, und, 
wenn miéglich, auch strengeren Weg, es zu beweisen, habe ich bisher 
nicht gefunden. 


§ 11. 


Die Configurationsconstante eines von zwei Kreisen 
begrenzten Gebietes. 


Es seien zuniichst einmal zwei concentrische Kreise 6, und 6, ge- 
geben, mit den Radien R, und R, (R, > R,). — Dann wollen wir uns 
die Aufgabe stellen, die Oceffnungsfunc- 
tion und die Configurationsconstante des 
von 6, und 6, begrenzten Kreisringes 
zu berechnen. 

Wir fiihren Polarcoordinaten 9, + 
ein, und markiren dann zuniichst auf 6,, 
der grésseren Peripherie einen be- 
liebigen Punkt s — sein Azimut 
sei w. — Bezeichnet dann EF die Ent- 
fernung eines beliebigen Punktes 0, 
von s, sodass aso: 

E*? = 0? + R,? — 2o0R, cos (?—@), 
so ist die scheinbare Grésse eines Ele- 
mentes do,(R,,#) der Peripherie 6, 
von s aus: 





Fig. 4. 











108 E. R. Neumann. 


(do,), = i #) do, = Cer) RB, dd 


[vgl. (1) pag. 51], und hieraus ergiebt sich schliesslich: 


(de,),=—— R, — R, cos (@— a) R,d?= 2 ( R,?— 8,’ —1) de. 


R,?+ R,*—2 R, R, cos(#— a) R,?+ R,?—2 R, R, cos(@ —o) 


Markiren wir also jetzt auf 6, noch einen zweiten beliebigen 
Punkt s’ — mit dem Azimut o’ —, so folgt fiir die Differenz der schein- 
baren Gréssen des Elementes do,(R,,#) von s und s’ aus: 


(1) (d62),—(d6z), = R, *—R,’ R,* — RB,’ ) ds 


1 

2 (x 34 R,*—2R, Ry cos(@—o@) R,?+ R,*—2R, R,cos(@—o’) 
wahrend fiir ganz beliebige Elemente do, von 6: 

(1’) (do,), — (do,) = 0 

ist, da ja nach unseren Ausfiihrungen im ersten Aufsatze [vg]. I, pag. 29] 
die simmtlichen Elemente einer Kreisperipherie von irgend zwei auf 
ihr gelegenen Punkten aus stets gleich gross erscheinen. 

Wollen wir also jetzt, um die Ocffnungsfunction D(s, s’) unseres Kreis- 
ringes zu bilden |vgl. pag. 60], zuniichst seine Begrenzung in jene beiden 
Theile « und £ zerlegen, derart, dass zum Theile « alle Elemente gehéren, 
die von s aus grésser als von s’ aus, zum Theile 6 aber alle iibrigen, 
die also umgekehrt von s’ aus grésser als von s, oder aber gleich gross 
erscheinen, so ist von vornherein klar, dass alle Elemente do, von 6, dem 
Theile 6 zuzuordnen sind. — Der Theil @ reducirt sich sonach auf die- 
jenigen Elemente von 6,, fiir welche die Differenz (1) positiv ist, d. h. wie 


eine einfache Ueberlegung lehrt, wenn @ > @’ ist, auf ee Elemente 
dé,, deren #-Coordinate zwischen ade * und +°7" Jiegt [in der 
Figur stiirker ausgezogen |. 


Die Oeffnungsfunction, d. h. das fiber diesen Theil « hinerstreckte 
Integral 


nm. & Bis, 
Dos, 8) = + f (de), — de] 
[vgl. (1) pag. 60 (h=1)], ist also nichts anderes als das Integral der 


Differenz (1) zwischen den Grenzen ate ad und a + as : 





o+a' 
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und hieraus folgt schliesslich das Resultat: 


' 2 R, R, sin "3" ) 
(2) D(s, s’) = — aretg a ae *)— 


Doch diesen Werth haben wir unter der speciellen Annahme ab- 
geleitet, dass die Pole s und s’ der Oeffnungsfunction beide auf der 
dusseren Peripherie 6, ligen. — Nehmen wir im Gegensatz hierzu 
einmal an, es lagen jetzt s und s’ beide auf 6,! — ihre Azimute seien 
wieder @ und w’, und es sei auch wiederum o>’. — Alsdann kann 
man die Oeffnungsfunction D(s, s’) in genau derselben Weise, wie oben, 
berechnen; man iibersieht dann bald, dass das Resultat formal mit dem 


oben in (2) gewonnenen vollstaindig iibereinstimmt. — Damit sind wir 
dann zu folgendem Satze gelangt: 
Satz I. — Ist ein Kreisring gegeben, begrenzt von zwei concentrischen 


Kreisen 6, und 6, mit den Radien R, und R, (R,>R,), und verstehn wir 
unter @ und w (@>a') die Azimute zweier beliebiger Punkte s und s’, 
welche entweder beide auf 6, oder aber beide auf 6, liegen, so ist die 
Oeffnungsfunction dieses Kreisringes mit Bezug auf’ diese beiden Punkte 
s und s' als Pole: 

/ a 


—— 2R, R, sin“ 
D(s, s’) = — aretg RR! 


wo arctg im ersten Quadranten anzunehmen ist — wie das aus der Ueber- 
legung folgt, dass, wenn wo =’ wird, die beiden Pole also zusammen- 
fallen, die Oeffnungsfunction den Werth 0 haben muss [vgl. I, (8) pag. 11]. 

Den gréssten Werth nimmt nun dieser Ausdruck (2), wie leicht 
ersichtlich, an, wenn @ — w’ = ist, d. h. wenn sich die Punkte s und s’ 


diametral gegeniiber liegen. — Der diesem Fall entsprechende Werth von 
D(s, s‘), d. h. 

2 2R,R,\_ 4 R, 
(3) = arctg ( R?— EB) = — arctg ( z) 


ist dann also der grésste Werth, dessen die Oeffnungsfunction fihig ist, 
sowohl wenn wir ihre Pole beide auf 6,, als auch wenn wir sie beide 
auf 6, beliebig verschieben. — Diese so bestimmten Maximalwerthe haben 
wir aber nach unseren friiheren Definitionen [vgl. pag. 61] zu bezeichnen 
als die Configurationsconstanten ¢, und ¢, des Kreisringes in Bezug auf 


*) Es tritt hier eine starke Analogie mit den Ausfiihrungen bei Berechnung der 
Oeffnungsfunction der Hillipse zu Tage [vgl. I, pag. 32—34, speciell die Formeln (11) 
und (12)]. 
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6, bezw. 6,. — Es ist somit der Ausdruck (3) der gemeinsame Werth 
dieser beiden Constanten ¢, und ¢,, und daher auch der schlechtweg als 
Configurationsconstante des Kreisringes zu bezeichnenden Constan- 
ten ¢ — denn allgemein ist ¢ definirt als die eine dieser Constanten ¢ 
(naémlich, wenn sie verschieden sind, als die gréssere von ihnen). Es 
folgt daher 

Satz ITA. — Die Configurationsconstante eines von zwei con- 
centrischen Kreisen begrenzten Gebietes ist 


4 R, 
(4) ¢ = — arctg (z) 
— arctg im ersten Quadranten gerechnet — wo R, und R, (R, > R,) 
die Radien jener Kreise bedeuten. 

Herr Noble giebt fiir die Configurationsconstante eines solchen Ge- 
bietes den Werth 2 an*). — Diese Abweichung hat ihren Grund darin, 
dass Noble unsere Modification des Begriffs der Configurationsconstanten 
im Falle mehrfach zusammenhingender Bereiche [vgl. § 3] entgangen ist, 
dass er diese Constante eben noch als den gréssten Werth definirt, den 
die Oeffnungsfunction bei ganz beliebiger Lage der Pole s und s’ auf 
der Begrenzung, eventuell auch auf verschiedenen der begrenzenden 
Curven bezw. Flichen annimmt — dass er dann aber einen Werth, 
grésser als 1, erhalten musste, das geht bereits aus unserem Satze 
pag. 55 hervor. — Wir wissen nun aber, dass es auf diesen gréssten unter 
allen Werthen der Oeffnungsfunction gar nicht ankommt, dass eine weit 
wesentlichere Rolle der grésste Werth spielt, den die Oeffnungsfunction 
annimmt, wenn ihre beiden Pole auf ein und derselben Curve oder 
Flache liegen — diesen Werth haben wir daher als die Configurations- 
constante des vorgelegten Gebietes bezeichnet [vgl. pag. 59]. — Da der 


. . . . . ww . 
arctg eines echten Bruches, wie es hier R ist, nun stets kleiner als + ist, 


so folgt aus unserer Formel (4), dass die so definirte Configurationscon- 
stante c eines von zwei concentrischen Kreisen begrenzten Gebietes stets 
kleiner als 1 ist. — 

Wie steht es nun mit der Configurationsconstanten eines von zwei 
excentrischen Kreisen begrenzten Gebietes? — Diese Frage erledigt sich 
iiberaus einfach, wenn wir beachten, dass ein solches Gebiet sich stets — 
mégen nun die Kreise neben einander liegen, oder der eine innerhalb 
des andern — durch Abbildung nach reciproken Radien iiberfiihren lisst 
in ein von concentrischen Kreisen begrenztes Gebiet. Bei einer solchen 
Transformation nach reciproken Radien bleibt aber einem im ersten Auf- 
satze bewiesenen allgemeinen Theorem zufolge die Configurationsconstante 


*) Vgl. Géttinger Nachrichten 1896, pag. 194. 
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eines Gebietes ungeindert [vgl. I, pag. 51]*), woraus folgt, dass diese 
Constante auch fiir ein solches von zwei excentrischen Kreisen begrenetes 
Gebiet stets kleiner als 1 sein muss. 

Wollen wir diese Verhiltnisse etwas niiher untersuchen, so thun wir gut 
daran ein dipolares Coordinatensystem einzufiihren**).— Diesem Systeme 
mégen die beiden, das vorgelegte Gebiet begrenzenden, Kreise 6, und 6, 
als A-Kreise mit den Parametern 4, und A, (4, >4,) angehéren. Fiihren 
wir dann durch Abbildung nach reciproken Radien (Abbildungsradius H) 
diese Kreise 6, und 6, tiber in zwei concentrische Kreise 6,’ und 6,’, 
so sind die Radien der letzteren nach gewissen friiher***) von mir ab- 
geleiteten Formeln: i 


Ry, = Qe" und Ry = Qo¢* (00 a = 
und es folgt daher, wenn wir noch 4, — A, = 0 setzen: 


z = ehh = e~9, 

Dies in (4) eingesetzt liefert uns die Configurationsconstante des von 
jenen concentrischen Kreisen 6,’ und 6,’, und jenem allgemeinen Theorem 
zufolge, also auch des von 6, und 6, begrenzten, urspriinglich vorgelegten 
Gebietes —- und damit sind wir zu folgendem Resultate gelangt: 

Satz IIB. — Ist ein ebenes Gebiet gegeben, welches begrenzt wird von 
irgend zwei (einander nicht schneidenden) excentrischen Kreisen, und ge- 
hiren diese einem dipolaren System als 4-Kreise mit den Parametern 4, und 
A, (A, > 4_) an, so ist die Configurationsconstante dieses Gebietes: 


(5) c= = arctg (¢~*) (8 =A, — a, >0) 


— arctg im ersten Quadranten gerechnet. — 

Diese Formel bestitigt nur das schon oben iiber den Werth der Con- 
figurationsconstante gefundene Resultat, das wir jetzt aussprechen wollen 
in dem folgenden 

Satz III. — Die Configurationsconstante eines von zwei getrennten 
Kreisen begrenzten Gebietes ist stets kleiner als 1, mégen diese nun con- 


*) Wir haben dieses Theorem dort freilich nur bewiesen fir die Configurations- 
constanten ebner einfach zusammenhingender Bereiche — doch liisst es sich, wie eine 
iiberaus einfache Ueberlegung lehrt, auch leicht auf unsere oben in § 3 definirte 
Configurationsconstante c mehrfach zusammenhiingender Bereiche ausdehnen. 

**) Die wesentlichsten Eigenschaften dieser dipolaren Coordinaten findet man 
zusammengestellt im ersten Abschnitt eines vor einigen Jahren von mir im ,,Journal 
fiir Mathematik“ (friiher Crelle’sches Journal) veréffentlichten Aufsatzes [vgl. Bd. 120, 
pag. 60]. — Wie dort bezeichnet auch hier 2a den Abstand der beiden Pole des 
dipolaren Systems. 
***) 1. c. pag. 82 
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centrisch, oder excentrisch, der eine innerhalb des andern, oder aber 
beide nebeneinander liegen. — 

Auf ein solches Gebiet angewandt ist also nach unserem Satze pag. 87 
die Methode des arithmetischen Mittels stets convergent, wenigstens wenn man 
die auf den Kreisen willkiirlich vorgeschriebenen Werthe zuvor um passend 
gewiihlte Constante vermehrt hat. 

Ist nun dieses letztere Resultat an sich auch nicht neu — C. Newmann 
giebt dasselbe niimlich bereits (wenn auch ohne Beweis) an [vgl. Abhandl. I 
pag. 4], so diirfte doch dieser Autor zu ihm erst in der Weise gelangt sein, 
dass er die allgemeinen Vorschriften seiner Methode im vorliegenden Falle — 
vermuthlich unter Anwendung Fouwrier’scher Reihen — wirklich aus- 
fiihrte, und sich so von der Convergenz des Verfahrens tiberzeugte. — 
Demgegeniiber aber diirfte doch der Weg, der uns zu diesem Resultate 
fiihrte, einen gewissen Fortschritt bedeuten. Bei uns ergiebt sich die Con- 
vergenz der Methode in diesem Falle als specielle Folgerung aus eimem 
allgemeinen Convergenzcriterium, das uns auch bei mehrfach zusam- 
menhingenden Bereichen die Convergenz der Methode des arithmetischen 
Mittels unter gewissen Bedingungen |vgl. pag. 81] a priori zu verbiirgen 
gestattet, ohne dass wir néthig hitten, die Vorschriften der Methode 
wirklich im einzelnen Falle erst auszufiihren —- dafiir bildet eben ein 
solches von zwei Kreisen begrenztes Gebiet ein einfaches Beispiel. 

Doch in einem wesentlichen Punkte ergdnzen die letzten speciellen 
Untersuchungen geradezu unsere allgemeinen Resultate. — Namlich erst 
aus ihnen geht hervor, dass es thatsichlich Fille giebt, in denen unser 
allgemeines Convergenzcriterium anwendbar ist, in denen die Bedingungen 
dieses Criteriums realisirt sind, d. h. dass es eben wirklich mehrfach zusam- 
menhiingende Bereiche giebt, deren Configurationsconstante c kleiner als 1 
ist. Darin unterscheidet sich eben diese unsere Constante ¢ [vgl. § 3], 
von der in § 1 von uns betrachteten — von Noble eben noch als ,,Con- 
figurationsconstante“ bezeichneten — Grésse, welche bei mehrfach zusam- 
menhiingenden Bereichen stets grésser als 1 ist |vgl. pag. 55]. Wire 
dies auch bei der Constanten c der Fall, so wiirde unser allgemeines Con- 
vergenzcriterium eben keinen practischen Werth besitzen, es wiirde uns 
diese Modification des Hilbertschen Satzes |vgl. pag. 81] ebenso im 
Stiche lassen, wie es bei mehrfach zusammenhiingenden Bereichen dieser 
Satz in seiner urspriinglichen Form that |vgl. pag. 55], und wir hiitten also 
in der Convergenzfrage iiberhaupt keinen Fortschritt erreicht. 
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D. Mirmianorr. Racines cubiques de nombres entiers. 


Racines cubiques de nombres entiers et multiplication complexe 
dans les fonctions elliptiques. 


Par 


D. Mirmanorr & Genéve. 


Introduction. 


Parmi les équations résolubles algébriquement, les plus simples sont 
les équations abéliennes, 4 ‘coefficients entiers, dites équations abéliennes 
absolues. Leurs racines sont des fonctions rationnelles des racines de l’unité. 
Ce théoreme, qui exprime la propriété la plus importante des équations 
abéliennes absolues, est di & Kronecker. Il permet de ramener l'étude 
des équations absolues a celle des équations de la division du cercle. 

Bien plus difficile est l'étude des équations abéliennes relatives. Les 
plus simples parmi ces équations sont celles qui deviennent abéliennes 
par l’adjonction d’une racine carrée d’un nombre entier négatif. Kronecker 
a affirmé que les racines de ces équations s’expriment en fonction ration- 
nelle des racines des équations de transformation que nous donne la 
multiplication complexe dans les fonctions elliptiques*). 

D’aprés M. D. Hilbert, il serait possible de démontrer ce beau théoreme 
de Kronecker, en se basant sur les recherches récentes de. M. H. Weber 
et sur les propriétés trés générales des équations abéliennes relatives 
établies par M. D. Hilbert**), 

Les plus simples parmi ces équations abéliennes sont les équations 
de la forme 2? — n=O, m étant un entier quelconque. Elles deviennent 
abéliennes par l’adjonction de Y— 3. 

Par conséquent les racines cubiques de nombres entiers s’exprimeraient 
aussi en fonction rationnelle des racines des équations de transformation. 

Il ne serait peut étre pas inutile d’indiquer un moyen de former ces 
expressions. : 

C’est ce que je me propose de faire dans le présent travail. 


*) Sitzungsberichte, 1895, p. 115. 
**) D. Hilbert, Jahresbericht der deutschen Mathem.-Vereinigung, 6, p. 94. 
gt 
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§ 1. 
Invariants de classe. 
Je poserai, avec M. H. Weber 
(as) ae 2 OW 97. 
j(@) = Ax 20 27 -64J(o) 
@ étant un nombre complexe dans la partie supérieure du plan, g, et gs 
les invariants de Weierstrass et J(@) l'invariant absolu de M. F. Klein. 
j(@) appartient au groupe formé par toutes les substitutions linéaires 


, é ° 
j (252) =5(@), «8 — By = 1. 
Supposons maintenant que @ soit racine d’une équation quadratique 
(1) Ao’*+ Bo+C=0 
a discriminant négatif, A, B, C étant trois entiers premiers entre eux. 
Les invariants correspondants j(@) sont dits invariants singuliers on 


invariants de classe*). 

A chaque équation (1) correspond une forme quadratique primi- 
tive positive. Si B est pair, la forme correspondante (4, > C) est 
de premiére espéce (proprement primitive); si B est impair, la forme 
correspondante (2A, B, 2C) est de 2™° espéce (improgrement primitive). 
Soit —m le discriminant de la forme. Dans le premier cas 


B*—4AC 


dans le second 

—m = B*— 4AC. 
L’invariant singulier j(@) est racine d’une équation irréducible a coefficients 
entiers, dite équation des classes; son degré est égal au nombre des classes 
primitives de 17° ou de 2™° espéce, suivant la parité de B. Cette équation 
nest pas abélienne dans le domaine des nombres entiers; elle devient 
abélienne par l’adjonction de la racine carré Y— m. 

Supposons que le nombre entier m soit de la forme 3k*. Dans ce 
cas les équations des classes deviennent abéliennes par l’adjonction de 
V— 3. Leurs racines forment une catégorie spéciale d’invariants de classe. 

D’autre part les équations de la forme 
(2) 2 —n=0 
n étant un entier quelconque, deviennent abéliennes par l’adjonction de V/—3. 





*) H. Weber, 1. c. 87, Encyklopidie, ICb. J. de Séguier, Formes quadratiques 
et multiplication complexe, Berlin 1894, § 31. 
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Nous allons essayer d’exprimer les racines de (2) en fonction ration- 
nelle des invariants de discriminant — 3h?. 
On peut remplacer j(@) par d'autres fonctions modulaires, pourvu que 


ces fonctions appartiennent au corps K(j(@), Y—m). Tout nombre 
algébrique primitif du corps K sera dit invariant de classe. 


Je montrerai d’abord que les racines cubiques j/2 et 7/3 sont fonctions 


rationnelles (dans le domaine (YW— 3)) des invariants de classe. Je passerai 
ensuite au cas général. 


§ 2. 
Racines cubiques //2, //3. 


Posons 
q = eri, 
Considérons la fonction modulaire 


fo) =¢* [fate 


f(@) est liée & j(w) par la relation 
?, (@)** — 16)? 
j(o) = ee 
j(@) est une fonction rationnelle de f(a)*). 
Faisons @ = Y— 3. On sait que f(Y—3) = 7/2, par suite j(Y—3) 
est un nombre entier et f(/—3)° est une fonction rationnelle de j(V—3); 
f(V—3}* est un invariant de classe. 


De méme /(3Y/—3)° est un invariant de classe. En effet, f(3a)° 
est liée & f(@)* par une équation du 4° degré donnée par Schlaefli**). 
Cette équation est 


3) (5) + (3) — e+ G=0 
en posant u = f(@), v = f(3@). 

Faisons @ = Y— 3, v® = 22; x est racine de 
(3’) a — 327— 34 —1=—0 


a est un invariant de classe, puisque l’invariant j(3 Y—3) est racine d’une 
équation irréductible du 3° degré, a coefficients entiers. 


Or 
1 2 
oo 2—1. 


*) H. Weber, 1. c. § 21. 
*) H. Weber, 1. c. § 76 et § 97. 














118 D. Mramanorr. 


Par conséquent 
(4) Wi-1+74., 


V2 est une fonction rationnelle des invariants de classe. Posons main- 
tenant, dans (3), u® = f(VY—27) = 22, vw = 2y 
3 V—27)° 
re f( S ) 
est racine de |’équation 


(5) yp + A — 4a) y* + (14a) + (14 22424) = 0 


y, est une fonction rationnelle de j(3 Y— 27); c’est un invariant de classe, 
de méme que les deux autres racines de (5). 
Posons 2” + 1—+¢ il vient, eu égard a (3’), 
1—4e = — 38; 142¢—4e8-— ot —— ©. 
Le discriminant D de léquation (5) est égal a — 3. 4#°(9x2-+ 4)*. 
Soit y, cette des racines imaginaires de (5) qui est située dans la 
partie supérieure du plan, y, sa conjuguée. Considérons les fonctions 


cycliques 
P= (Yi +rYys +77 ys), 
= (% +r y,+7Yys)*, 
en posant 
22i 
res 


Or u,, Uy, us étant 3 indéterminées, on a 


(+r +r) =f — > ih + Fh + > V—8VD 


fis fe» fy tant les trois fonctions eymtiniques élémentaires des u, et D le 
discriminant. 
On tire de la 
v,° = 2-98 (a? —x—1)', 
v,° = 4-3- 27(xt)® 
et enfin 


Sn +r*y, + TYs 


Comme j/2 est une fonction rationnelle de x, la racine cubique V3 est 
une fonction rationnelle de ~ et des y, dans le domaine K(/—3). 


V3 est une fonction rationnelle des invariants de Classe. 
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§ 3. 
Cas général. 


Il suffit de montrer que les racines cubiques de nombres premiers p 
supérieurs 4 3 s’expriment en fonction rationnelle des invariants de classe. 
Considérons les formes quadratiques proprement primitives de dis- 
criminant —3p*. Soit (A, B, C) l'une de ces formes, @ celle des racines de 


Aa? + 2Bo+C=0 


qui est située dans la partie supérieure du plan. 

Linvariant singulier j(@) est racine d'une équation irréductible a 
coefficients entiers, de degré h, h étant le nombre des classes proprement 
primitives de discriminant — 3p’. 

Le nombre h est égal 4 p+1, si (>)=-1 et a p—1, si 
—8 
Gin +* 

Dans le premier cas p est de la forme 64 —1, dans le second de 
la forme 6k + 1. 

L’équation des classes H,,(u) = 0 peut étre formée directement de la 
maniére suivante. 

On sait que les fonctions modulaires u—j(w) et v =j(p@) sont 
liées, quelque soit w, par une équation de transformation 


(7) F,(u, v) = 0. 
Son degré est égal 4 p+ 1, ses racines v sont les invariants j(p@) 
et j(*) (c=0,1,---p—1). Faisons maintenant o = Y— 3; j(Y—3) 


est un nombre entier, j(p /—3) est un invariant proprement primitif de 
discriminant — 3p. 

Si donc p est de la forme 64-—1, F,(u, v) = 0 est Péquation des 
classes qu'il s’agissait de trouver. Si p est de la forme 6k + 1, l’équation 
(7) admet un facteur du second degré a coefficients entiers; on la divisera 
par ce facteur. 

Mais les équations (7) ne sont pas faciles 4 former. Leurs coefficients 
sont trés grands et croissent rapidement avec p. 

Considérons ia fonction modulaire f(o). 

Les fonctions uw = f(a) et v= /f(po) sont liées par une équation de 
degré p+ 1 donnée par Schlaefli. Les autres racines v de cette équation 


sont f (S£+*) (c=0,1,--p—1). Sit o— V—8, u= f(V—8) = V2, 


les coefficients de l’équation en v sont des fonctions rationnelles de V2. 
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Mais posons a=vyV2, si p est de la forme 6k —1, et he si p est 
de la forme 64 +1. , 

En vertu de la forme particulitre des équations de Schlaefli, les 
coefficients de l’équation en x sont des nombres entiers. 

Si p est de la forme 64 —1, le degré de l’équation en x est égal 
a h; si p est de la forme 64-+1, ce degré est égal 4 h+ 2, mais 
Péquation en x admet un facteur du second degré a coefficients entiers, 
on la divisera par ce facteur. 


D’autre part j (* “ = 


correspondante x. Il en résulte que les racines de l’équation en 2 s’ex- 
priment en fonction rationnelle des racines correspondantes de 1’équation 
des classes. Les racines 7 sont des invariants de classe. A chaque racine 
de l’équation H,,(u)—0 correspond une racine déterminée de ]’équation en z. 

Prenons maintenant une forme quadratique (2.4, B, 2C) de 2™° espece 
(improprement primitive) de discriminant — 3p*; B est impair, 

B?*— 4AC = — m = — 3Bp*. 
L’argument correspondant o’ est racine de |’équation 
Ao’*+ Bo’+ C=0. 


Si l’on pose, dans l’équation de transformation F,(u, v) =0, u = j(a’), les 





) est une fonction rationnelle de la racine 





trois racines v sont représentées par v = j(2q’), j ($), 5(H *) - Or AC 


étant impair, les trois formes correspondantes sont des formes proprement 
primitives de discriminant — m. On voit que les racines j de l’équation 
des classes et par conséquent les x peuvent étre groupées trois a trois; 
jappelerai racines. conjuguées les trois racines d’un méme groupe. 

Considérons en particulier la forme (2, p, 2p); argument o’ est égal a 


2ni 
pr, en posant r—e* . Les trois arguments conjugués sont 
- pr, 1+pr 
@,—=2pr; a, = = 2. 


Quelles sont les racines correspondantes v de l’équation de Schlaefli? 
L’argument d’une racine v est l’un des nombres 


48ce-+ Y—3 
p V— 3, actyos. 
Or aw, est équivalent 4 pVY— 3. 


La substitution linéaire 


en pti tye? 


, 0, étant un entier, transforme a, 








1 
—1 4,| 
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eet) 


La substitution transforme 


8, p — i 3 


Les eainin v correspondant 4 @,, @,, @, sont donc f(2,), f(Q;), F(R;), 
en posant 


ap+i+y—s &,p —1+V—3 
Q, = pV—3; Q, = etter, Q, = set ty—* 








0 
» qui est équivalent a 
—1 34, 





@,, en 


6, et 0, étant’ deux nombres tels que 6,p + 1= 0,p —1=0 (mod. 48). 


§ 4. 
Propriétés des racines conjuguées /(2,), f(2,), f(Q;)- 


En méme temps que la fonction f(@), M. H. Weber a introduit les 
fonctions 
1 © 1 ©@ 
fo) =a * PP a—a-) et fo) = V2q" JT +e. 
n=1 n=1 
La considération de ces fonctions*) va nous permettre de donner aux 
racines f(Q;) une forme particulitrement simple. Les trois fonctions de 
M. Weber sont liées par les relations 


f(o+I) =e *F(0), n=n(-2) 
fh@+l)—e *f(o), t,(@) fi (3) = V2. 


mt 
+ panei 
f(o+1l)=e "f,(a), 
On en tire immédiatement 
~ 25! ~ ast (o- se 


(2%) =V3frems (8) = V3 ami (2) = V2 FeR 


Posons 





£(2,) = %;  F(2_) = 0%; F(2sz) = r5- 


pri pri 


Se 
ty = 16 Fei 


6, =—p(mod.6) et 6, =p (mod. 6). 


Il vient 


1 
8 —_ — J 
= 16 AGH oy = 16 FES 


puisque 


*) Les fonctions f, (@), f,(@) et f,(@) s’expriment trés-simplement au moyen des 
fonctions p(w), y(w) et x(w) introduites par Hermite. 
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Considérons le trinome 
= ag 1 | 
v@)—= patente 2° 


a étant une racine cubique imaginaire de l’unité. 
En vertu de la relation f* —/,°+ /,°, ce trinéme s’annulle pour 
2px 

aame* . 
Posons 








Qpxi _ 2px a 
vle®)—y; vl) = 
v, = 0, y, nest pas nul. 


D’autre part on a 
v= A—+V—SD, 


v= A+ > V—BD. 


, e 4 ° “7. . . 1 
A étant une fonction symétrique entiére des trois racines oe? D leur 
é 


discriminant. 
Il en résulte que y,* est une fonction symétrique des trois racines 
conjuguées, — c’est une fonction rationnelle de l’invariant correspondant 


j(@’) =j(pr) de 2™° espace. 
¥,° = R(j(@)) = 24 = 3V— 3D 


— 3D est le carré d'une fonction symétrique. 





Posons 
Po)}=§ —f@)=1 —f*@)=6. 
Soient 
D, le discriminant de &, y, &, 
Spas a 
D, celui de 8,e* we * §, 
Qpnmi Q2pxri 
D, celui det,e * y,e® €. 
On a 
=i D,, 


D, =[4(j(@') — 3°. 4°), 
puisque &, 7, € sont racines de 
u® — y,(@’)u — 16 = 0, 
la fonction modulaire y,(m) étant définie par la relation 


y,(0) = £0) 8 _ Hi). 
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Le discriminant des cubes &°, n°, §° est égal & 4j(@’)*(j(@’)—3°*-4°). 
Il en résulte que ; 
’ D, - Ds = j*(@’). 


Or D, appartient au corps K(j(o’)), par conséquent D, appartient au 
méme corps. 

D, et D, sont des nombres algébriques entiers appartenant au corps 
K(j(@’)). Par conséquent (16y,)* est un nombre algébriques entier faisant 
partie du méme corps K(j(a’)). 

La norme de (16y,)° étendue aux différentes racines j(w’) de 2° espéce 
est un diviseur de celle de j(@’), si l’on fait abstraction du facteur 3. 


§ 5. 
Racines de l’équation en z. 


Soient 2,, x, x, les racines de l’équation en x qui correspondent aux 
Qpni 


racines 0,, U,,v;. Posonse * =a. 
Le trinéme A 1 , 
ane ple P ce 
zittsite 2° 


appartient au corps K(j(@), Y—3)- A chaque racine de 2° espece 
correspond un trinéme analogue. 

Soit TT le produit de tous ces trinémes. 

TT est un nombre algébrique entier divisé par une puissance entiére de 2. 

TT’ est un nombre entier ordinaire divisé par une puissance de 2. 
C’est un diviseur de la norme de j(q@’), si l’on fait abstraction des facteurs 
2 et 3. 

Soit maintenant a un diviseur premier de TT, supérieur a 3. 

Dans le corps K(j(@), Y—3) le nombre entier x se décompose en 
un produit d’idéaux 

m= PEE 

Yi, Po,--+ Gtant des idéaux premiers et e,, ¢,,--- des nombres entiers. 

Si z* est la puissance maximum de a divisant TT’, on aura 

ke, = 0 (mod. 8) 

quel que soit 7. 

Si donc les exposants e; sont égaux 4 1, k est divisible par 3; x* est 
un cube. 

Je partirai du postulatum suivant: 

Aucun des exposants e; ne peut étre supérieur @ 1, si a ne divise 
pas 2m*). 





*) Comp. H. Weber, Ellipt. Funct., p. 453. D. Hilbert, Jahresbericht der d. 
Math. Ver., 6, p. 94. H. Weber, Mathem. Annalen, t. 48, 49, 50. 
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Dans le cas qui nous occupe m = 3p*. 

Par conséquent, seul le nombre p, parmi les nombres premiers 
supérieurs 4 3, pourrait étre divisible par le carré d’un idéal p,. 

Voyons combien la norme de j(@’) contient de facteurs égaux a p. 


§ 6. 
Divisibilité de la norme de j(a’) par p. 
La norme de j(w’) est divisible par p. En effet, u—j(@) et v=j(po) 
sont liés par une équation de la forme 
(u? —v) (u —v?)—pP=0. 
P étant un polynome en wu, v de degré p, & coefficients entiers*) 
1 
La fonction « =j() s’annulle pour =r et si l’on pose v = p?*! t, 
¢ est un nombre algébrique entier. Du reste les racines y,(o’) étant 
1 8 
aussi divisibles par p?+1, les j(@’) sont divisibles par p?+!. La norme 
de j(@’) est divisible par p. Voyons si elle est divisible par p’. 
Posons 


4(@) = aT Ja—e. 


M. Kiepert 4 montré**), que les fonctions modulaires 


wai n(=*+*) z 
o)\2 — 
=> (ne) co (— 1) ’ (: ata} ) (h=0,1, --- p—1) 


sont racines d'une équation de la forme 


(8) y?*? + ayy? +--+ + a,y +p =0 
les coefficients a,,@,,---a, étant des fonctions entitres de y,(@) et ,(a), 
a coefficients entiers***), de la forme 


PC) + ¥3°% 
P(j) éant un polynome en j(@) & coefficients entiers, k et 1 deux nombres 


entiers. 
Si p =— 1 (mod. 6), le coefficient a, est de la forme 


P(j)+ 7. (o=5(mod.12)) ou P(j)+ +73 (9=11 (mod. 12)). 








*) H. Weber, Ellipt. Functionen, § 72. 
**) Journal fiir die Mathem. t. 87, 88, 95. Mathem. Annalen, t. 26. 


***) y,(@) est la fonction a ea ” Vj(@) — 27 - 64. 
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Si p=1 (mod. 6), a, est de la forme 


P(j) (p=1 (mod.12)) ou P(j) ys (p==7 (mod. 12)). 
Premier cas; p= — 1 (mod. 6). 
Posons @ = ” Je dis que toutes les‘racines de l’équation (8) sont 


divisibles par prerd, Si l’on remplace, en effet, @ par ——— a »y se 


p-1 
(—1) * p 


change en — 





, et par conséquent y, est racine d'une équation dont 


tous les coefficients sont divisibles par p, sauf celui de y? ** gui est 1 et 
oe 
celui de y? qui est égal 4 (—1) 2 a,, 4, étant le transformé de a,. Or 
12h+o 
P 





a, contient le facteur 2/( ) qui pour @ pr est divisible par 
1 1 
p?+ | Si done on pose y, = p?(?+¢, ¢ est un nombre algébrique 


entier. En remplagant @ par pw, on démontre de méme que y est divi- 
1 


sible par p?’?+», Tl en résulte que pour m = pr tous les coefficients a; 
1 


de l’équ. (8) sont divisibles par p?(?+, et comme pour o=r les fonctions 
j(@) et y,(@) sont nulles, tandis que y,(@) est premier a p, les coefficients 
a; sont tous divisibles par p, pour a =r. 

Remplacons maintenant @ par we dans (8); la racine y se change 

p=1 

1 
n aed - Faisons a= pr. Tous les coefficients a; de l’équation 
0 
Ee Ss 

transformée sont divisibles par p et si l’on pose y, = p?t*?, on voit que 
¢ est un nombre algébrique entier. Par conséquent la racine y est divi- 


se 
sible par p?+!, 
D’autre part, en vertu de l’équ. (8) a,y, + p est divisible par y,°. 


a 
Par conséquent a,y, est divisible par p, mais le quotient “em est premier 


1 8 

& p. Il en résulte que y,(pr)-p ?*+1 et j(pr)-p #+? sont premiers a p. 

Par conséquent la norme de j(@’) étendue aux racines de |’équation 
des classes de 2° espéce n’est pas divisible par p’. 

2° cas. p=1 (mod. 6). 

Le coefficient a, de l’équation (8) n’étant pas divisible par y,(a), le 
procédé dont nous nous sommes servi ne sapplique plus, mais il est 
probable que le résultat que nous avons établi subsiste. 











126 D. Mramanorr. 


§ 7. 
Racines cubiques de nombres premiers de la forme 6% — 1. 


Il résulte de l’analyse précédente que le produit TT® n’est pas divi- 
sible par p*, mais est il divisible par p? 
Je vais montrer que v, et v,; étant 2 racines queleonques de l’équation 
1 


de Schlaefli, la différence v; — v, et divisible par p?+!. En effet, léqua- 
tion de Schlaefli peut étre mise sous la forme 


(u? —v) (w—v?) — pP=0, 
P &ant un polynome en u et v*) 
Dans le cas qui nous occupe u = V2. 


1 
Si maintenant on pose v = u? + p?*'t, il vient 


a 2% eS 
pit (ye —e 4 prize) — pP’=0. 


P’ é&ant un polynome en ¢. 
Or, si p est de la forme 64 —1, u” —u=O0 (mod. p); par consé- 
quent ¢ est un nombre algébrique entier et 


v,— v0, =0 7" pti) , 


1 
Le trinome a +a = + a? a étant divisible par p?*', le produit 
1 2 8 
TT® est divisible par p. 


Par conséquent 
TT? == 2'3' np, 


n étant un entier, k et / deux entiers positifs ou négatifs. 


En extrayant la racine cubique, on aura Vp en fonction rationnelle 
d'invariants de classe. 


§ 8. 
Exemples. Racines cubiques }/5 et j/7. 
L’équation de Schlaefli, pour p = 5, est 
v’ — uv? + 4uv + uw = 0. 
Faisons 2 = j2 v, Péquation deviendra 


a§ — 45 + 162 + 16 =0. 


*) H. Weber, Ellipt. Funct., § 77. 
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Elle se décompose, par l’adjonction de V5, en 2 équations du 3-degré; 
il vient 

a’ — 2a? — 22(1+V5)—4=—0. 
A linvariant de 2° espéce j(5r) correspondent les racines de |’équation*) 
(9) a? — 2a? — 2a(14+ V5)—4=—0. 
Or j(5r) peut @tre calculé tres simplement a aide d’un procédé qui a 
été indiqué par M. Weber**). On a 

jr) =— 283° V5 (2 + V5) (4+ V5). 
La norme de j(5r) est 
— 2%. 3°.5. 11°. 

D’autre part le discriminant D, est égal a 


28. 3°. 5(2-+4 V5)*(4+ V5)’. 
C’est un diviseur de j(5r)*; la racine carrée de D, est un nombre du 
domaine K(5r). 
Il est aisé d’en déduire la valeur du produit TT® et par conséquent 
V5 en fonction des invariants de classe. 
Mais on obtient une expression beaucoup plus simple en partant des 


fonctions cycliques 
y® = (a, + a2, + a*2,)° 
Z, %Z, Z, étant les racines de l’équation (9) et « ume racine cubique 
imaginaire de l'unite. 
Si «, est la racine réelle, xz, la racine imaginaire située dans la partie 

supérieure du plan et 2, sa conjuguée, on a 

(@ +ra, rm)? = 16-5, 

(a, + 12x, + ray) = 4(20+ 975). 


2/2 -V5=2, + ra, +12, 
22i 
en posant r=e ®. 


On en tire 


V7. Le méme procédé donne V/7 en fonction des invariants de classe. 
Les fonctions modulaires « = f(@) et v =f(7@) sont liées par l’équation 


de Schlaefli 
v§ — ulo' + Tutvt — 8uv + v= 0. 


u=V2, v=2V2. 


*) Comp. H. Weber, 1. c. p. 502. Dans l’équation donnée par M. Weber, le 


second membre doit étre remplacé par 2/5 x. 
**) 1. c. § 107. 


Posons 














128 D. Mirmanorr. Racines cubiques de nombres entiers. 


Le premier membre de |’équation en x est divisible par «*-+-2-+-1; 
en divisant par ce facteur on a une équation du 6° degré dont les racines 
sont les invariants de 1° espéce et qui se décompose, par l’adjonction de 


V21, en deux équations du 3° degré. 
L’invariant 
_ fay—a 


— V2 
2 
est racine de 
1 1 ST 
a ——(6+ Y2i)a*+ = (8+YV21)¢—1=0. 
Soit 2, celle des racines imaginaires qui est situéé dans la partie supérieure 
du plan, z, sa conjuguée. 
Il vient 
(@, + ray + r%ay)* = 28, 


(a, + ra, + ra,)> = 28 + 621. 
VA Vi =a, + ra, + r%a, 


X14, %, Z, sont les invariants du genre principal. 


On en tire 


Genéve, 1901. 
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Asymptotische Darstellung von Lésungen linearer 
Differentialgleichungen. 


Von 


Wattuer JAcoBsTHAL in Strassburg i./Els. 


Sucht man eine homogene lineare Differentialgleichung durch eine 
Potenzreihe zu befriedigen, die der Differentialgleichung formal geniigt, 
so ist fiir die Frage nach der Convergenz dieser Reihe bekanntlich der 
Grad w der determinirenden Fundamentalgleichung entscheidend*). Ist u 
gleich der Ordnung » der Differentialgleichung, so gehért zu jeder Wurzel 
der determinirenden Fundamentalgleichung eine convergente Reihe, und 
das Entwickelungscentrum der Potenzreihe heisst eine Stelle der Bestimmt- 
heit. Ist dagegen uw <m, so sind die Reihen bald divergent, bald con- 
vergent, und wir sprechen dann von einer Stelle der Unbestimmtheit. 

Aber seibst im Falle der Divergenz sind die formalen Reihen nicht 
ohne Bedeutung, sondern sie stellen i. A., wie Weber, Poincaré, Horn 
und Kneser gezeigt haben, angeniaherte oder asymptotische Integrale**) 
der Differentialgleichung dar. Bei der Untersuchung solcher divergenter 
Reihen haben die meisten Autoren sich auf den Fall beschrinkt, dass man 
sich in ganz bestimmter Weise der Unbestimmtheitsstelle niahert. Erst 
Horn hat die ganze Umgebung der Unbestimmtheitsstellen in Betracht 
gezogen. 

Dasselbe Ziel, niimlich das Verhalten in der gesammten Umgebung der 
Unbestimmtheitsstelle, sucht die vorliegende Arbeit auf einem anderen Wege 
als Horn zu erreichen, und zwar fiir eine gewisse Classe von linearen 


*) Vgl. Schlesinger, Handbuch der linearen Differentialgleichungen, Bd. I, 
S. 154 ff. 

**) Weber, Math. Ann. Bd. 37. — Poincaré, Acta math., Bd. 8. — Horn, 
Math. Ann. Bd. 49, 50, 51 und Crelle’s Journal Bd. 116—119. — Kneser, Math. 
Ann. Bd. 49 und Crelle’s Journal Bd. 116, 117. 


Mathematische Annalen, LVI. 9 
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Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Es ergiebt sich dabei das Resultat, 
dass die divergente Reihe in der ganzen Umgebung der Unbestimmtheitsstelle 
ein Integral der betreffenden Differentialgleichung asymptotisch darstellt*). 


1, 


Die zu behandelnde Classe von Differentialgleichungen 2. Ordnung 
ist dadurch charakterisirt, dass sie eine zweigliedrige Recursionsformel und 
eine Stelle der Unbestimmtheit mit » =1 hat. Auf diese Classe lassen 
sich eine Reihe von Differentialgleichungen der Physik, wie die der 
Bessel’schen und der Kugelfunctionen durch einfache Substitutionen und 
Specialisirungen der Constanten zuriickfiihren. Ihr allgemeiner Typus ist, 
wenn man die Unbestimmtheitsstelle ins Unendliche verlegt: 


(1) a OE + (A, + Be) S84 (4, +B) u=0 B+0. 


Der Punkt z = 0 ist zwar singuliir, aber doch Stelle der Bestimmt- 
heit. Wir bringen nun (1) auf eine Normalform, und setzen zu dem 
Ende z* = §; dann wird (1): 


(2) ge + G+) E+ G@thé)u=0, 

wobei 
(h—1) + A, =a,h, B, = b,h, 

A,=a,h?, B,=b,h? 
gesetzt ist. Bestimmen wir ferner r als Wurzel der Gleichung 
r(r—1) + ra, +a, =0, 

substituiren u = &y und fiihren die Bezeichnungen ein: 
rtp—a, r+a—P—6, 

so geht (2) iiber in: 

(3) gS + (e+) +h E152 + ody =0. 


Wegen 6, +0 kann man hierin 0, = setzen, und erhiilt so die ge- 
suchte Normalform: 


(N) Py) =a 2¥ + [(@+p) +2] 4 + ay—0. 





*) Die hier angestellte Untersuchung bildet in theilweise anderer Behandlung 
den Inhalt der Dissertation des Verfassers ,,Ueber die asymptotische Darstellung 
der Integrale einer gewissen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung“ (Strass- 
burg 1899). 
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Die Gleichung (N) hat, wie die Ausgangsgleichung (1), im Null- 
punkte eine singuliire Stelle der Bestimmtheit, und im Unendlichkeits- 
punkt eine Stelle der Unbestimmtheit. Uns interessirt hier die (divergente) 
Entwicklung in der Umgebung des Unendlichen. Dennoch wollen wir 
auch die (convergenten) Entwickelungen in der Umgebung des Nullpunktes 
herstellen, und zwar aus zwei Griinden: erstens brauchen wir sie als Hiilfs- 
mittel bei unserer eigentlichen Aufgabe; zweitens aber lassen sie den 
practischen Nutzen der asymptotischen Darstellungen scharf hervortreten. 
Denn die Entwickelungen im Nullpunkt sind fiir grosse Werthe des Argu- 
mentes sehr schlecht convergent: dagegen erhalten wir practisch brauchbare 
Entwickelungen, wenn wir diese convergenten Reihen, wie am Schlusse dieser 
Arbeit geschieht, ausdriicken durch die asymptotischen Darstellungen. 

Wir gehen nun zu den Entwickelungen iiber. Die Recwrsionsformel 
von (N) ist: 

bei 2 = 0: 
(a) 9,[@+8) e+») + (e+) (e+y—1)] + 9,-s[e+e+v—1]=0; 
bei 2 = oo: 
(b) ge la+e'—v]+9r-1[(¢ +8) —v + 1) +(e'—»)(e'—2 +1)] =9. 
Die Formel (b) wird erhalten, indem man in (N) fiir y die Reihe 


al MOS: 
(4) 9 (2, @') =a 
v=0 


einsetzt und dann nach Potenzen von 2 ordnet: 


@ 


6) P(g ae) = Sa" gie+e'—v) +9/-1@+B) @'— +0) 
r= | +@'—9 +1) @—»)]. 

Das Nullsetzen des Coefficienten von 2?’~” liefert dann Gleichung (b). 

Wir bemerken, dass (b) sofort die Divergenz der Entwicklung (4) erkennen 





liisst, denn wird mit unendlich wachsendem vy unendlich. 


v-1 
Zur expliciten Darstellung der Reihen benutzt man zweckmissig die 
Gauss’sche Function*): 





(6) TT (a) =fersds— C(x+1); 
0 
diese Function geniigt der fiir uns fundamentalen Gleichung 
Tw 
(7) a(a—1) (w—2) +++ (a—k+1) = We 5: 


*) Gauss, Werke Bd. III, Disqu. gen. circa seriem etc. 
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Fir ganzzahliges x =m ist insbesondere: 
(8) TT(m) = m(m—1) (m—2)---3-2-1—-m! 


Unter Benutzung von (7) und (8) erhalten wir aus (a) in der Um- 
gebung des Nullpunkts die convergenten Entwickelungen: 


_~< Te+e—1) 7 _», 
Ks = D Wey tere P—0) (—2) 





(9) 





a -a- . TT (»—8) y 
¥, =a * DS HOWee aD 
v=0 


wobei 
TT (@— 1) 


W = Tei) und gf) = TI(—A) 


~ 1a—a«—) 
gesetzt ist. 

Aehnlich erhalten wir aus (b) in der Umgebung des Unendlichen formell 
die divergente Entwickelung: 








1 Y_Mete—) 
(10) ae — THG—»—1)T() (—agy”’ 
wobei 
—_—— TT (@—1) 
9 = TG—1) 


gesetzt ist. 

Wir bemerken noch, dass y im Fall eines ganzzahligen B eine rationale 
Function von x wird, weil bekanntlich die TT-Function fiir ganzzahliges 
Argument unendlich ist. Sollte « eine negative ganze Zahl sein, so wiirde 
y unbestimmt: fiir diesen Fall wird spiter (S. 136ff.) eime Recursionsformel 
abgeleitet werden, die diesen Fall auf den eines positiven @ zuriickzufiihren 
gestattet. 


2. 


Die Summe auf der rechten Seite von (10) ist unendlich. Soll also 
iiberhaupt von einer Darstellung des Integrals y durch diese Summe die 
Rede sein, so miissen wir eine endliche Gliederzahl nehmen. Wir setzen 
daher 


n-1 
= i . We+s—1) ” : 
(11) Sn Be es THEN)” Cay 





und schreiben: 
(12) y=S,+ R,. 


Wie gross » gewahlt werden muss, damit R, méglichst klein werde, er- 
giebt die weitere Untersuchung. — 





f 
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Die nichsten Schritte bezwecken, das Restglied R,, in der Form eines 
bestimmten Integrales zu erhalten. Zu dem Ende setzen wir in die Normal- 
form (N) statt y die Summe S, ein, d. h. wir bilden P(S,). Ist nach 
der friiheren Bezeichnung 


so hat man zunichst nach (5): 


P(S..) => at'-*[ 9; (a+ e’—v) + gi_1((@+P) (’o—v +1) + (e'—») @’— r+ 1)] 


+>) ogee —0) + gh -E+B (0 —V +H + @—) CV +0). 


Ersetzen wir nun S,, durch S,, so kénnen wir dies so auffassen, als ob wir 
Gn = 95 Int+1 = 03 Ings = 0;-°- 
gemacht hitten; wir erhalten daher: 


n—1 


P(S,) = >) {a'-"[g5(a-+-e'—») + 9'-1((e-+B) @'—v+1) + @'—») (e'—v+1))]} 
+ af—"9,_s[(@-+8) (e'—n-+1) + (¢'—n) (¢—n+1)]. 


Der Ausdruck unter dem Summenzeichen verschwindet wegen (b). Fiihren 





wir also 9 = — «@ und den Werth von g,_; gemiiss (11) ein, so erhalten 
wir unter gleichzeitiger Anwendung von (7) und (8) 

. «C® TWa+n—1) __ 
(3) P(S,) = (—1)"- ge EP =o). 


Wir wollen nun die inhomogene Differentialgleichung 
(14) P(S,) = O(@) 
integriren*) unter der Voraussetzung, dass wir von der homogenen Dif- 
ferentialgleichung 
(15) Ply) =0 
ein Fundamentalsystem y,, y, kennen**). Nach der Methode der Variation 
der Constanten ergiebt sich dann bekanntlich als vollstaindiges Integral 
von (14): "1 
(16) S= ay, + by, 

*) Dieser Gedanke stammt von H. Weber 1. c. 


**) Die Herstellung eines fiir unsere Zwecke geeigneten Fundamentalsystems 
Yi» Yg ist Aufgabe des nichsten Paragraphen. 
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wo @ und 6 als Functionen von x aus den Gleichungen definirt sind: 


d 
D= =—y- (2), 
(17) db 
DI= +H: (x). 
Hierbei ist 


q d 
(18) D = y, G2 — yt = C- at 


Der Werth der Constanten C hiingt von der Wahl des Fundamentalsystems 
Y:,Y_ ab. Bei dem Fundamentalsystem, das wir im nichsten Paragraphen 


einfiihren werden, ist C——1; diesen Werth wollen wir schon jetzt 
einsetzen, um das C nicht fortwihrend mitfiihren zu miissen. Also: 
(18’) D = —a- th. e-*, 


Hieraus und aus (17) folgt, wenn man noch die Integrationsgrenzen 
vertauscht und die Integrationsvariabele & einfiihrt: 


a= — fo eerem ae + 4, 


b= f (EEE +H y, (E) dé + B. 


x 


Das vollstaindige Integral von (14) ist daher nach (16): 


(19) S— Ay, + By, — f O@eE+°[y,(@)y(2) — we) nw @lat. 


Da nun S, selbst ein Integral von (14) ist, so geht bei geeigneter Bestim- 
mung der Constanten A und B das S in S, iiber; man erhiilt daher aus 
(19), wenn man noch bedenkt, dass Ay, + By, —y ein particulares 
Integral von (N) ist: 


y=S8S,+ R,, 


20 * 

sie Rk, — fo) E+ Ly, (a) — Y2(&) y, (&)] dé. 

Damit ist das Restglied in Form eines bestimmten Integrals aus- 
gedriickt. Fiir die Abschiitzung dieses Restgliedes ist es natiirlich wesent- 
lich, wie wir uns das Fundamentalsystem y,, y, gewahlt denken. Wir 
werden nun im nichsten Paragraphen die Gleichung (N) durch bestimmte 
Integrale integriren, die als Parameter x enthalten, und dann diese 
Integrale zum Fundamentalsystem y,, y, wahlen. 
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3. 


Um die Gleichung (N) durch ein bestimmtes Integral zu integriren, 
kénnten wir die Transformation von Laplace*) anwenden. Wir ziehen 
hier einen anderen Weg vor. Die Gleichung (N) lasst sich nimlich als 
Specialfall der Gauss’schen Differentialgleichung**): 


(21) g(1—8) FY + [e— (a+d+1)8] $Y — aby =0 


auffassen. Substituirt man hierin: 


a=— Mm, b=a, 
22 
” cmats, t=Z, 


so erhailt man nach Multiplication mit =: 


da? 1 d 
a (1— =) 5% + [(@+6) + (1—F*) a] + ay =0. 
Dies geht fiir m = oo iiber in 
a d 
sa + e+) + 2] 5% + ey =0, 
d. i. in unsere Normalform (N). 
Nun wird (21) bekanntlich befriedigt durch das Integral 


1 


(23) f= a u-1(1—u)e-?-1(1 —£u)-4du. 





x 


Macht man hierin ausser den Substitutionen (22) noch die Substitution 


oy ae 
= ni? 


so erhalt man fiir m= oo als Integral von (N): 


0-4 fere-t(1— 2) "as 
0 


Wir setzen aus Zweckmiissigkeitsgriinden C = Se und erhalten so 
folgendes Integral von (N): 


(25) H(a, 62) = aga a foe (1-3) de. 
0 


*) Vgl. z. B. Picard, Traité d’analyse, t. II, p. 372 ff. 
**) Gauss, Werke, Bd. III, Determinatio seriei nostrae etc. 


(24) u 
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Fiir unsere weitere Untersuchung wiirde es sich als stérend heraus- 
stellen, dass in (25) die obere Integrationsgrenze variabel ist. Um diesem 
Uebelstande abzuhelfen, denken wir uns das Integral (25) ohne Grenzen 
in die Differentialgleichung (N) eingesetzt. Bezeichnen wir das unbestimmte 


Integral fiir den Augenblick mit H’(«, 8, x), so erhalten wir nach einer 
etwas umstindlichen Rechnung: 


P(H'(@, B, x) = fens pai fos (i—<)"[= (s—a—B +2) 


+ (a —s)| ds. 
Dieser Ausdruck lasst sich auf die Form bringen: 


P(H'(@, B, x)) = a : van fale | *s0( 1—+)"""jas 


1 
=— FELD Hi if a5 96 x)ds. 
Hieraus sehen wir, dass wir nur die Integrationsgrenzen so zu wihlen 
brauchen, dass p(s, 7) an ihnen verschwindet. Dies ist u. A. der Fall 


fiir die Grenzen 0 und oo. Wir haben damit ein Integral von (N) in 
der definitiven Gestalt: 


1 if p-1 
CQ) I@AD)—AE= fo (I-z) a. 
0 


(26) 


Dies Integral hat offenbar Sinn und Bedeutung nur, so lange R(«), d. h. 
der reelle Theil von « positiv ist. Um unserer Untersuchung Allgemein- 
giiltigkeit zu geben, kénnten wir statt der auf reellem Wege erstreckten 
Integrale Schleifenintegrale einfiihren. Da dies aber Unzutriglichkeiten 
mit sich fiihrt, ziehen wir es vor, eine Recursionsformel aufzustellen, die 
den Fall R(«) <0 auf R(a) > 0 zuriickfihrt. Wir diirfen also von jetzt 
ab stets R(«) > 0 voraussetzen. — 


Ableitung der Recursionsformel. Wir wollen eine Relation aufstellen 
zwischen: 


J(«, B, 2), J(a—1, s—1, x), J(a+ 1,6+1, x). 
Hierzu benutzen wir die Gauss’schen Relationen zwischen benachbarten 
F-Functionen*). Da bekanntlich F(a, b, c, €) ein Integral von (21) ist, so ist 


lim F(—m, a,a-+ 8B, =) 


wegen (22) ein Integral von (N). Setzen wir der Kiirze wegen: 
F(a, b, ¢, &) = F, 
F(a, b—1, c—2, §) = F,, 

_—<s F(a, b+1, e+2, &) = F, 


*) Gauss, Werke, Bd. III, S. 130, Relationes inter functiones contiguas. 
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so besteht eine Relation von der Form: 


IF +4 F, + HF, =9, 
wo die y rationale Functionen von § sind, die sich durch Elimination aus 
den bei Gauss a. a. O. stehenden Gleichungen [12], [15], [10], [13], [15] 
berechnen lassen. Fiihrt man nun fiir a, b, c, § die Werthe aus (22) ein 
und lisst m unendlich werden, so fallen in g, 9,, g, offenbar alle Glieder 


fort, die nur mit § = <. multiplicirt sind, wahrend die mit ag = — x 


multiplicirten ‘stehen bleiben. Man erhiilt so: 


[e+ 6 @+6+1) @+6—2) (@+6—1) 
(28) + (a+) (@+6+1)[e(—1)—p6—1)]]-F 
— +8) (¢+6+1)(@+6—2)@+6—1)-F, 
+ z*aB(a+ B—2)-F, =0. 
Diese Relation wollen wir nun zuniichst auf die Function H(«, B, x) 
iibertragen. 

Entwickeln wir in (23) den Ausdruck (1—£w)-* nach dem binomischen 
Lehrsatz, was statthaft ist, so lange § <1, und integriren gliedweise, so 
erhalten wir*): 

f(t) = C- BQ, e—b)- F(a, b, ¢, ) = 0- ROOT 


b—1 
ite—) ) F(a, b, ¢, §). 





Daher ergiebt sich aus (25), wenn man unter m eine unendlich grosse 
Zahl versteht: 


TT = 
F = F(—m, a, a-+ B, =) = ee : H(«, B, x), 











TT —83 
F, = F(—m, «—1, a+p—2, =) a Wey ). H(e—I, b—1, 2), 


Fy = F(—m, o+1, o+6+2, =) = “SES”. Ha +1, B+1,2). 


Setzt man fiir den Augenblick 





so wird wegen (7): 


B= er petery mb), 

D esas a (« — 1) ; 
1 @+8+1) (@+8) («+8 —1) @+B8—2) 
F, =¢- H(«+1,6+1, 2). 


*) Vgl. z. B. F. Klein, Hypergeom. Function (autogr. Vorl.) 8. 10f. — Unter 
B(p, q) wird das bekannte Euler’sche Integral erster Gattung verstanden. 





H(«—I, b—1, 2), 
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Fiihrt man diese Werthe in (28) ein, so erhalt man 





(28) H(e—1,6—1),2) — [re ef rep} Hob) 


Pe+F—*® . 2. 
4+ e—)@+p)” H(a+1, 6+1, 2). 
Obwohl nun diese Formel fiir die Function H(a, 6, x) abgeleitet ist, 
so gilt sie doch ohne Weiteres auch fiir J(a, 6, x). Dies lisst sich auf 
demselben Wege einsehen, auf dem wir von H(a, B, x) zu J(a, B, x) gelangt 


sind, und wir kénnen daher hier auf die genauere Durchfiihrung verzichten. 
Wir erhalten daher aus (28), wenn wir noch die Function 


(29) T(q, B, 2) = a*- J(@, Be) = Ea: jo (1—Z)" as 
0 


x 
einfiihren: 
T(«—1, B—1, x) 


_ F@+h—1) (@+f6—2) | «(@—1)— 6(6—1) 
as [ («—1)z . set pd T(«, B, x) 


Bla+p—2) 
+E erp T+, b+1,2). 





(30) 


4, 


Wir haben in der Function J(a, 8,2) ein particulires Integral von 
(N) gewonnen. Zu einem zweiten gelangen wir durch die Substitution 
y =e-*n, durch die (N) iibergeht in 


wy’) 2 54+ ((B-+e) —a] 52 — Bn = 0. 


Diese Gleichung geht aus (N) hervor durch Vertauschung von a mit 6 
und von « mit —. Mithin hat man ein zweites particulires Integral 
von (N) in der Function e~*J(8, «,—x). Die Functionen: 
1 1 p-1 
J,(x)= dJ(a,p,x) = = 4 fer (i—=) ds, 
(31) : 
—x 1 a—1 
J, (“) = €*d(B, «, —2) = Nerd 1 firrst-' (1 + 3) ds 
0 
bilden demnach ein Fundamentalsystem von (N)*). Die reellen Theile von 
« und 6 kénnen dabei als positiv vorausgesetzt werden, indem negative 
reelle Theile durch Formel (30) auf positive zuriickgefiihrt werden. 





*) Die lineare Unabhingigkeit dieser Integrale wird S. 147 bewiesen. 
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Unsere niichste Aufgabe ist die genauere Erforschung der Natur der 
Functionen J,(#) und J,(x), namentlich in Bezug auf ihre Endlichkeit 
und Stetigkeit. Wir zeigen zuniichst, dass die auf reellem Wege von 0 
bis co erstreckten Integrale J(a, B, x) resp. T(a, B, x) stets endlich sind, 
indem wir eine obere Grenze angeben. Um dabei zu einer unzweideutigen 
Definition der Integrale zu gelangen, setzen wir fest, dass lings des 
Integrationsweges in den Ausdriicken 


8-1 8-1)1 +) 
s#-1 = e(@-Nlogs  ynd (1+) a jlog (1 ++ 


die Hauptwerthe der Logarithmen genommen werden sollen. Es sei 
a=a+a"i, « >0, 
B=68+8"%, Bp >9, 
xz = r(cos p + isin g). 

Wir betrachten dann das auf reellem Wege erstreckte Integral 


1 ° ant 
Mo ha)— 7 agua fore-*(\— sya. 
0 


Sollte w zufallig reell und positiv sein, so dass der Integrationsweg 
durch x hindurchginge, so lassen wir den Integrationsweg an der betreffen- 
den Stelle unendlich wenig nach unten ausweichen, wodurch an dem Integral 
nur eine unendlich kleine Aenderung hervorgebracht werden kann. 

Wir uuterscheiden zwei Fille: 


1. Fall: ’}—1>0, e«e’—1>0. 
Es ist nach dem bekannten Satz tiber den Modul einer Summe: 


| fee (1— ty" as] < foeve[(1— 2)" Jas, 
0 0 


Bezeichnet w, einen noch zu bestimmenden, von s abhingigen Winkel, 


so ist: 
ie 


s 
ji— 





ar-1 





= e~ B'™ . | re J 
x 





Nun ist: 
<1+-, 





mithin, da nach Voraussetzung B’ —1> 0: 


1 < (i+ jae 


a ™ 


i: 
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daher: 


a (frend al <frerern(insf a 


i oe 
0 0 


. s . . . . 
Dabei ist w, = arg (i—<); weil wir uns nun, wie gezeigt werden 
x 


wird, auf Werthe von 2, fiir die 0<gm< 2 ist, beschriinken kénnen, 
so folgt: 

0 < arg (1i—=) <8, 
oder 

0O<uw,<2. 
Setzen wir daher: 

- =Q0 wen #’>0, 
w,=x wenn fp’ <0, 


so werden wir die Ungleichung (32) noch verstirken. 
Dann haben wir: 


fos (1i—4)"""as | € een forsee (1 +2)"as. 
0 0 
Nun ist: 
1 +. “ < eo « 


Fiir das rechts stehende Integral gilt daher: 


fe pegt = (1+) for 


Wenn r > fp’ — 1, so ist das letzte Integral nach einem bekannten 
Satze iiber Euler’sche Functionen*) gleich: 





Fas. 


TT (a’ —1) 


(1 = — 


Wir haben daher das Resultat: 





ty, TI(e’'—1 1 , 
(33) | 7, (x)| =|Z'(@,B,2)|<e-® “goa : ? a M,; p’—1>0 
r 


analog: 


*) Vgl. z. B. Serret, 1. c. S. 166, Gl. (1). Die Bedingung r > f’ — 1 ist keine 
wesentliche Einschrankung, weil wir ohnehin nur grosse Werthe von r betrachten. 





—_ 


=e) 4 ogee, Ltt COP) 


p 





Asymptotische Darstellung von Lisungen linearer Differentialgleichungen. 141 





no, (Ph — , 
(34) | 7; (x)|=|7'(B, «,—«) |<e-“ Ime=Or Gwap Me «’—1>0. 
r 


Dabei ist w, in der angegebenen Weise und ahnlich w, zu bestimmen. 
Sind @ und 6 reell, so wird a” = B’ = 0, « =a, Bp’ = B. Da JT, und TZ, im 
Wesentlichen die im Restglied R,, vorkommenden Integrale werden sollen 
[ vgl. (20)], so kommt es uns hauptsichlich auf das Product 7, 7, an. Nennen 
wir dessen obere Grenze M?* und fassen der Kinfachheit wegen reelle a, B 
ins Auge (complexe findern nichts Wesentliches), so ist: 


|Z, 73|< 0, 
(35) w= : «—1, B—1>0. 


nce A ecw 


Hierbei ist ganz allgemein angenommen, dass x in 7, und TZ, auch ver- 
schiedene Werthe haben kann, was durch die Indices bei 7, und r, an- 
gedeutet wird (vgl. S. 149). Man sieht: M®* bleibt stets endlich und 
wird fiir r = oo gleich 1. 


2. Fall: a’, B’ > 0; eine der Gréssen a’, 8 kleiner als 1. 

Auch in diesem Fall bleiben 7, und 7, endlich. Wire nimlich 
beispielsweise 6’< 1, so miisste doch #’-+4-1>0 sein. Nun liefert uns 
aber Gl. (30) eine Relation von der Form 


T («, B, x) =f, T@e+1, B+1, x) + fA Ta+2, B+2, 2), 


und auf die rechts stehenden Functionen kann man die Betrachtungen 
des 1. Falls anwenden. Néthigenfalls kann man dieselbe Operation noch- 
mals wiederholen. Wir haben also das Resultat: 


Die geradlinig erstreckten Integrale T,(x) und T(x) haben 
eine stets numerisch angebbare obere Grenze. 


Wir gehen nun zur Betrachtung der Function J(a, , x) bei beliebigen 
Umliufen von 2 iiber. Dabei kénnen wir uns nicht mehr auf den gerad- 
linig erstreckten Integrationsweg beschriinken. Denkt man sich niamlich 
etwa im ersten Quadranten einen Werth von x angenommen, so ist 
s=a ein Verzweigungspunkt fiir den Integranden, wenn dieser als 
Function von s betrachtet wird. Beschreibt nun w# einen Umkreis in 
positivem Sinne um den Nullpunkt, und fordert man, dass sich dabei 
J(a, B, x) stetig fortsetzt, so muss nach bekannten Sitzen der Functionen- 
theorie der Integrationsweg von dem Augenblick an ausweichen, in dem 
ihn der Verzweigungspunkt «x erreicht. Der urspriinglich geradlinig von 0 
nach co erstreckte Integrationsweg nimmt daher nach einem vollen Umlauf 
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des x die in Fig. 1 gezeichnete Gestalt an, die man auch durch die in 

Fig. 2 gezeichnete Gestalt ersetzen kann. Gleichzeitig multiplicirt sich bei 

dem Umlauf des x der vor dem Integral stehende Factor = mit der Ein- 
x 


heitswurzel e~ ***@, 
Bei J,(x) = J(B, «, —x) muss der Integrationsweg auswe hen, sobald 




















Fig. 2. 
Fig. 1. 8 











=x 


Fig. 3. 


—z die reelle positive Axe erreicht, d. h. sobald x die reelle negative Axe 
erreicht. 

Fiir J,(x) nimmt daher der Integrationsweg schon nach einem halben 
Umlauf des x die Gestalt Fig. 2 an, wihrend Fig. 3 seine Gestalt nach 
einem ganzen Umlauf’ giebt. 

In der oberen Halbebene brauchi also der Integrationsweg weder fiir 
J,(a) noch fiir J,(x) auszuweichen. 

Bezeichnet man mit J(«, 6,2) den Werth von J(a, 8, x) nach einem 
vollen Umlauf des x, so hat man, weil « Verzweigungspunkt des Integran- 
den ist und a2~* den Factor e~*‘** annimmt, aus Fig. 2: 


-_ —22ia — 22i(a+f) > \b-1 
— p— 221i (a+) e =e q | a—1 8 81s. 
(36) J(x)=e J,(x)+ Tene" s (1 *) e~*ds 
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Dabei ist der Kreis um « in Fig. 2 unendlich klein gedacht, was ohne 
Weiteres statthaft ist, da wir ja den reellen Theil von a als positiv voraus- 
setzen. Substituiren wir in der letzten Gleichung s = as’ und lassen den 
Accent dann weg, so erhalten wir: 


J(a,B,2) =d, (x) =e 2+ T(a, B, 2) 
e~ 2tia 4 Q-Bai(a+f) 


+——7@=H 





s*-1(1—s)-1 e-** ds, 
(37) F 
J(B, a, —Z2) = J,(«) = *mia+P) J(B, a, —2) 


1 
e7 2718 ___ 9 2ni(@+8) i in “i 
ao Tet Je (1—s)*-' eds. 








Die zweite Formel geht aus der ersten durch Vertauschung von « 
mit 6 und von x mit — x hervor. 

Wir kénnen J,() und J,(x) ‘noch anders ausdriicken. Da nimlich 
J,() und e~*J,(x) particulare Integrale von (N) sind, miissen sie sich 
linear durch J,(x) und e~*J,(x) darstellen lassen. Man hat daher: 

(38) ~ 6,2) = A,J(q, 6,2) + €*4,J(B, «, —2), 
J(B, a, —z) =e BJ(a,B,x)+  Bd(,«,—z). 


Wie die Constanten in diesen Gleichungen bestimmt werden kénnen, 
wird sich nachher zeigen (Formel (49)). Die Formeln (38) driicken die 
Integrale auf den durch den Umlauf von a veriinderten Integrationswege 
aus durch die Integrale auf dem urspriinglichen Integrationswege. 

Etwas ahnliches wollen wir jetzt fiir den Fall leisten, dass eine 
halbe Umdrehung macht. 

Wir nehmen z in der oberen Halbebene an und lassen es einen halben 
Umkreis in positivem Sinn machen. Nach den Erérterungen a. v. S. 
bleibt dabei der reelle Integrationsweg fiir J,(a) ungeiindert, wihrend er 
fiir J,(x) die Form Fig. 2 annimmt. Wir erhalten daher 


(39) J,(—x) =J(a, B,—ax) Integral auf reellem Wege. 


Ho 


oe 1 a w\a-l1 
J,(—x) = J(8, «, a) eee ren for (I ) ds 
0 


227i : 
— _ ta@ 
aa bo ef td —ayeteesas, 
0 
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oder nach (36) und (37) 
Jy(—2) = 8? T(B, a, 2) 
daher nach (38), wenn man noch 
Be? =i, Bet*P=ma, 
setzt: 
(40) J,(—2) = €-*A, J (a, B, —x) + 4, J(B, «, 2). 


Zusammenfassend haben wir: 


(41) J,(—2) _— J(a, B, —*2), 
J,(—2) — e~*A, J (a, B, —2) +A, J(6, a, x). 


Die Integrale rechts sind dabei auf reellem Wege zu erstrecken, und der 
Uebergang von «x 2u —x geschieht durch eine Drehung in positivem Sinn. 

Lassen wir ferner x eine halbe Drehung in negativem Sinn machen, 
(ebenfalls von einem Punkt der oberen Halbebene aus), so muss der 
.ntegrationsweg fiir J,(~) ausweichen, wihrend er fiir J,(x) unveriindert 
bleibt. Durch ahnliche Betrachtungen wie vorher erhilt man: 


(41a) * (—2) = x,J (a, B, —x) + ex, J (8, a, x), 
J; (—2x) = J(B, «, +2): 

Wieder sind die Integrale rechts auf reellem Wege zu erstrecken, aber 

der Uebergang von x zu —x geschieht durch eine Drehung in negativem Sinn. 

Wir wollen nun J; (x) und 

J,(x) zu Functionen machen, 


yr 4 die in der ganzen Ebene 
eindeutig, endlich und _stetig 


sind. Um sie eindeutig zu 
machen, muss ein Schnitt vom 
Nullpunkt ins Unendliche ge- 
legt werden. Zur Endlichkeit 

> und Stetigkeit ist nothwendig, 
dass der Schnitt lings der 
negativen imagindren Axe ge- 
fiihrt wird, wie folgende 
Ueberlegung lehrt. Liegt « 
in der oberen Halbebene, so 
kann man bei der angegebenen 
Lage des Schnittes nach —zx 
gelangen 

nur durch positive Drehung, wenn x im ersten Quadranten liegt. 

nur durch negative Drehung, wenn x im zweiten Quadranten liegt (s. Fig. 4). 











Fig. 4. 
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Nun haben wir im Anfang dieses Paragraphen gezeigt, dass die auf 
reellem Wege erstreckten Integrale J(x) stets endlich sind. Damit ist die 
Endlichkeit der Integrale fiir Werthe von x in der oberen Halbebene ohne 
Weiteres klar. Liegt ferner 7 im ersten Quadranten, so dass also der reelle 
Theil von x positiv ist, so liefert Formel (41) die Functionen J,(%) und 
J, (x) im dritten Quadranten, ausgedriickt durch Integrale auf reellem Wege, 
und die Exponentialfunction e~* kann auch fiir unendliches z nicht un- 
endlich werden. Es sind somit J,(~) und J,(x) durch (41) in eindeutiger 
Weise und so-definirt, dass sie auch im dritten Quadranten nicht unendlich 
werden und sich iiberdies stetig an die Werthe im ersten Quadranten 
anschliessen. Dasselbe leistet (41a) fiir den vierten Quadranten. In der 
ganzen durch unsern Schnitt begrenzten Zahlenebene sind die 
Functionen J,(x) und J,(a) eindeutig, endlich und stetig. — Beim 
Ueberschreiten des Schnittes findet eine Unstetigkeit statt, deren Grésse 
unmittelbar aus den Formeln (38) und (49) abzulesen ist. 

Wir driicken noch zum Schlusse dieses Paragraphen J,(x) und J,(z) 
durch Y, und Y, (vgl. Formel (9)) aus. Es bestehen die Gleichungen: 


J,(z7)= 4¥,+ @Y,, 
e*-d,(z) = C¥,+ GY, 
wo die Constanten c, und C, zu bestimmen sind. Fiihren wir in der 


ersten Gleichung fiir Y, und Y, die Werthe aus Formel (9) ein und 
multipliciren mit #*-*, so erhalten wir: 


1 ic a— - 
ng=a,f° 8 1(a—s)P lds 
0 


oo 


(42) 


vi Ne—A) 
aaa N+ 2 ay te—e—Py 
v=0 





Da wir die reellen Theile von a und B positiv vorausgesetzt haben, 
fallt fiir 2 —O der erste Term rechts weg, und aus dem iibrigen wird: 


(—1)f-1 N@+6—2) _ TT(—8) 


Te) “8 T—e—p FH)? 
ni(g—1), TT (a-++ B—2) TT (—a«—B-+1) 





a cei me-)M—-A 
oder mit Benutzung der bekannten Relation*): 
bid 
(43) T1(—a) W4—1) = aaa 
iat sin Bx —— sin Bx - 
(44) ¢, =e 0 "=G49-te "saan 


*) Gauss, l. c. S. 148. 


Mathematische Annalen. LYI. 10 
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Zur Bestimmung von ¢, lassen wir x einen positiven Umlauf machen: 


J) = 6 ¥, + 4 ¥3 


Y= ¥,; Ym ie+syy,; 


Nun ist: 


J, (2) = ¢, Y, + e-**#e+He, Y,, 
= GY pe +P, (a) —¢, 4], 
= ¢, Y,(1—e- 27+ 8) 4 es 24K + 9) J (2), 
Setzt man fiir J,(x) seinen Werth aus (37) ein, so kommt: 


1 — e~ 27iP 


1 
en 2tia, Wea e~*#s-1(1s)?-1d5 = €, (1—e- 2+) 7. 
u 


Setzt man nun « = 0, so wird 


TT («¢—1) 
%O) = tetR—9) 


wahrend das Integral in die Euler’sche Function 


_ Me—) 1-1) 
Bo, B= Tet p—1) 





iibergeht. Daher: 

















eXiB _ @ #18 
c = e7 tia 1 ng tie, 20 ——— sin Bx 
_ jae 1—e7 27a 9) et 2H(@+P)_ ,—2i(@+7) ial sin («+ B)x ? 
2% 
r e~ 7!“ sin Bax 
- ~ “= Sine+A)e 
Auf genau analoge Weise findet man: 
C —_ e~7iB TT(p—1) “ sin aw 
(46) TI(a—1) sin(«+ B)x’ 
C, = —e- 8 TT(g—1) sin Bx 





Ti(«@—1) sin (e+ f)x 


Die Gleichungen (42), (44), (45), (46) liefern nun die gesuchten Formeln: 


ee \. wie  sinp= — xi, sin Bx 
Ve, p20 — F,(2) pe te Bethe 


_ wel -aig WG-1 
(47) é J(B, a, —x)=e J, (2) rants en ; eres ti 
_ aig M(G—1) sin Bx 
"THe—1)  ain(e-+pya 78 





any 








( 


a Qo 


2? 
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Jetzt sind wir auch in der Lage, die Constanten A,, A,, B,, B, der 
Gleichung (38) wirklich zu berechnen. Aus (42) folgt namlich: 
(48) . = ¢/d,(x) + e* oJ,(z), 
Y, = ©,'J,(«) + e-*C,'J,(@), 
wo ¢,’ und C,’ durch Auflésung von (47) erhalten werden. Nun ist: 


Te) ak + gener Y= Ga’ tq Geter) (a) 


+ 8 (C,Cy HC, Cyc 2 +P) J, (2). 
Mithin: 


49) Ay = G6 eP@tP) OO’, Ay = C6,’ + e**@t 6C,’, 
( B, = Cre + PMO’, By = Cie,’ + e 2 @tAC,C,. 
Die Constanten c,, C,, ¢,’, C,’ sind dabei schon berechnet oder leicht 
angebbar. 
5. 


Wir fiihren nach unserem Plane fiir die Integrale y,, y, des § 2 die 
Functionen J,(#) und e~*J, (a) ein (vgl. S. 134). Zunichst haben wir noch 
den Beweis nachzuholen, dass die in Gl. (18) stehende Constante C wirklich 
= — 1 ist. Zuniachst hat man: 


J, 92s — J, S — FJ, = C+ a 4M, , 


Multiplicirt man mit 2*+?, so kommt: 
xd, - oft Sh _ apg, . ge gag. w J, = C. 


Lisst man nun z unendlich werden, so fallen die ersten beiden Terme 
links fort, und man erhalt aus der Definition der Integrale J, und J;: 


T™(6—1). We-a™ 
wie behauptet. Zugleich ist damit die lineare Unabhingigkeit der Integrale 


y= (2), 
©°) a 


erwiesen (vgl. S. 10). Denn nach einem bekannten Satze wire D identisch 
Null, wenn diese Integrale linear abhiingig waren. — 
Wir stellen nun noch einmal die Formeln (19), (20), (11), (13) zu- 
sammen: 
(51) Ay, + By, = 8, + ,, 
10* 
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1% MWe+e—1) 1 
(62) ns 2 T(G—»—1)M()  (— ay” 
(8) R= f OBEY) m®) —n@nOlas, 
(64) (2) — (—19 Sia goo 


germ THG—n—IT(m) | 
Wir setzen jetzt fest, dass die Integration in (53) vom Punkte x 
aus parallel der imagindren Axe vollzogen werden soll, lassen aber 
noch unentschieden, ob in positiver oder negativer Richtung. Bilden wir 
nun aus (50) und (51): 
Ad, (x) + e-* BJ, (x) =8, + R, 
und lassen x vom Nullpunkt aus auf der imaginiren Axe in’s Unendliche 
gehn, so fallt das Integral R, fort, und man erhilt aus den Ausdriicken 
fiir J,(~) und J,(x) und unter Beachtung, dass e~* unbestimmt wird: 
A=1, B=), 











das heisst: 
J; (a) _ S,, + R,, 

(55) Tat+n—1) (J, (a)I,(@) —e&- F(a) J; 

R= (—1)9 gp 1 (@) J, (&) =? 2 (&) J, (§) dé 
oder . 

E—2+4 

substituirend: 

_¢_qyny,_ _TMetn—1) ( 4@I@+8)—e? J, @ J, (e+) 

R, = (—1) *TG—n—ITT me) (e+e? qe 

oder 
(56) R, — RY + R®, 
wo 


am (An Mend 2 (Re Tiete 
is Ry = (—1)" TG—n—A)TT() 2% o (4 8" d#, 

R= (tym. Meteo 1 fe @) Te+0) 

n T1(B —n —1)TT(m) wo» (a ay" t+ @-A) 


Der Integrationsweg ist dabei die imaginiire Aze. 
Wir setzen nun: 


da. 








(58) mod. RY = KR”, 


mod. R, = &,, 
= RO = KY. 





ex 
\ber 
wir 


che 
ken 
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Dann ist: 
(59) R,< KR? + RK. 


Indem wir nun eine obere Grenze fiir Rn und R® aufsuchen, setzen 
wir « und B als reell voraus, weil die Resultate fiir complexes a und £ 
volistindig bestehen bleiben und nur die Ausdrucksweise schwerfilliger 
wird (vgl. den vorigen Paragraphen). An Stelle von « und £ treten bei 
complexen Werthen die reellen Theile. 

Betrachten wir zuerst das Integral 


f T,(@) T+) a9 
J w+e". 
Aus (35) folgt: 





mod. | ACT®) da < wf 4. 
J @+8) ) l@+ay"| 


Wir unterscheiden zwei Fille. 
1. Fall: 2 in der oberen Halbebene, oder 0 < 9 Sx. 
Wir wihlen in diesem Fall als Integrationsweg die positive imaginare 
Axe. Wir setzen 
a = ti; 
dann wird: 


mod. (a+) = Vr? cos? p + (rsin p+ t)?=YVr? + # + 2Qrisin —. 


Da nach Voraussetzung 0 < m = 2, so ist: 
mod. (z+4) >Vr+ #, 


(60) mod. (x-+#)" > (r°+#)?. 
2. Fall: x im der unteren Halbebene, oder 1 << # < 22. 


Wir wihlen als Integrationsweg die negative imaginaére Axe. Wir 
setzen: 





= — ti, 
dann wird: 


mod. (z+ #) = Vr? cos? » + (r sin p—?)? = Vr? + # — Qrtsin g. 
Da nach Voraussetzung x < gy < 22, so ist auch hier: 


mod. (s+#) >Vr?+ #, 


(60) mod. (+e) > (rF+ g)3 
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In der ganzen x-Ebene ist daher: 


es eo 


(61) mod, [ 22 BE+®) ag cy [—# = 
+0)" : 
e (r?-+ #7) 
0 





Aehnlich ergeht es mit dem Integral 


[PBORet? ae, 
(@eay ten? 


Hier ist mod. e? =1, da ja @ rein imaginar. Sobald also n-+-«—f>0 


ist — und das ist von einem gewissen » ab stets der Fall, auch wenn 
« < B — ergiebt sich hier: 
T, (a) T, (a+) 
62 af? @OREt) ag wf 
( ) me y, (afayte- 8 < =r re p- 


Wir haben in (61) und (62) Integrale vom Typus 


late 


In der Theorie der Euler’schen Integrale wird gelehrt*), dass 


at _ oe =a b—2) 
lama Ta—pme—yi *t>l. 


Hieraus fliesst fir k —1—r, b=a: 





Pe dt _ % MT@@—t) 1 
(r?-4%)* ee (2 ae Th(a—1) T(a—1) 





Za> 1. 


Benutzen wir nun die Formel**): 


a 
Ta) = 7 m(t—3), 


und beachten zugleich, dass unterm Integralzeichen eine gerade Function 
steht, so erhalten wir: 


(63) inne 1_ya "(*—) 


(r?+-#%)* 2 ,2¢-1 TTh(a—1) 


Nach diesen Vorbereitungen gehen wir auf die Abschitzung von &, ein. 





*) Vgl. z. B. Meyer, Vorlesungen iiber d. Theorie d. best. Integrale S. 206. 
**) Vgl. z. B. Serret, 1. c. S. 169, Formel (3). 





le 
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Aus der wiederholt benutzten Formel T1(4—1) - T(—4) = 
leitet man leicht ab: 


aks 


TT(m—A) - T(A—n) = + + os. 


sin Ax 


Dies auf (57) angewandt giebt: 


R® 





? 


, Tm+a—1)T(m—B+1) 1 (*T,(@) T(wts) 
—Fi eh Geas e) ee 
0 





= ee TH(n-+-a@—1) T(n—B+1) 1 wer) T,(x+-#) 
R. + “sin a(B 1). TT(n) - )-(n—B+1) oe " (a+a)"te-? 

Da nun fiir reelles positives Argument die Tl-Function stets positiv ist, 
so erhalt man, zum Modul iibergehend und sin a(8—1) durch den 
Maximalwerth 1 ersetzend: 








n—3 
RI< ee ees Tinfe—1)Tn—p4r CS ) ae 
<= “n—B+1 TT(n) TT eit petal? 
2 
n+a—B—3 
Roc Mtn Tote-yme—een WE ) 1 
<3yz n—B+1 TT (n) 7 (ee? 2)" patna 


In beiden Ungleichungen ist der letzte aus Tl-Functionen gebildete 
Quotient ein echter Bruch; wir werden also die Ungleichungen nur ver- 
stirken, wenn wir diese echten Briiche durch 1 ersetzen. Alsdann erhalten 
wir durch Addition beider Ungleichungen: 

TH(n-++-a—1) T(n— B+1) 1 


n 
(64) R, <7 “n—B+1°”  ——~«*TH(n) "petal 





Es seien nun & und / die gréssten in @ und f# enthaltenen ganzen 
Zahlen, so dass etwa 
a=k-+e, 
65 
” pol+é 
gesetzt werden kann, wo « und € echte Briiche sind. Unter Anwendung 
von (7) erhalten wir nun: 


— (n+k—1) (n+k—2)-- 9 Heats ent 


1 
petetn—i- 


(66) R,<™ 





nae 
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Wir unterscheiden drei Falle: 
Fall I 70. 


KR, < M*n+1 -n (Sten). H(nte— 1) -- 1 











<a nat : nt" 
Fall I. J—1. 
aS So | eee M(n-e—l) seer 
Fall I. 7>1. 
R, < = 2, tim. atest walle 
oder 
RAS pope FT Bet 8 


In allen drei Fallen machen wir nun sini von der bekannten 
Ungleichung*) 
1 
44+ 


1 
TI(a) < V2z- 1 *2¢ 
Wir erhalten aus ihr die a fortiori geltende Ungleichung: 


Th(n+-e—1) < V2an"+?-! m Ee", 
1 
ne 
gesetzt ist. Dies liefert uns fiir: 
FallI: ®,<Y2M? (Ee. n+1 [n 


r =? 


ro] 





(yn 


(67) {Fall Il: R, < V2MP. (“FE me. 238. teen (AT, 


[Fall I: ®, <V2m?.("tA—*)" o«. a “em. (=y"""". 


(n —Di-* r 








In allen drei Fallen ist lim , =o, wie es sein muss. Nehmen 


wir aber immer r grésser als », so kénnen wir bei hinreichend grossem 
n das Rt, beliebig klein machen. Denn die ausserhalb der eckigen Klammern 
stehenden Glieder sind alle endlich: im Allgemeinen wird (bei grossem r) 
(nt +k— *\’ 


ebenso wie e“ sogar sehr klein werden, wahrend sich M? und 


=a der Einheit nahern. Die Gréssenordnung von §, ist daher: 


*) Vgl. z. B. Serret, 1. c. 8. 203. 





on 
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3 


im FallI (@=0): me, 


1 
(68) im Fall IT (0—= 1): n®e-*, 


1 
—a ee 
é€ . 


im Fall II (7 > 1): 


Ks ist damit natiirlich keineswegs behauptet, dass die Gréssenordnung von 
R,, in den drei Fallen in Wahrheit verschieden ist, da wir ja die obere 
Fehlergrenze immer in durchaus willkiirlicher Weise vergréssert haben. 
Grosser sind aber die Fehler keinesfalls. — 

Aus Gleichung (55) erhalten wir nun sofort folgende Resultate: 

In der ganzen langs der negativen imaginiren Axe aufgeschnittenen 
Zahlenebene wird das particulire Integral der Gleichung (N): 


1 yy s\P-1_ 
LO) = Tey f° Ss ‘(1—*) ds 
0 


mit der in (68) angegebenen Genauigkeit asymptotisch dargestellt durch 


die Summe 
n—1 


1 1 T(a@-+-v—1 1 
SY) = 8, («, B, 2) = a a Wan) “CH” 

sobald der absolute Werth von x grdsser als die Gliederzahl n ist. 

Bemerkenswerth ist dabei, dass die mehrdeutige (resp. unstetige) Func- 
tion J,(x) im ganzen Gebiet bei hinreichend grossen Werthen des Arguments 
mit einer eindeutiyen und sogar rationalen Function iibereinstimmt. Die 
Mehrdeutigkeit resp. Unstetigkeit kann also nur im Reségliede stecken. 

In derselben Beziehung, wie J,(~) = J(a, B, x) zu Gleichung (N), 
steht J,(xv) = J(a, 8, —x) zur Gleichung (N’) —- vgl. 8. 138. Es folgt: 


Die Function 
1 1 - = g\a-1 
LO) = wean Cop I s? 1(1—=) ds 
0 


wird, sobald r >, asymptotisch dargestellt durch die endliche Summe: 





n-1 
i — THB+»—1) 1) 
Ss: — 8, (a, B, —2) = (— 2)? Dy Ter) a” 
v=0 


Der Grad der Anniherung ergiebt sich dabei aus (68), sobald man / 
durch & ersetzt. 

Man hat somit in asymptotischer Darstellung folgendes Fundamental- 
system von (N): 
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th = J,(a) ~ 82”, 
yy = €7d,(2) ~ -* Sy”, 
wobei das Zeichen ~ ,,asymptotisch dargestellt durch“ bedeutet. 

Endlich bemerken wir noch, dass die Entwicklungen Y,, Y, in der 
Umgebung des Nullpunktes, die fiir grosse Werthe des Arguments schlecht 
convergiren, in diesem Fall besser ersetzt werden durch die asymptotischen 
Darstellungen 

¥,~ 80 + &* G8, 
Y,~ G18® + &* G80, 
wo die c, und C; nach § 5 leicht anzugebende Constanten sind. 

Hierin besteht, wie auf Seite 131 bereits bemerkt, die practische Be- 

deutung der asymptotischen Entwicklungen. 








er 
nt 


on 
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Ueber die Transformation der partiellen Differentialgleichungen 
der Variationsrechnung. 


Von 


Joser KiirscuAk in Budapest. 


1. Vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Frage, ob die Dif- 
ferentialgleichungen der Variationsrechnung durch Beriihrungstransforma- 
tionen wieder in Differentialgleichungen der Variationsrechnung iiberfiihrt 
werden. Ich beweise wenigstens fiir die Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, dass diese Frage zu bejahen ist. Eine Untersuchung der Dif- 
ferentialgleichungen von héherer Ordnung wiirde zweifellos zu demselben 
Resultate fiihren, aber ein strenger analytischer Beweis scheint in diesem 
Falle umstandlich zu sein. 


2. Es mégen 
_ 08 ae 
Pe Fa? Pa = Fa Ou, 
(k= 1,2,---,m) (i,k = 1, 2,-++,m) 


die Ableitungen erster resp. zweiter Ordnung der gesuchten Function z 
bedeuten; f sei eine lineare Verbindung der Determinante 


| Pix | 
(i, k= 1, 2,--+,m) ‘ 
und deren Subdeterminanten mit Coefficienten, die nur von 


By Uy" *yXny Pry?’ "> Dn 
abhingen. Soll nun 


dJ=8f f---[fda, da, --- dz 


verschwinden, so muss ¢ der partiellen Differentialgleichung 


N=3 Ji e+D Dade tf in, 9 


geniigen. V(f) = 0 ist, wie wir sehen werden, von der zweiten Ordnung, 
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und hat dieselbe Beschaffenheit wie f. Auch ist, fiir» = 1,2, 3 wenigstens, 
bekannt*), dass, wenn die Coefficienten von f beliebig sind, V(f) — 0 die 
allgemeinste Differentialgleichung zweiter Ordnung der Variationsrechnung 
darstellt. 

Wenden wir nun auf V(f) = 0 die Beriihrungstransformation 


a = 2 (2, %,°* +) Lyx Diy" **y Dn)» 
g,'== X,,--+,4, = X,, DP, = P,,---p, = P, 


an, indem wir die Transformation in bekannter Weise auf die p,, erweitern, 
und dann V(f) in den neuen Veranderlichen ausdriicken! Auch J wollen 


wir in rR. 
J=f f-- [fda da, -+- dz,’ 


transformiren, wo f der in den neuen Veranderlichen ausgedriickte Werth 


des Quotienten von f und 
dX, 
dx, 


(i,k = 1, 2,---,) 


‘= 











ist. (Sollen auch die Grenzen von J bestimmt werden, so muss man fiir 
jede Stelle (w,,z,,---,,) der Begrenzung von J auch die Werthe von 2 
und den p, kennen.) Betrachten wir diese Transformationen als Kin- 
fiihrung neuer Coordinaten, so lisst sich vermuthen, das die in Angriff 
genommene Frage mit folgendem Satze beantwortet werden kann: 

Die durch Transformation von V(f) = 0 erhaltene Gleichung unter- 
scheidet sich nur durch einen unwesentlichen Factor von jener, die bei der 
Variation des transformirten Integrals zu losen ist. 

Wir brauchen also nur diesen Satz zu beweisen. 

3. Vor allem entwickeln wir V(f) ausfiihrlich. 

Die Determinante 

| Pix | 
(t, k= 1,2,--+,m) 
und jede ihrer Subdeterminanten lisst sich als eine Functionaldeterminante 
au, 
dz, 


D, = 








(v, w= 1,2,---,m) 
darstellen, wo U, nur von z, den x und den p abhingig ist. Z. B. fiir 
Pu Pr 
| Por Pao 
*) Arthur Hirsch. Math. Annalen, Bd. 49. 
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ist 
U, =p, U,=p, U; = 4, --- U,=4%,. 
Bezeichnen wir den Coefficienten von D, in f mit U,, so ist f eine Summe 
von U,D, Producten, wo D, die dem Elemente U, adjungirte Subdetermi- 
nante von 


(1) 


dU, au, aU, 
» dz, da, dx, 
i 


(v=0,1,2,-++,m) 


bedeutet, und V(f) ist die Summe der einzelnen V(U,D,). 
Bei der Berechnung von V(U,D,) hat man 


AD) a 4U, aU, 
@) a -> Sant Z aay + De Ge 
=1 v=1 
(k) 3: aU, . : . . : 
wo Do, die zu > adjungirte Subdeterminante von D, bezeichnet. Hier 
k 
sind - und im vertauschbar, also 








U,Dw» 55 az, — UeDer a5, Ge 
aU, au, apD® éU, aU, 

() rey nw 
a (UDO dz *) io Oo ar dx, %” Os dx, 


Ferner hat man nach einem bekannten Satze iiber Functionaldeter- 
minanten 

"ad D® 

— = 0. 





dz, 
k=1 ° 


Folglich ist in (2) 


pe a aU, aU, 
> a0 %” os dx, 


dx, 2 (Uys a + D » Oz 


PE 
Ov da, 


die zu U, adjungirte Subdeterminante von (1) ist. Also haben wir 


(3) a oP -> ys * (UDB oe 








wo 








D, 7) 
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Im zweiten Theile von V(U,Dy) ist 


xmDD » a aU aU, 
(4) -> > une = Ta De Fp 


Hier sind # und _ nicht immer vertauschbar, sondern man hat 
k i 








a au, @ (eu, eu dU, aU, 
ap, dee Bay Dar +P ae +P age + + Pe Be) 
a ou, eu, 
Js, In, F ik Oz? 


wo 6;,=0, wenn iZk, hingegen 0;, = 1 ist, wenn i==k. Also ist 








» @ aU, » « o, ) OU, 
Uv D0» 55 az, — UoDi a Gp, + 8 UoDro G,', 
und 
~ w a av, @ a OU, a 2U, 
> Di dp, dx, Doy dx, 0p, ~ + Uy Dov On? 
i=1 
wo 


pe, 4 2% 

D Uo Dov dz; Op, 
_—wofa w @U, ()4U, aU, _,, 6U, aDY) 
->( x (Uh 5 — Do Ge, Oy ait Op, da, 


a po 2% eu, 
ya (a Der a.) + Dy apr: 


Folglich kann statt (4) geschrieben werden: 





(6) WD) => ds, (up De. =z) “2; oa nt De Se 


Im letzten Theile von V(U,D,), namlich in 


> Dd rate 5S 30+ Hd ae, SM, 


t=1 








ist 
a = é 6 U, @ U, 
(1+0 a) 5 = > ( 0 op, + U, Df? an, 


val 
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also ist dieser Theil: 


(6) 333 ate, (UDB 5"): 


f=1 k=1 v=1 


Aus den Formeln (3), (5) und (6) erhalten wir 


- aU, ~ @ aU, 

(7) V(U.D) = >) (2. at — >a (2 wm) 
Es ist auffallend, wenn auch leicht erklarlich, dass hier U, mit den 
iibrigen U, in ganz gleicher Weise auftritt. Auch sieht man bereits, dass 
in V(U,D,) keine héheren Differentialquotienten auftreten, als bis zur 
dritten Ordnung. Dass auch letztere noch fehlen, ergiebt sich durch 
folgende Rechnung. 

4, Wir wollen neben den bisherigen U noch ein U,,, einfiihren, 
und bezeichnen mit A,, diejenige Functionaldeterminante, die in 


dU, au, av. 
a, U, eee 


» dx, da, ez, 


(v=0,1,2,---,m,n+1) 


die adjungirte Subdeterminante von 














a, U, 
ay U, 
ist. Die «, sind hier Unbestimmte, die in dem Folgenden keine Rolle 
spielen. 
Es ist dann 
n n+1 
(8) > > 40,0,1=0, 
v=0 a#=7+41 


wo |U,U,,| den Poisson’schen Klammerausdruck 


@U,aU, @U, aU, 
[U, U1) = -> (on = — ae 


aU,\ aU, au, au, 
-> we (paz + Pr win OP, "(sa +P a wi 
bedeutet. 


Es ist naimlich 
n n+1 


A (2% 4Un _ 2Uy aU, 
ae wheg a a) 


v=0 A=rv+l1 
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identisch mit der verschwindenden Determinante 
\aU, dU, dU, aU, aU, 
|p, da, de, °° da," ” dm, 
(y=0,1,2,---,m,n+1). 
Also muss, wenn wir nach k summiren auch die linke Seite von (8) ver- 
schwinden. 











Nun ist in (8) 
Avngt = — Anagy = (—1"D,, 
und fir y<xa<n-+ 1 ist 
A _(— lye D(2 os U,_1 Uyas°* Un—1 Ons Unss** =sst) 
va %, Ly -*° x, ®,43°°° Uq-1 Ly Uy <0 
=(— meen (s U, --- Uy Oy gy ++ Ups Uns Ungs 1) 
DH Myr Ly, Bays Uy By Uy By 
aU, , 
ao n+1 (4) 
(—1) >on 
k=1 


Also kann (8) auch so geschrieben werden: 


(9) Spe, v..1-> > (Sons zt), U,), 


v=0 a=v+1 


woraus fiir U,,, = 2%, 


(10) >» , Te -> > DY2[U, Uy] 


v=0 v=0 xz=v+1 


fliesst. Hieraus ergiebt sich 


(11) (TE? in) >> (So i,(0.Ual), 





v=0 k=1 v=0 aA=v+1 
nachdem 
~ aD”, 
dz = 0. 
k=1 a 


Die definitive Form von V(U,D,) ist also 


(12) V(U, B= >0.5; i (> DY, 7 (U, v.l) 


v=0 z=r+1 


Hier ist D, von der Determinante, die durch Composition der beiden 
Matricen 











ver- 


iden 
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|eU, aU, a0, aU, 0U, aU, 
les TP Ge ** da, +P Ge Op, Op, 
(A=0,1,-+-,»—1, v+1,--+,m) 





| 


und 
dz dz 
“ fa 
aes Pur*** Pun'| 
{| 
(u=1,2,---n) 


entsteht, héchstens dem Vorzeichen nach verschieden, ist also wie f eine | 
lineare Function von 
| Pix | 
(i, k=1, 2,-- +, M) 


und ihren Minoren. Aehnliches gilt von 


> Des (U, U1, 
k=1 ° 
das man aus D, gewinnt, wenn man statt U, den Klammerausdruck 
[U, U,| setat. 

Auf diese Weise hat jedes V(U,D,), folglich auch V(f) die Be- 
schaffenheit von /. 

5. Nun untersuchen wir die Wirkung der Beriihrungstransformation 


= Z, v= X,,--+, 2, = X 


n 








’ p, = P,,-++,p, = P,. 


Nach der Definition der Beriihrungstransformationen ist 


(13) dz— >’ PAX, = 0(ds— S'nds), 
k=1 k=1 / 
wo @ bloss von 
By Lae **y> Ly, Pyr***> Dn 
abhiingt. Derselbe Factor spielt auch bei der Transformation des Klammer- 


ausdruckes eine Rolle. Es ist namlich, wie bekannt: 


y , @ , a 
[p, ¥l=ely, ¥1, [p, ¥] — 9 52 =leg, ¥! —e9 Gy, 








wo [g, ~|' den beziiglich der neuen Variablen gebildeten Klammerausdruck 
hedeutet. Aus letzterer Formel hat man fir gp =1, y= U, 


au, au, " 
(14) og =O gy t1U.e!. 


Das Verhalten von D, giebt die Formel 
(15) D, = 6D, 


Mathematische Annalen. LVI 
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an, wo 


(¢,k=1, 2, em). 
Aus (14) und (15) folgt 


6 U, , é U, , 
(16) D, 5! = oD, (057 + (U,e1)- 
Weiter ist 
> a[U,U,\ o> DY 4[ 0, Fn) 
~ da, da! ’ 
k=1 k=l 
das heisst 
(17) yo Tol «S02 lial 


k= 
= oe Sv. eel +o (0,0 SD #8 
oO nm va dx,’ 


In Folge von (16) und (17) ist V(U,D,) gleich der Summe von 


05 oo Sei —F S (Sue) 





sa v=0 a=r+1 
(19) (D2. [U,e! -> > (Sue a) IU, Ul) 


Der zweite Theil verschwindet aber in Folge der Relation (9), wenn 
dort U,,, = @ gesetzt wird, und die Relation auf die neuen Verinder- 
lichen angewandt wird. 

Wir haben also 


(20) V(U.D)—=06( 3.52 oF -> » (S00 )) 


v=0 a=v7+1 





Das ist aber der in 2. ausgesprochene Satz fiir f— U,D,. Fiir ein be- 

liebiges f ist V(f) die Summe der einzelnen V(U,D,). Der fragliche 

Satz gilt also allgemein, und zwar ist der dort erwahnte Factor gleich oo. 
6. Betrachten wir in f die Veranderlichen 


. By, Hyy***yHny Diy°* *> Py 
als Functionen von » Verianderlichen 


Uy Uys Uy, 
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so ist 
L, X_ +H, 
(21) A=fD Sa 


eine lineare Form der Determinanten n‘* Ordnung in folgender Matrix 


| Ga, Gay 2% Om Om 2Pr 
|| Ot Ou, Ou, Om Cm Ou 
(k=1, 2,---,m) 
mit Coefficienten die nur 2, die x, und die p, enthalten. Nennen wir 
eine solche Form eine Ampére’sche, so ist 








= . x, Xs eae x, 
(22) L=vinn Gee) 
ebenfalls eine Ampére’sche Form, und der soeben bewiesene Satz kann 
in folgender Weise ausgesprochen werden: 

Die Gleiching L =O ist bet Beriihrungstransformationen mit der 
Ampeére’schen Form A invariant verkniipft. 

Beschriinken wir uns auf Transformationen, die 


dze— >» p, da, 


invariant lassen, so ist sogar die Form L mit A invariant verkniipft. 

7. Darboux’s Satz*), dass jede gewdhnliche Differentialgleichung 
zweiter Ordnung einem Probleme oder eigentlich unendlich vielen Problemen 
der Variationsrechnung entspricht, erklirt sich nach Obigem einfach 
daraus , dass jede solche Gleichung in jede andere mit Hilfe einer Be- 
riihrungstransformation iiberfiihrt werden kann. 

Ebenso entspricht jede Monge-Ampére’ sche Gleichung 

M(rt —s*) + Rr + 28s + Ti+ N=0, 
die zwei intermediiire Integrale erster Ordnung von der Form 
O(9, 4) = 9, ¥(9, 4) = 0 
hat, einem Probleme 
df [fdxdy =0. 


Jede solche Gleichung lisst sich nimlich in die Gleichung r=0 des Problems 
of f pdady=0 


iiberfiihren. Soll eine Gleichung dieser Classe angehéren, so muss 
MN + S*— RT=0 
sein. 
*) Théorie générale des surfaces, III. partie, p. 53if. 
11* 
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Umgekehrt: Entspricht einem Probleme 0 SSt dzdy = 0 eine Monge- 

Ampére’sche Gleichung, fiir die 

: MN+S?— RT=0 
ist, so hat diese Gleichung ewei intermediire Integrale erster Ordnung von 
der Form 

O(p, v) = 0, ¥ (9, 4) = 9. 

Fiir M=0 habe ich dies im 37. Bande der ,.Mathematischen Annalen“ 
bewiesen. Der allgemeine Fall kann auf diesen immer zuriickgefiihrt 
werden. 

Man kann sich auch in folgender Weise ausdriicken: Soll eine Monge- 
Ampére’sche Gleichung die einem Probleme 6 SS f dxdy =O entspricht, 
mittelst Beriihrungstransformationen eine Gestalt erhalten kinnen, in der eine 
unabhiingige Variable nur mehr als Parameter enthalten ist, so ist dazu die 
nothwendige und hinreichende Bedingung 

MN + S*— RT =0. 

8. Um ausser den eben genannten Gleichungen noch weiterer zu 
gedenken, die Variationsproblemen entsprechen, mégen jene Monge- 
Ampére’schen Gleichungen erwahnt werden, die sich auf die Form 

sS= A(z, y)z 
transformiren lassen. 

Ob damit die Aufzihlung fiir » = 2 vollstiindig ist oder nicht, ist 
nur eine von jenen vielen Fragen, zu denen die obigen Untersuchungen 
fiihren. 
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Les groupes qui coincident avec leurs groupes adjoints. 


Par 


Saut Epsrreen & San Francisco. 


Dans la théorie des groupes le groupe adjoint joue un réle important. 
Quand on calcule les groupes adjoints de quelques groupes donnés, par 
les méthodes de Lie, on trouve en général quils different des groupes 
donnés. Parfois ils coincident, comme par exemple, le groupe 

4q— yr, cr — Zp, yp — xq 
coincide avec son groupe adjoint. 

Voici notre probléme: Quelles sont les conditions nécessaires et suf- 
fisantes qu’un groupe donné, X,, X,,---X, coincide avec son groupe 
adjoint F,, E,,---E, sous la forme 

E, = = const. X,? 


Il s’agit de groupes qui ne contiennent pas de transformations per- 
mutables.*) 


$ 1. 


Nous savons que le groupe adjoint d’un groupe quelconque est 
toujours linéaire et homogéne. Nous: pouvons par conséquent constater 
immédiatement: 

Les groupes linéaires et homogénes sont les seuls groupes qui puissent 
étre identiques avec leurs groupes adjoints. 

Cependant tous les groupes linéaires et homogenes ne coincident pas 
avec leurs groupes adjoints. Cette condition est donc nécessaire mais pas 
suffisante. 

Dans les ,,Continuirliche Gruppen“ (Lie-Scheffers) p. 467 la regle suivante 
est donnée pour la détermination du groupe adjoint: 


»Man stellt den Ausdruck 
(1) [2e,X,, X,] = 2e,e,,, X,(/) 


ivike 


her und setzt darin schliesslich statt X,(f) allgemein Le. 


*) Les ,,Ausgezeichnete Transformationen de Lie. 














166 Saut Epsreen. 


Supposons les substitutions effectuées, nous avons 
(2) [Xe,X;, X,] = F. 


Et puis, formons le groupe adjoint du groupe E,, E,,--- E, d’apres 
la méme régle 
[Ze,E,, E,| = F,. 


i> 


Si nous écrivons dans l’équation (1) X,==«£,, nous trouverons, puisque 
le groupe adjoint a la méme composition que le groupe donné, que 
F, = E,, cest-i-dire que nous avons le résultat suivant, déja connu: 
Un group adjoint coincide avec son groupe adjoint. 

Quoique nous ayons pris la relation spéciale X, = aL,, il est évident 
que le résultat est général, parceque si nous avions écrit X, = Z const. E, 
nous aurions trouvé d'une maniére analogue 


F, = 2 const. E,. 


Cherchons maintenant les conditions analytiques. 


§ 2. 
Pour comparer le groupe adjoint au groupe donné, il faut mettre z, 


of 


pour e; et conséquemment p, pour =~ ; a Péquation (1); il vient 


(4) E,= -> Sue GP, (R= 1-7) 


et comme ce groupe doit coincider avec le groupe donné il faut l’égaler a 


a, X, + a, X, +--+ 4,,X,. 


Ici les « sont des constantes. 
Puisque les X sont linéaires et homogénes, nous pouvons écrire 


(6) X= (ax, + aay ++ + ax,)p, 
+ (aa, + aay += + a2.) 
+ (aia, + aa, +--+ + a2,)P,. 


Pour que (4) coincide avec (5) il faut que le nombre des variables soit 
le méme dans les équations (4) et (5); done: 

Pour qu'un groupe coincide avec son groupe adjoint il faut que le 
groupe donné ait le méme nombre de variables comme de paramétres. 





(6) 


les 
les 


(7) 


et 
(9 


(1! 
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Supposons alors r = ”, nous avons 


2 > tks iD, => ka 
. 


, : (aa a + - al) -— 
= Do UP, + Cpe Uy Pe +: “+ Crrr®, iP P,). 


ue 
Ici p, est égale a af et puisque l’identité (6) est vraie pour toutes 


jue ? 

au: les valeurs de f, en écrivant successivement f = 2%, %,+-++x, on obtiendra 
les équations suivantes: 

ent 

E, Dearly + aay +--+ + ae) =D cart 


(7) 2 a, (az, + a@a, +---+ale,) = Cine %y 








> a (ax, + aa, +---+ az,) =S Cer %- 


\ k ad 


Par une transposition cela donne 


a: 
' [= or, ,a)) 14a] + [ 2 or, , a") — 1 Ce ie a [ > m4, 01 — cas] 2, = 0, 
"Se, a,,a\) nal aT + > a, , a} — Car | Ce ie [ > a,a%—c,,,| 2, = 0, 


Ces équations sont indépendantes de x, et par conséquent 


5 _ k) = ee 
is > e.af ) = Cary > aa Ta > wae = Corts 
D ry : r 
. > (k) —— 
Oy Ci, 


k 





et en général 


(9) > ei AY), = Cami OU |%,| + 0, 


A 
(4,k=1,---r, et & chaque & il correspond un 4). 


Quand on l’écrit complétement, l’équation (9) devient 


(10) 0 A, ey AM, ee HO, OO, = Cram 
vit  m,t,k,A =1,-+++7, et entre les k et les A il y a correspondance univoque. 


Alors, nous avons r* équations pour les r? inconnus 


as. Oar * Opa, (A=1,---7r). 
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Pour démontrer que cette condition est suffisante, nous supposons que 
ces équations ne se contredisent pas; alors nous pouvons intervertir l’ordre 
des raisonnements: nous pouvons construire |’expression 


ty, Xy + Oy, Xy+--- + a,,X 
qui est égale a Yc,,,7,p, et par conséquent égale a s E.. Il s’ensuit que 
le groupe adjoint coincide avec le groupe donné; dés ess la condition (10) 
est nécessaire et suffisante. 
Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un groupe coincide 
avec son groupe adjoint sont: 
1° Il faut que le gle soit linéaire et homogeéne de la forme 


(5) = Fish 2 ” a: at) nta)Ps 
H (a a, oe - a2.) P 
(k= — 1,-- 1); 


2° Il faut que n—r; 
3° Il faut que les r*® équations 


(9) > « ka a) = ¢, km 


(k,m, t, A=1,---r; oi il existe correspondance univoque entre les k et les 4) 


dans les yr? inconnus «,, soient compatibles et qu’aucunes des valeurs a 
ne soient infinies. 
Un cas spécial intéressant est «,, — 0 pour k+ A et a,, = B, pour 
k=A. Les équations (9) deviennent simplement 6, a), = c,,_, c’est-a-dire: 
Un groupe linéaire et homogene (5) coincidera avec son groupe 
adjoint s'il existe entre les coefficients a), et les indices de composition 
¢;,, une correspondance univoque de la forme 


(12) B, att _— Cr, m* 
Exemple: Considérons 
X, == XP, — aps, Xy—=—%Ps— Xyp,, Xz = Xp, — %py- 
Nous avons ici 
al) = at) = a®) = 1, a) = a2) = a) = — 1 
et tous les autres a, sont = 0; les indices de composition sont 
Cras = C131 = Oyo = 1, Cisp = Cog, = C39, = — 1. 
Dans ce cas nous choisissons 6, =p, = 6, = 1 et nous voyons que 


la correspondance demandée existe. Alors le groupe coincide avec son 
groupe adjoint. 


Genéve, Octobre 1901. 
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Beitrage zur Theorie und Anwendung der Variationsrechnung. 
j (Zweiter Aufsatz.) 


Von 


Apotr Kneser in Berlin. 


Lord Kelvin hat in einem seiner populiren Vortriige darauf hin- 
gewiesen, dass schon die Kénigin Dido veranlasst war, sich mit einem 
Problem der Variationsrechnung zu beschiiftigen, und zwar nicht gerade 
mit einem der leichtesten. Es handelt sich fiir die kluge Kénigin darum, 
mit einer Kuhhaut ein méglichst grosses Stiick Land zu umspannen; wir 
setzen voraus, dass der beriihmte Hinfall der Kénigin, die Kuhhaut in 
Streifen zu zerschneiden und diese zu einem Messband zusammenzukniipfen, 
schon auf méglichst vortheilhafte Weise vollzogen sei. Dann wird ver- 
langt, mit einer Linie von gegebener Liinge eine Fliche von méglichst 
grossem Areal zu umspannen. Die Aufgabe erfordert indessen, um villig 
bestimmt zu sein, nihere Festsetzungen; die Linie von gegebener Liinge 
kann zuniichst geschlossen sein; ein anderer Fall ist, dass die Endpunkte 
gegeben und durch eine feste Curve verbunden sind, welche zusammen 
mit der gesuchten Curve ein geschlossénes Gebiet umgrenzt. Diese beiden 
Fille kénnen jetzt als erledigt gelten; die gesuchte Linie ist ein Kreis 
oder Kreisbogen, und es sind nicht nur die nothwendigen Bedingungen 
des Maximums erfiillt, sondern dieses selbst ist vorhanden. 

Neue Schwierigkeiten treten auf, wenn man die Endpunkte der ge- 
suchten Curve nicht vorschreibt, sondern einen von ihnen oder beide 
willkiirlich laisst. Auch in dieser Fassung konnte die Aufgabe fiir die 
Kénigin Dido praktische Bedeutung haben; handelt es sich doch um ein 
an der Meereskiiste gelegenes Landstiick, und es ist ganz natiirlich, dass 
der Kénigin entweder iiber die Endpunkte ihrer Kuhhaut nichts vor- 
geschrieben wird, oder dass sie wenigstens nur an einer bestimmten Stelle 
der Kiiste zu messen beginnt, ohne sich von vornherein tiber den Punkt, 
in welchen sie endigen will, klar zu sein; die Kénigin kann hoffen, durch 
passende Wahl eines oder beider Endpunkte an der Kiiste das umspannte 


Mathematische Annalen. LVI, 12 
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Areal zu vergréssern. Es ist bekannt, dass auch in diesen Fallen die 
gesuchte Curve ein Kreisbogen sein muss; weit schwieriger aber ist die 
Frage, ob der Kreisbogen das gesuchte Maximum wirklich liefert, und 
es erhebt sich die Aufgabe, eine Grenze fiir die Linge des Kreisbogens 
anzugeben, welche, wenn sie nicht tiberschritten wird, das Maximum der 
umspannten Fiche sichert, aber nicht iiberschritten werden darf, ohne 
das Maximum zu gefihrden. Diese Aufgabe ist fiir den Fall, dass der 
Anfangspunkt fest ist in § 34 meines Lehrbuchs der Variationsrechnung 
(Braunschweig 1900) gelést. Auf den vorliegenden Bliittern leite ich die 
dort erhaltenen Resultate mit einigen Erweiterungen auf eine neve Weise 
her, um eine so altberiihmte und leicht zu formulirende Aufgabe mit den 
geringsten Mitteln zu erledigen; ausserdem aber bestimme ich jene Grenze 
auch fiir den Fall, dass beide Endpunkte der gesuchten Curve auf ge- 
gebenen Curven frei gewahlt werden kénnen. Es liegt dann eine Aufgabe 
der Variationsrechnung vor, bei welcher, wie man sagt, beide Integrations- 
grenzen variabel sind; fiir eine solche hat man meines Wissens die Grenze, 
an welcher das Extremum aufhért, abgesehen von dem Falle der kiirzesten 
Linie in der Ebene, bisher noch nicht untersucht und hinreichende Be- 
dingungen des Extremums noch nicht aufgestellt. 

Eine werthvolle Vorarbeit liegt in einer Abhandlung von Erdmann 
(Schlémilch’s Zeitschrift Bd. 23) vor; ihr folge ich besonders darin, dass 
ich einen von Euler herriihrenden und in seinem klassischen Werke 
Methodus inveniendi vielfach benutzten Kunstgriff anwende, durch welchen 
die Aufgabe, welche zunichst ein relatives Extremum fordert, auf die 
Untersuchung eines absoluten Extremums zuriickgefiihrt wird. 

Eine specielle Aufgabe, wie die bezeichnete, in allen Einzelheiten 
durchzuarbeiten erscheint mir fruchtbarer, als, wie es in der Mathematik 
vorgekommen ist, leere Allgemeinheiten zu entwickeln, zu denen die 
concreten Fille miihsam gesucht werden miissen oder trivial sind. Gerade 
bei einer solchen genauen Einzeluntersuchung zeigen sich erst alle prin- 
cipiellen Schwierigkeiten sowie die néthigen und méglichen Modificationen 
der allgemeinen Theorie. Das kann man bei den meisten wichtigeren 
Aufgaben der Variationsrechnung beobachten; viele von ihnen haben so 
zu sagen persdnliche Eigenthiimlichkeiten, die es unméglich machen, sie 
mit einem Schlage durch Anwendung allgemeiner Siitze zu erledigen, und 
das giebt ihnen gerade ihren Reiz. Denn das eigentlich Interessante in 
der Wissenschaft wie im Leben ist doch wohl nicht die widerspruchslose 
Anwendung der Regeln und nicht die schrankenlose Willkiir der indivi- 
duellen Bildungen, sondern der Conflict zwischen beiden, die Art, wie das 
Einzelne mit den allgemeinen Regeln in Widerspruch geraith und sich mit 
ihnen auseinandersetzt. 
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§ 1. 
Das einfachere Problem; nothwe:udige Bedingungen des Extremums. 


©, sei eine beliebige ebene Curve, deren Stetigkeitseigenschaften wir 
noch genauer formuliren, 0 und 1 seien zwei ihrer Punkte von denen der 
erste gegeben ist, der zweite zur Verfiigung steht. Dann verlangt die 
Aufgabe, die wir im Auge haben, bei einer gewissen Auffassung, den 
Punkt 1 so zu wihlen und die Punkte 0,1 durch eine solche Curve © 
zu verbinden, dass der auf dieser gemessene Bogen 01 die vorgeschriebene 
Liinge | habe, die Flaiche aber, welche von den beiden den Curven © und 
©, angehérigen Bogen 01 umschlossen wird, ein grésstmigliches Areal 
besitze. Um analytische Hiilfsmittel zur Behandlung dieser Aufgabe zu 
gewinnen, werde in der Ebene ein beliebig festgesetzter Drehungs- und 
und Umlaufssinn als positiv bezeichnet, und der Punkt 0 zum Anfangs- 
punkt eines Polarcoordinatensystems gemacht; in diesem sei 7 der Radius, 
und m der Winkel, um welchen eine Halbgerade im positiven Sinne ge- 
dreht werden muss, damit sie aus einer willkiirlich festgelegten Anfangs- 
richtung in die Richtung des Radius r iibergehe. Alsdann wird das Areal 
der von den Curven © und ©, umschlossenen Fliache in folgender Weise 
ausgedriickt: 


Ja {4 +2 [PDg; 


in dem ersten der rechts stehenden Integrale ist lings der Curve © von 0 
nach 1, im zweiten lings der Curve ©, von 1 nach 0 hin integrirt, womit 
die Bedeutung der Differentialzeichen d und D festgesetzt ist. 

Der Ausdruck J stellt das zu untersuchende Areal mit einem gewissen 


Vorzeichen dar; denn da allgemein Srdg ein Element der vom Radius 


iiberstrichenen Fliche bedeutet, positiv oder negativ genommen, je nach- 
dem der Winkel » wiichst oder abnimmt, so ist J die algebraische Summe 
der Flichentheile, welche der Radius 02 beschreibt, wenn der Punkt 2 
erst den Bogen 01 lings der Curve ©, dann den Bogen 10 lings der 
Curve ©, durchliuft. Diese Summe ist aber mit dem im gewdhnlichen 
Sinne bestimmten Areal der zwischen den beiden Bégen 01 liegenden 
Flaiche, wenn diese sich nicht schneiden, identisch oder ihm entgegen- 
gesetzt, je nachdem man die Fiche bei der oben beschriebenen Bewegung 
des Punktes 2 im positiven oder negativen Sinne umkreist. Der urspriing- 
liche Sinn der Aufgabe ist aber offenbar der, dass man das absolut ge- 
nommene Areal zwischen © und ©, zum Maximum machen soll: man hat 
daher, je nachdem der erste oder zweite jener beiden Fille eintritt, das 
Maximum oder Minimum des Integrals J aufzusuchen. 
12° 
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Um nun in der Summe J Integrationsvariable einzufiihren, von denen 
die vorkommenden Gréssen .in eindeutiger Weise abhiingen, bezeichnen 
wir durch s den vom Punkte 0 ab in der Richtung nach 1 hin gemessenen 
Bogen der Curve ©, durch 6 den von einem beliebigen Anfangspunkte 
begonnenen Bogen der Curve ©,, durch 0, ~ die Polarcoordinaten eines 
Punktes der letzteren. Die Werthe, welche irgend eine Variable, insbesondere 
eine der Gréssen rv, gy, 6, s in einem durch eine Ziffer bezeichneten Punkte 
annimmt, werden stets durch Anheftung dieser Ziffer bezeichnet, sodass 
z. B. r, der Werth von r im Punkte 1 ist. Dann ist offenbar 


dy 
S = 0, s, =, Do =a, dé, 


(1) (a) + (2) -1, 


Gi) er(i) a 


i 


Oo 
_1 (3d, 1 9 dw 
“a it fea 


l 
<3 fea %- fe’ 2 oY do. 
0 


Bei dieser Darstellung der Griésse J wird implicite vorausgesetzt, was wir 
hiermit ausdriicklich fordern, dass lings der Curven © und ©, die Gréssen 
r, , @, w stetige Functionen der Bogenliinge seien und erste Ableitungen 
nach dieser besitzen, die in solecher Weise integrirbar sind, dass die vor- 
kommenden Integrale nach den gewdéhnlichen Regeln der Differential- 
rechnung differenzirt werden kénnen. Fiir die gesuchte Curve © wollen 
wir weiter noch voraussetzen, dass lings ihrer auch die zweiten Ab- 
leitungen von r und » nach sg stetige Functionen dieser letzteren Grésse 
seien, womit die sogenannten discontinuirlichen Lisungen der Aufgabe 
von vornherein ausgeschlossen werden. Setzen wir noch 

. ee 

P= as 
so ergiebt sich der ersten Identitit (1) zufolge 


1-5 fr Vixvae— 3 fords de ©9 


wobei das Vorzeichen der Quadratwurzel ea die Gleichung 


cata dg 
V1i-p? es 


definirt wird. 











Qo, es = oO. ON o,d a ae Ss 


host oa. 2 eh 2 


— - © 


aN a 
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Die Curve © soll nun unter den die Curve ©, mit dem Punkte 0 ver- 
bindenden Curven von der Liinge / einen extremen Werth von J ergeben; 
speciell also soll sie auch diese Grésse zum Extremum machen, wenn man 
sie mit anderen Curven von derselben Linge und demselben Endpunkte 1 
vergleicht. Fiir alle diese Curven bleibt der zweite Summand des Aus- 
drucks J derselbe; die Curve © muss also auch den Ausdruck 


: U 
w= [ryinpias 
/- 


zum Extremum machen, wenn man den Punkt 1 als fest betrachtet. In- 
dem wir aus dieser Forderung die Differentialgleichungen der Curve © 
herleiten, benutzen wir den auch von Erdmann angewandten Kunstgriff 
Euler’s, durch welchen das isoperimetrische Problem auf ein Problem 
des absoluten Extremums zuriickgefiihrt wird. 

Um die Bedeutung dieses Kunstgriffs vollig aufzukliren, verstehen 
wir unter s, x rechtwinklige Coordinaten in einer Ebene, die wir als die 
zweite bezeichnen, im Gegensatz zur ersten, in welcher die Curven © und 
©, gezeichnet sind. Dann entspricht jeder vom Punkte 0 ausgehenden 
Curve der ersten Ebene in der zweiten eine ebenfalls vom Coordinaten- 
anfangspunkt ausgehende Curve, bei welcher die Abscisse jedes Punktes 
der liings der ersten Curve bis zu dem entsprechenden Punkte gemessenen 
Bogenlinge, die Ordinate dem Radius in der ersten Curve gleich ist. 
Speciell entspricht der Curve © eine Curve @’, welche im Punkte 


s=l, r=, 


endigt. Umgekehrt sei in der zweiten Ebene eine Curve ©,’ vom Coordi- 
natenanfangspunkt in das Gebiet positiver Coordinaten hineingezogen, 
lings deren dr:ds dem absoluten Werthe nach nicht grésser als + 1 
wird; dann entspricht ihr eine Curve ©, in der ersten Ebene mittelst der 


Gleichungen 
ds ~ fdr\2? 
ron tei) 
oder 


(2) rar, P= % +/% Vi-@, 
0 


in welchen die Quadratwurzel ein festes Vorzeichen haben und links die 
Polarcoordinaten der ersten Ebene stehen; bei beliebig fixirtem Werth 
von g, ist die Linge dieser Curve gleich der Abscisse der Curve ©,’ 
Die willkiirliche Grisse g, kann benutzt werden, um dem Winkel 
in irgend einem Punkte, etwa im Endpunkte, einen vorgeschriebenen 
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Werth beizulegen. Hat nun die Curve ©,’ Anfangs- und Endpunkt mit C’ 
gemein — es sind die Punkte (0,0) und (/,7,) in der zweiten Ebene —, 
so wird im Endpunkt der Curve ©, fiir m der Werth 


: : 2 
mt) V1- (aa) 
0 


erhalten; setzt man daher 


L 
n= n—feyi- ey 
0 
so endigt die Curve ©, ebenso wie © im Punkte 1, und hat dieselbe 
Bogenliinge wie ©. 

Speciell werde die Curve ©,’ so gewihlt, dass sie mit der Curve @’ 
zusammenfallt bis auf ein Stiick, lings dessen |p! den Werth 1 nicht 
erreicht; weicht ©,’ lings dieses Stiickes auch beziiglich der Richtung 
hinreichend wenig von ©’ ab, so ist auch fiir dieses Stiick die Grosse p 
von +1 verschieden, und die Construction der Curve ©, ist nach der 
angegebenen Vorschrift (2) méglich, und sie gehért, da sie Lange und 
Endpunkte mit © gemein hat, zu denen, mit welchem © in der vor- 
liegenden Extremumsaufgabe verglichen werden muss. Es muss daher in 
leicht verstiindlicher Bezeichnung die Differenz 


J°(G,) — I°), 
mithin auch die hiermit identische Grésse 

J°(C,') — IC) 
ein festes Vorzeichen haben. Aus dieser letzteren Forderung ergiebt sich, 
wenn man 


J° — Fe, s, dr, ds) 
setzt, nach den gewéhnlichen Regeln der. Variationsrechnung 


a f—aGh)-0 


F F 
ts —d (55) = 0. 
Diesen Gleichungen muss also jedes Stiick der Curve © geniigen, auf 
welchem p die Werthe +1 nicht erreicht. Dass diese Werthe aus- 
geschlossen werden, ist iibrigens auch deshalb néthig, weil fiir sie die 
Function F(r, s, dr, ds) singulir und der Ausdruck 

F(r+dr, s+ds, dr+dér, ds+dés) 
nicht mehr nach ganzen Potenzen von dr, ddr,--- entwickelt werden kann, 
was die gewohnliche Argumentation der Variationsrechnung voraussetzt. 
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Setzt man in die zweite Gleichung (3) den Werth 


F=rVds*? —dr 


ein, in welchem die Quadratwurzel, da p von +1 verschieden bleibt, ein 
festes Vorzeichen besitzt, so ergiebt sich, unter c eine Constante verstanden, 


“) yi-p 


oder, da das Vorzeichen der Quadratwurzel durch die Gleichung 


ra? _ Vir 





definirt wird, 


- d 
(5) dg = —- 


Hier muss zuniichst die Gleichung 
dr = 0, p=0, 
welche die Gleichung (4) erfiillt, ausgeschlossen werden, da sie mit der 
ersten Gleichung (3) in Widerspruch steht: diese lautet naimlich 
Vas? —dr? — ‘(Ga ;) = 0 = 
und wiirde, wenn man dr = 0 setzte, auch ds = ergeben, was bei einer 


eigentlichen Curve nicht méglich ist. Bringt man nun die Gleichung (4) 


auf die Form 
cdr 


maf 
so kann, da dr:ds oder p sich lings des betrachteten Bogens der ge- 
suchten Curve stetig aindert, die Quadratwurzel ihr Vorzeichen nur dndern, 


indem sie verschwindet. Fiir eine Strecke, auf welcher dies nicht eintritt, 
also p von 0, +1 und — 1 verschieden bleibt, hat man daher 


ds = 


dr 
ds C 


a— @ es ’ 
c r \2 
V-© 
wobei ¢ ein bestimmter der Werthe +1 und die Quadratwurzel positiv 


ist. Hieraus ergiebt sich, indem man die Gleichung (5) beriicksichtigt 
und unter 6 eine neue Constante versteht, 


° r 
edg = d arc sin “te 


(6) r =c sin (ep+b). 
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Schreibt man fiir die letzte Gleichung 


r2 


=céecosh-rsing + csinb-r cos p 
und benutzt die zwischen rechtwinkligen und Polarcoordinaten geltenden 
Beziehungen 
“£=rcoeg, y=rsing, 

so erhilt man 

“+y=cecoshb-y+csnb-a2; 
ein Bogen der gesuchten Curve, auf welchem p von +1 und 0 ver- 
schieden ist, muss also Theil eines durch den Coordinatenanfangspunkt 
gehenden Kreises sein. Nun ist aus elementaren Erwigungen unmittelbar 
ersichtlich, dass zwei solche Bégen, welche verschiedenen Kreisen an- 
gehéren, sich stets nur in einer Ecke aneinanderschliessen kénnen; soll 
also, wie wir verlangen, die gesuchte Curve eine stetig verinderliche 
Tangente haben, so kann sie nichts anderes sein als ein einziger im 
Punkte 0 beginnender Kreisbogen. Liings eines solchen dreht sich der 
Radius, der den Punkt 0 mit einem lings des Bogens in bestimmter 
Richtung laufenden Punkte verbindet, in einem bestimmten Sinne; die 
Zahl <, welche diesen Sinn mittelst der Gleichung (5) bestimmt, ist also 
lings unsrer Curve constant. Der Durchmesser des Kreises ist offenbar 
+c; durch Vermehrung der Constanten b um a kann man ndthigenfalls 
bewirken dass ¢ positiv ist. Ohne Schaden der Allgemeinheit kann also 
angenommen werden, dass c der Durchmesser des Kreises © ist, wobei 
dann freilich die Gleichung (5) in dem Falle, dass der Radius sich bei 
wachsenden Werthen von s im negativen Sinne dreht, durch die Gleichung 
dg = —— 


c 


zu ersetzen ist. Bei der festgesetzten Bedeutung der Zahl ¢ und positivem 
Werth von ¢ hat man also allgemein 
(7) dg =*=. 

Die durchgefiihrte Argumentation versagt in dem Falle, dass lings 
eines Stiicks der gesuchten Curve p entweder den Werth +1 hat oder 
verschwindet. Letzterer Fall ist, wie oben schon gezeigt, auszuschliessen; 
in ersterem Falle wiirde das betreffende Stiick ein Segment einer durch 
den Anfangspunkt gehenden Geraden sein; ein solches kann sich mit den 
oben definirten Kreisbégen nur in Ecken Zu einer zusammenhiingenden 
Curve ergiinzen; es bleibt also nur der Fall iibrig, dass die Curve © eine 
vom Punkte 0 ausgehende Gerade ist. Wir unterlassen eine nihere Unter- 
suchung dieses Ausnahmefalles. 
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§ 2. 
Die auf die variable Grenze beziigliche Bedingung. 

Aus dem Umstande, dass iiber den Punkt 1 lings der Curve ©, frei 
verfiigt werden kann, ergiebt sich eine neue Bedingung, welche der Kreis- 
bogen © im Punkte 1 erfiillen muss, wenn das gesuchte Extremum vor- 
liegen soll. 


Um diese Bedingung abzuleiten, combiniren wir die Gleichungen (6), 
(7) des § 1 und erhalten fiir den Bogen © die Gleichung 


r—csin (+ +), 


in welcher c der Durchmesser des Kreises, dem der Bogen © angehdrt, 
und 6° eine Constante ist. Da nun der Bogen s vom Punkte 0 an ge- 


rechnet wird, so folgt 
sin b° = 0; 


b° hat also bis auf Vielfache von 2” einen der Werthe 0 und a. Da 
ferner c, s und r positive Gréssen sind, und Vielfache von 22 weggelassen 
werden diirfen, so kann man 
b° = 0 
setzen, und es ergiebt sich 
r=csin— 
c 
als Gleichung des Bogens ©; denkt man denselben in der Richtung 
wachsender s durchlaufen, so bleibt die Grosse ; zwischen den Grenzen 0 
und a. Daraus folgt, dass die Grésse 
or i 8 8 
ie > 
abgesehen vom Punkte 0 liings des Bogens © von Null verschieden ist; 
denn die kleinste von Null verschiedene Wurzel der Gleichung 


tang 7-2 = 0 


liegt bekanntlich zwischen 2 und “. 


Hieraus ergiebt sich weiter, dass man die Gleichung 
7 re 
(1) 9 — sin, = 0, 


in welcher g die in § 1 definirte Function von o ist, nach c® auflésen 
kann, wenn |¢—o,| hinreichend klein ist; denn sie ist fiir c°=c, 6=6, 
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erfiillt und die Ableitung ihrer linken Seite noch c® ist fiir dieses Werth- 
system von Null verschieden. 

Der erhaltene Werth von c® convergirt gegen die Grenze c, wenn 
die Differenz |¢ — 6,| und damit |e —,r,| unendlich abnimmt. 

Dieses Resultat bedeutet geometrisch, dass jeder in der Umgebung 
von 1 liegende Punkt der Curve ©, mit 0 durch einen Kreisbogen von der 
Linge J verbunden werden kann, fiir welchen die Gleichung 


(2) r = c° sin * 


besteht. Ein solcher Kreisbogen ist zunichst zweideutig bestimmt, da ja 
durch zwei Punkte je zwei Kreisbégen von derselben Linge gelegt werden 
kénnen. Der Kreisbogen wird aber bestimmt, wenn noch festgesetzt wird, 
dass lings seiner der Drehungssinn des Radius 02, wenn der Punkt 2 
vom Punkte 0 nach der Curve ©, hin lauft, ein vorgeschriebener sein soll, 
etwa derselbe, wie fiir den Bogen ©. Jetzt bilden wir, indem wir fiir r 
den Ausdruck (2) einsetzen und die Grésse ¢® durch die Gleichung (1) 
als Function von 6 definirt denken, die Grisse 


¥(6) = five —pds — s feria 


welche fiir o=—6,, c’=—c den Werth J annimmt. Da nun die Kreis- 
bégen (2) die Curve ©, erreichen, wenn s=/ wird, so gehéren sie zu 
den Curven, mit welchen man © hinsichtlich des Werthes von J ver- 
gleichen muss, und die Forderung, dass J ein Extremum sei, ergiebt 
unmittelbar 


¥’(6,) =0 


Schreiben wir den Ausdruck Y(o) in der Form 
i . a 
¥ (6) ~ fre, p)ds — fe oe de, 
0 Oo 


und operiren mit dem Zeichen der Ableitung nach 6, wie man in der 
Variationsrechnung mit dem Zeichen 6 zu thun pflegt, so ergiebt sich, 
indem die partiellen Ableitungen von f durch ein entsprechendes Suffix 
bezeichnet werden, 


vo) ~[(: b+ fe Gt) as — a 


1 
fr 5n 9+ +Hf(e- “e) as —+9%4 
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Nun verschwindet der Integrand im zweiten Summanden, da alle be- 
trachteten Kreisbégen Extremalen des Integrals 


| f(r, p)ds 
sind; also folgt, indem man den Werth von f, ausrechnet und einsetzt, 


a) —tp Ori 1 dy. 
VO) = inp del, 2 Cae? 





0 
und da fiir s=0O der Werth von r stets Null ist, erhilt man fiir den 
Punkt 1 die Gleichung 
\ , _ —rp ori 1 dy 
(3) Y'(6) = wip il ~F og? * =0. 
Um diese Gleichung zu deuten, bedenken wir, dass nach (1) und (2) 
fiir s=/ die Gleichungen 


eas dr de 
dite. ado =o 
bestehen, und dass immer 
Vi-p=r® 


ds 


zu setzen ist; man erhilt so aus der Gleichung (3) fiir den Punkt 1 das 
Resultat 
dr de dg dy _ 
(4) ds det Cas de 
Die Curven © und ©, miissen sich also im Punkte 1 unter rechtem 
Winkel schneiden. 
Versteht man unter ds, do positive Differentiale, so sind fiir s = J, 


6=6, die Gréssen 
dr 


d 
de ds, e ie ds 
die Componenten des in der Richtung 01 durchlaufenen Bogenelements 
der Curve © im Punkte 1, genommen nach der Richtung wachsender r 
und nach der gegen diese um 90° im positiven Sinne gedrehten Richtung 
wachsender » bei festem 7, und die analoge Bedeutung haben die Gréssen 


de 


dy 
de dé, Q de dé 


fiir das im Sinne wachsender o durchlaufene Element der Curve ©, im 
Punkte 1. Die Determinante 
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giebt daher den doppelten Inhalt des mit seinem Vorzeichen genommenen 
Dreiecks an, welches die beiden Bogenelemente ds und do einschliessen, 
wenn der Umlaufssinn dadurch bestimmt wird, dass man das Element ds 
von seinem Anfangspunkte beginnend durchliuft. 

Nun kann man aber der Gleichung (4) zufolge setzen 


- do dg dy adr 
(5) de" ~~ Wa (2a "tm 
und die Identitiiten (1) des § 1 ergeben 

y= +1; 


man hat also die Gleichung 
A=71; 
und die Zahl y ist die positive oder negative Einheit, je nachdem das 
Element do gegen das Element ds im positiven oder negativen Sinne um 
90° gedreht ist, was wir in leicht verstindlicher Bezeichnung schreiben 
sin (ds, dd) = » 

Beiliufig folgt aus den Gleichungen (5), dass im Punkte 1 die Grésse 

rs nicht verschwinden kann; denn daraus wiirde folgen 


dg 
ds —% 


was der Gleichung (7) des § 1 widerspricht. 


§ 3. 
Bestimmung des extremalen Brennpunktes. 


Wir nehmen nun an, ein Kreisbogen ©, welcher den Punkt 0 mit 
der Curve ©, verbindet, letztere im Punkte 1 senkrecht schneidet, und 
die vorgeschriebene Liinge / besitzt, sei gefunden und es mégen fiir ihn 
die Gleichungen 
(1) r—csin—, dg=e% 
gelten, in welchen ¢ der absolut genommene Durchmesser des Kreises ist, 
dem der Bogen © angehért. Wir construiren sodann alle Kreisbégen, 
welche in der Nihe des Punktes 1 die Curve ©, senkrecht schneiden und 
durch den Punkt 0 gehen; fiir diese gelten Gleichungen von der Form 


(2) r =c sin (= +0), dg =e, 


worin ¢ eine positive Grésse ist, welche nicht mehr genau denselben 
Werth hat wie in den Gleichungen (1), « aber dasselbe wie oben bedeutet, 
da der Drehungssinn des Radius, wenn man nur von © hinreichend wenig 
abweichende Bégen betrachtet, derselbe bleibt wie auf dem Bogen ©. 
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Auf dem Kreisbogen (2), dessen Liinge vom Punkte 0 bis zur Curve ©, 
im Allgemeinen nicht mehr / sein wird, sei 2 ein variabler, dem Argument 
s entsprechender Punkt, 3 der Schnittpunkt mit ©,. Verlegt man nun 
auf einer einzelnen Curve (2) den Punkt, von dem aus die Messung des 
Bogens beginnt, so kann man die Constante b um einen beliebigen Betrag 
indern; man kann daher itiber dieselbe so verfiigen, dass s an einer ge- 
gebenen Stelle einen vorgeschriebenen Werth annimmt, z. B. im Punkte 3 
den Werth /, sodass immer . 

s, =. 


Damit wird, da auf der Curve ©, immer r = @9 ist, die Gleichung 
« Ae 
(3) esin (~ +b)—9=0 


gefordert; diese bestimmt mit einer den senkrechten Schnitt der Curven 
©, und (2) darstellenden Relation die Gréssen b und ¢ als Functionen 
von 6, sodass der durch die Gleichung (2) definirte Ausdruck r als Func- 
tion von s und 6 erscheint. 

Wir bilden nun das Integral 


l oO 
wiles ell 2 1 [osdy 
“= — t frvi-p ds + fe qe @9> 


in welchem 6 fiir 6,, s fiir s, geschrieben ist; fiihren wir dann wieder 
die Bezeichnung 

7 F 2 1 72 72 

F(s,r,s,ry=5 rVs?—r 


ein, so hat man 


co’ 


i 
ou ‘OF (s,1, ds, dr) 1 ,dy 
ge — fo a REFS 
. 8 


oder nach der bekannten partiellen Integration 
(4) ee ea 
Fiihrt man s =¢ als Parameter ein, sodass 
(5) s' = 1 
wird, so folgt 

3¢~ Fe 5a Fe 5e| +9 Cae 
nun ist offenbar 


ania rr 
F , 423 eS 
vr  eyst—r? 
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oder nach (5) 
= rp 


*. 7. 2Vi—p’ 
und die senkrechte Lage der Curven ©, und 03 wird dadurch charakterisirt, 
dass die Relation (4) des § 2 gilt, welche auf Grund der Gleichung (3) 


in der Form 


Or |s=! 1 ody | 
(6) FY 56 ~ 2°? de =9 


geschrieben werden kann; die Gleichung (4) ergiebt also einfach 


dup Or 
66 "de 
Man findet ferner unmittelbar 
Ou , or , Os 
ds = P= F, 5, + Fe 5, 
also zusammengefasst 
7 0 ~ ] 
(7) du =<" do + < ds =F, dr + F,ds, 


1 a ? ] er / 
0G os 


Es ist nun leicht zu sehen, dass unter gewissen Voraussetzungen in 
dieser Formel dr, ds als unabhingige Differentiale betrachtet werden 
kénnen, sodass « als Function von r und s erscheint. Um dies zu zeigen, 
bringen wir zunichst die Gleichung (6) in méglichst explicite Form. Aus 
der Gleichung (2) folgt 


p = cos (: +0), 1 — p* = sin? ( +b) 
und da immer die Quadratwurzel 1 — p* durch die Gleichung 


yi-p-r% 


ds 
definirt wird, folgt mit Beriicksichtigung der zweiten Gleichung (2) 
yi-p== =é sin (: + b). 
Die Gleichung (6) wird hiernach, da der Relation (3) zufolge 
4 ee 


éc| de 
gesetzt werden kann, 


(8) &¢ COS (< + b) ? 4 oe Pu ®, 


do do 








~_— ~~ ot om ewe 


(3) 
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Nun folgt aus den Gleichungen wi des § 2 


de 7 
ae no 4% =— n=; 


also nimmt die Gleichung (8) folgende Gestalt an: 


— ne cos (; +) +974? = 0, 


do 


oder mit Beriicksichtigung der Gleichung (3) 
(9) : — ne sin (3 + 20) + 295% =O. 


Diese Gleichung giebt die oben schon erwihnte zweite Relation zwischen 
b, ¢ und 6, welche geometrisch den senkrechten Schnitt der Curven 03 
und ©, bedeutet. Combinirt man hiermit die Gleichung (3), so kann 
man sich 6 und ¢ als Functionen von 6 ausgedriickt denken; denn die 
Functionaldeterminante der linken Seiten nach b und ¢ hat den Ausdruck 


‘sin (2 +20) — = cos (+20) — sin( +0) — 5 cos (£ +0) 
| 600 (24-88) ois) | 
san 429) an (E49) 
acon (2 +20) cos (+8) 
=— 2ye sin (5 +0) {eos? (| +0) — cos (5 + 20)} 
=--2ne sin’ (1 +0), 


ist also in der Umgebung des dem Bogen © entsprechenden Werthsystems 
b=0, ¢=c von Null verschieden. Demzufolge haben die Gréssen b 
und ¢ als Functionen von 6 an der Stelle 6 = 6, stetige und endliche 
erste Ableitungen und dasselbe gilt von 7 als Function der Argumente 
s und 6. 

Wenn nun die Differentiale dr und ds nicht unabhingig wiren, so 
kénnte man den Gleichungen 


(10) dr =ds=0 
geniigen, indem man fiir * den Werth 

. 8 
(11) r=csin (= +0) 


setzt und die Gréssen b, c als durch die Gleichungen (3), (9) gebundene 
Variable ansieht. Der erste Punkt, in welchem, wenn man die Curve © 
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vom Punkte 1 aus riickwirts durchliuft, die Gleichungen (10) zusammen 
bestehen, heisst der extremale Brennpunkt der Curve ©, auf der Extremale 
€; er ist fiir das Eintreten und Aufhéren des Extremums von wesent- 
licher Bedeutung. Bildet man die Gleichungen (10) mit dem Ausdruck 
(11) fiir r; differenzirt man ferner die beiden Gleichungen (3) und (9) 
und setzt: 


a= +b, B= 5+b, 


so ergeben sich folgende drei Relationen, die zusammen fiir den extremalen 
Brennpunkt charakteristisch sind: 


(sine — cos «) de+ccosa-db —0, 


; al o 4 /[ ed 
— 4 (sin 26 — = cos 28) de — 2ycecos28-db+ 2 = (9?5*) -do = 0, 


(sin 6 — + cos f) de+ccos B-db—5° do = 0; 


nach der Differentiation ist in diesen Gleichungen, da wir speciell die 
Punkte des Bogens © betrachten wollen, b= 0 zu setzen, sodass 


s 1 
ihe p= —; 


berechnet man noch die Grosse st aus den Gleichungen (8) und (9), so 


erscheinen die erhaltenen Gleichungen in folgender Gestalt: 

(sin a — a cos a) de + ¢cosa-db=0, 
(12) —y(sin 26 —2£ cos 28) de—2yce cos 2p-db+2% (0°¢”) d6=0, 

(sin B — 8 cos B) de + c cos B- db + ye sinB-de=0. 

: . db de 
Da nun die Quotienten =, 7; 
so folgt aus den letzten drei Gleichungen, indem man durch de dividirt, dass 
die Determinante der Coefficienten der Differentiale dc, db, dé verschwindet. 

Ehe wir die hiermit erhaltene Gleichung hinschreiben, transformiren 

wir noch den Coefficienten von dé in der zweiten Gleichung (12). Fiihren 
wir zu diesem Zweck neben dem bisher betrachteten Polarcoordinaten- 
system ein rechtwinkliges mittelst der Gleichungen 


wie oben gezeigt, endliche Werthe haben, 


L£=r cosy, y=rsiny 


ein, so ist die + y-Axe desselben gegen die + x-Axe, welche mit der 
Richtung » = 0 zusammenfillt, im positiven Sinne um 90° gedreht, und 
man findet fiir die Punkte der Curve ©, auf welcher r= ist, 
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°° st =« y —% = , 
(8) ie (0 Ge) ~*~ 9 ae 
Beriicksichtigt man sodann die Identititen 
(as (ie) + (ae) = 1, 
(15) : ie gata ge 


so sieht man zunichst, dass die Grésse 


(16) é = x arctg (3 : =) oe Se _. | Se 
die Kriimmung der Curve ©, ist, und R der Kriimmungsradius positiv 
oder negativ genommen, je nachdem die Richtung von der Curve nach 
dem Kriimmungsmittelpunkte hin zu der Richtung wachsender 6 ebenso 
oder entgegengesetzt liegt wie die + y-Axe zur + 2-Axe; nach dem, was 
iiber die Lage dieser Axen bemerkt wurde, ist also R positiv oder negativ, 
je nachdem die Richtung des von der Curve weg gezogenen Kriimmungs- 
radius, welche wir FR’ nennen wollen, gegen die Richtung do>0 um 
90° oder 270° im positiven Sinne gedreht ist. Man hat daher die beiden 
Falle 

R>O0, (do, R’) = 90°, 

R<0, (do, R’) = 270°, 


wobei die Winkel stets im positiven Sinne wachsend gemessen werden. 
Combinirt man hiermit die nach § 2 geltenden Relationen 


n=+1, (ds, do)= 90°, 

7=-1, (ds, do) = 270°, 
so erhalt man als die méglichen Fille 

Ry> 09, (ds, R’) = 180°, 

Ry <0, (ds, R’) = 0°. 
Die Grésse — Ry ist also positiv oder negativ, je nachdem die Richtung 
vom Punkte 1 nach dem Kriimmungsmittelpunkt der Curve ©, die Ver- 


lingerung des von 0 nach 1 durchlaufenen Kreisbogens (1 bildet, oder 
nicht. Fiir diese Grésse — Ry werde die Bezeichnung 

R® = — Ry 
eingefiihrt; ihr absoluter Werth ist offenbar der Kriimmungsradius der 
Curve ©). 


Mathematische Annalen. LVI 13 
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Rechnen wir nun aus den Gleichungen (15), (16) die zweiten Ab- 
leitungen avs, so ergiebt sich nach (14) 
i 1 dy d*y 1 dz 
do® Rds’ de R de’ 
also nach (13) 
d dy\ _ e de 
(17) ie (Zs) —+ 8 ae 
oder mit Benutzung der Gleichungen (5) des § 2 und (2) des gegenwiirtigen 
Paragraphen 
d dg\ e dp _ —=nere__— negsing 
£ (oi) -— grit -— gt -—ge 


Re R 


Auf Grund dieses Resultats erhalt die Resultante der Gleichungen (12) 
folgende Form: 








! 
' 


sin @ — @ cos « C COS & 0 | 


-. B | 
| — »(sin2B—2Bcos2B) —2ycecos2pB — sacemne | = @, 
sin 8 — f cos B c cos B ye sin B | 


oder wenn man den von Null verschiedenen Factor ge sin 6 abscheidet, 
und ¢ sin # fiir @ schreibt, 


sin @ — «@ COS @ COs @ 0 | 
| — sin 268+2Becos2B —2cos2p + Seeing |= 0. 


| R° 
| sin B — B cos B cos 1 

Von besonderer Wichtigkeit ist, wie wir sehen werden, die Frage, 
wann der Punkt 0 selbst der extremale Brennpunkt ist. Da in diesem 
Falle r, fiir s = 0, also im Punkte r = 0 verschwindet, geht die Curve 6, 
wenn man 6 um do vermehrt, in eine benachbarte Curve der Schar (11) 
iiber, welche ebenfalls dem Werthe s = 0 entsprechend durch den Coordi- 
natenanfangspunkt geht. Dieser ist dann also mit der Curve ©, durch zwei 
benachbarte Kreisbégen der Schar (11) verbunden, deren Linge bis auf 
unendlich kleine Gréssen héherer Ordnung dieselbe ist. Man erhilt die 
analytische Bedingung fiir diese Erscheinung einfach, indem man in der 
letzten Gleichung die Annahme 

s=0, a=0 

einfiihrt; dann ergiebt sich 


(18) sin 28 — 26 cos 2 + =. sin 6 (sin 6 — Bos p) = 0. 


Diese Gleichung kann leicht discutirt werden, da sie, wenn man 
B = 2 sin B (sin 8 — B cos 8) = 1 — cos 26 — £ sin 28 
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setzt, in der Form 


dB B 1 dB 
(19) agtw-% wa 


geschrieben werden kann; man findet nimlich aus der ersten Form des 
Ausdrucks B 
d 


ia 1 dB B sin B 
(20) B dp” cotg B + sin 8 — B cos B 


= cotg B + (J —cotg A)’ 








da nun die Groésse 


di . ; 
ip (gente 8) = — prt aarp 


positiv ist, so nimmt die Grésse 6-'— cotg 6 mit 6 bestiindig zu; ihr 
reciproker Werth nimmt also ebenso wie cotg 6 mit wachsenden Werthen 
von B ab, und dasselbe gilt somit von der linken Seite der Gleichung (20). 
Da diese Grésse, sobald 6 den Werth Null verlassen hat und zwischen 
0 und z liegt, stets endlich ist, so zeigt die Gleichung (19), dass zu jedem 
Werth von # in dem bezeichneten Intervall ein zugehériger mit 8 wachsen- 


der Werth von —, bestimmt werden kann, und dass die verschiedenen 


R® 
Werthen von # entsprechenden Werthe i verschieden sind. Man findet 


ferner fiir kleine Werthe von #6 die Entwicklungen 
4 
sin B (sin 6 —£ cos £) - fees, 


sin 26 — 2B cos 26 = : B+--, 
und die Gleichung (18) ergiebt 


c 1 
Re =— 7 Gt: ) 


wobei die weggelassenen Glieder stets héhere Potenzen von £ enthalten 
als das jeweils hingeschriebene Glied. Fiir unendlich kleine, positive 
Werthe von 6 erhilt man somit 


c 

R =— ©. 
Sodann bemerkt man, dass fiir B =a der Factor sin verschwindet, 
wihrend die Grissen sin 6 — f cos B und 28 cos 26 positiv sind; die Glei- 
chung (18) ergiebt somit, wenn man f# wachsend gegen die Grenze 2 
convergiren lisst, 

= = ++ ao 

R° : 
Durchliuft also 6 das Intervall von 0 bis 2, so durchliuft die der Glei- 


chung (18) gemiiss bestimmte Grésse c:R° das Intervall aller reellen 
13* 
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Werthe von — oo bis + oo und erreicht jeden dieser Werthe ein ein- 
ziges Mal. 
Erinnern wir uns nun daran, dass 


b=; 


der halbe Centriwinkel des Kreisbogens 01 ist, so kénnen wir das Re- 
sultat dieses Paragraphen in folgender Form zusammenfassen. 

Die Curve ©, werde im Punkte 1 von einem Kreisbogen 01, dessen 
Durchmesser c, dessen Centriwinkel 28 ist, unter rechtem Winkel geschnitten; 
R° sei der Kriimmungsradius der Curve ©, im Punkte 1 positiv oder negativ 
genommen, je nachdem die Richtung von 1 nach dem Kriimmungsmittel- 
punkte hin in die Verlingerung des Kreisbogens fillt oder nicht. Dann ist 
der Punkt 0 der extremale Brennpunkt der Curve ©,, d. h. Schnittpunkt 
zweier unendlich benachbarter Kreisbigen, welche die Curve ©, senkrecht 
schneiden und bis auf unendlich kleine Grissen hiherer Ordnung gleich lang 
sind, wenn die Gleichung 

2 


sin 28 — 28 sin 26 + is sin B(sin 8 — B cos B) = 0 


besteht. Liisst man das Verhiiliniss c: R® alle reellen Werthe von — co bis 
+ co durchlaufen, so hat diese Gleichung stets eine einzige Wurzel im Intervall 
von 0 bis x, und diese bewegt sich wachsend von 0 bis x. 


§ 4. 
Allgemeines tiber das Aufhéren des Extremums im Brennpunkte. 


Will man zeigen, dass in dem extremalen Brennpunkte 0 das Ex- 
tremum wirklich aufhért, so entsteht bei unsrer Aufgabe eine eigen- 
thiimliche Schwierigkeit daraus, dass eine Voraussetzung nicht mehr gilt, 
die man bisher bei der allgemeinen Theorie zu machen gewohnt war; 
im Punkte 0 wird nimlich die Grésse 

gs \s=0 


csin— | 
= | 


TS LN ett. IF 
op* 2(Vi — p*)° +2 sin® 4 


° 


unendlich gross, und der Integrand wird iiberhaupt in dem Anfangselement 
des Bogens 01, da hier p=1 ist, singulir. Das verursacht folgende 
abnorme Erscheinung. Betrachtet man irgend eine von einem Parameter 6 
abhiingende Schar von Extremalen, in welcher aber 6 nicht gerade die 
bisher so bezeichnete Grésse zu sein braucht, und differenzirt demgemiiss 
die Gleichung der Extremalen 
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d r 2 dp 
as(7e=5) - 9 oder 1—p +f z= 

nach 6, so ergiebt sich fiir die Grésse r, oder a die lineare Differential- 

gleichung 


d*r, 


dp dr 
"ods — 2P ag +? age = 9. 


Da nun die Coefficienten dieser Gleichung, wenn man durch den Factor 
2 


d . 
der Grdsse =f dividirt, nicht regular sind, so kann man fiir den Punkt 


d 
r =0 nicht schliessen, dass die Gréssen r, und = nicht beide zugleich 


verschwinden. In der That ergiebt die Rechnung, wenn man von dem 
Ausdruck ‘ 


r=csin (¢ + b) 
ausgeht und die Differentiation durch Suffixe andeutet, 


r, = ¢, sin ( +b) +0(b, —“*) 0s (: +), 


dr, oo § & 5 8, . 8 
zz"; (3 + ») aah cos (* + b) — (0, —“*) sin (; 4+ 0). 
Fir b=0,s=0, d. h. fiir den Punkt 0 auf der Extremale © ergiebt 


sich also stets 
dr, 
a ~% 
und wenn dieser Punkt der im vorigen Paragraphen betrachtete Brennpunkt 
ist, hat man in ihm auch r, = 0. Damit fallt aber eine wesentliche Stiitze 
des Beweises fiir das Aufhéren des Extremums im Brennpunkte; hat man 
in der Bezeichnung meines Lehrbuchs (§ 25) die Extremalenschar 


«= §(t,a), y= u(t, a), 
und ist auf der dem Werthe a = a, entsprechenden Curve ein Brennpunkt 
dadurch charakterisirt, dass die Grisse 


r,) é, a=4, 
M(t a) = 56a 


verschwindet, so wird wesentlich benutzt, dass unter den dort geltenden 
Voraussetzungen A,(¢, a) von Null verschieden ist. Die Gréssen r, und 





= werden aber offenbar specielle Falle von A und A,, indem man 
&(t,a)=t=s, y(t, a) =7, a=6 


setzt, womit die Abweichung unsrer Aufgabe von der allgemeinen Theorie 
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vor Augen liegt. Zur Ergiinzung der letzteren dient die folgende Unter- 
suchung, die wir vollkommen unabhangig von der Variationsrechnung 
fiihren. 
Durch die Gleichungen 

(1) a = §(t, a), y = u(t, a) 

sei eine Curvenschar definirt, deren Glieder den einzelnen Werthen von 
a entsprechen; &, 4 seien stetige mit stetigen ersten und zweiten Ab- 
leitungen versehene Functionen, und die Ableitungen &,, y, mégen in dem 
betrachteten Werthgebiet nirgends zugleich verschwinden. Dann bestimmen 
die Werthe ¢=¢,, wenn ¢, eine beliebige in der Nahe des Werthes a, 
stetige mit stetiger Ableitung versehene Function von a ist, auf jeder 
der Curven (1) einen bestimmten Punkt 3, dessen geometrischer Ort die 
Curve ©, sei; fiir a =a, sei f; = 4 und der Punkt 


Hy = E(t, A); Yo = 2(to» 4) 
werde durch 0, die Curve 

«= &(t, dy), y = 4(t, dp) 
durch © bezeichnet. Die Determinante 

0, 

A(t, a) bin ae ai E.Na _ Eom 
sei nicht identisch gleich Null und verschwinde lings der Curve ©, wenn 
man dieselbe vom Punkt 0 ab durchlaufen denkt, zum ersten Male im 
Punkte 1, fiir den ¢ = ¢, sei; ob sie fiir ¢ = ¢, verschwindet, bleibe dahin- 
gestellt. Dann haben die Curven der Schar (1) in der Umgebung des 
Punktes 1 eine Enveloppe, wenn wir voraussetzen, dass die Gréssen 

A,(t, %), 4, (4) 4%) 

nicht beide verschwinden. Ist nimlich mindestens eine von ihnen von 
Null verschieden, so kann aus der Gleichung 
(2) A(t, a) =0 
entweder ¢ als stetige mit stetiger Ableitung versehene Function von a 
oder a als ebensolche Function von ¢ so bestimmt werden, dass die Werthe 
t=t,, @=a, gemiiss der vorausgesetzten Gleichung 


A(t, a) = 0 
zusammengehéren. Es sei z. B. 
(3) A.(4, %) 29, 
und habe die Gleichung (2) die Lésung 
a =9(t), 


wobei 
a, = p(t), 
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und die Functionen g(¢), g’(t) jedenfalls in der Umgebung von ¢, stetig 
sind. Dann ist durch die Gleichungen 
(4) a=€(t,9@)=XH, y=n(t,9@)= YO 
eine Curve definirt, welche den Punkt 1 fiir ¢=¢, enthalt. Offenbar 
gelten die Gleichungen 

, d a d 

X'() =& +8. 97> Y(t) = 1+ a Fi 

da ferner 

da = q(t) dt, A,dt+ A ,da=0, 
so kann man auch schreiben 


A —éA . ee A 
X’(#) = ae =. Y’(t) ee Ns ‘a Na t 





Nun verschwinden &, und y, nach Voraussetzung nicht fiir die betrachteten 
Werthe von ¢ und a zugleich, also speciell auch nicht in der Umgebung 
des Werthsystems (¢,, @)); ist z. B. &, von Null verschieden, so kann man 
nach (2) wetzen 





EM Nt 
N= &? oes z E,, 
und es fol 
° , n, §,4,—&,4, Nt ~~, 


Fiir jeden von ¢, hinreichend wenig abweichenden Werth ¢’ wird also die 
Curve (4) von der Curve 


x =§ (t, g(t’)), = n(t, g(t’) 
beriihrt, womit die erstere als Enveloppe der Schar (1) erkannt ist. 
Wird statt der Ungleichung (3) vorausgesetzt 


(5) A,(t,, %) 2 0, 
so gilt eine ahnliche Argumentation, bei welcher a als Parameter lings 
der Enveloppe auftritt; man erhilt 
t= v(a) 

und als Gleichungen der Enveloppe 

a = §(p(a), a), y = n(v@), a), 
woraus sich fiir den Fortgang lings dieser Curve ergiebt 

Ea4,— &4 Na; 


ew =" ms, Dy = 


a) nd, 
rs da, 


4. 


Dy = i Dz. 
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Von Interesse ist es, zu wissen, wann der Punkt 1 Riickkehrpunkt der 
Enveloppe ist. Bei der Voraussetzung (5) ist dies ausgeschlossen, wenn 
nicht beide Gréssen . 

\t lt 

£,4,—§,4,| , Nad, — 1:4, | 
verschwinden; ist iibrigens die erste Null und & von Null verschieden, 
so verschwindet auch die zweite, und Analoges gilt, wenn die zweite 
Grésse verschwindet. Bei der Voraussetzung (3) dagegen, die im folgen- 
den besonders wichtig ist, kann der Punkt 1 kein Riickkehrpunkt der 
Enveloppe sein, wenn zugleich 
(6) 4,4, ay) = 0; 
denn aus den Gleichungen 

g,4, Pos £4, —- 0, 


, Na A, — 4, =0 
ergiebt sich dann 
Ab) + 02) = 4,6.8 + 1am) = 9, 
was, da &, und », nicht zugleich verschwinden, der Voraussetzung (3) 
widerspricht. 

Diese Erwigung zeigt zugleich, dass die Gréssen X’(t,), Y’(t,) bei 
den Voraussetzungen (3), (6) nicht beide verschwinden; da dasselbe von 
£,, n, gilt, so kann man allgemein 
(7) X(t) = mé,, Y'(t) = my, 
setzen, wobei m eine im Punkt 1 endliche und von Null verschiedene 
Groésse bedeutet. 

Von dieser allein auf das Curvensystem (1) beziiglichen Betrachtung 
machen wir Gebrauch, um gewisse lings dieser Curven gebildete Integrale 
za untersuchen. Es sei F(x, y, x’, y’) eine beziiglich der letzten beiden 
Argumente in der ersten Dimension homogene Function; die fiir diese 
Eigenschaft charakteristische Gleichung 


(8) F(a, y, ax’, ay’) = «F(x, y, x,y’) 
werde jedoch nur fiir positive Werthe von « vorausgesetzt, eine Be- 
schrankung, die zwar nicht fiir die unten behandelten speciellen Aufgaben, 


wohl aber bei gewissen anderen Problemen néthig ist, besonders wenn 
es sich um Langenintegrale handelt. In den Werthsystemen 


a=, ¥=%; a =&,, y= 
sei, wenn das System (¢, a) sich auf den betrachteten Theil der Curven 
(1) bezieht, die Function F' mit ihren Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung endlich und stetig. Es sei ferner w eine Function von ¢ und a, 
fiir welche die Gleichung 
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(9) du = F,,(&, 9, §,, da + Fy; n, &, n dy 
gilt, wenn man 


da=E§dt+§& da, dy=n,dt+y,da 


setzt. In diesen Formeln bestimmt das Differentialsystem (dx, dy) den 
Fortgang nach einer beliebigen Richtung, solange der Punkt (&, 7) auf 
der Curve © zwischen 0 und 1 liegt, und letztere Lage nicht erreicht, da 
dann dt und da durch dx und dy ausgedriickt werden kénnen. Aus der 
Formel (9) erhalt man speciell, indem man die Homogeneitiit der Func- 
tion F’ beriicksichtigt 


ae = F,(é,---)& + Fy(,-+-)n, = FE, 0, & 1), 


und hieraus folgt, indem man von dem oben definirten Punkte 3 an integrirt, 


bed -/ Fé, 1, &, 7,) dt + O(a). 


Sodann ergiebt sich durch directe Differentiation 


a 


A» 


t 
oe — O(a) — FE, 1 by 1) 6 52 +f (Febet Fyta + Febia + Fyta)at 
F) 


= $’(a) iii Fé, ) b, 11) (° he + F,é,+ Fy 


wobei gesetzt ist 





t 
+ | (PE+ Qn)at, 
ty 


dF, En, &.7, 
P= Fé, n, &,, 11) se ee 


dF, (5,0, 60 
Y= Fi, » Ss %) — eee ‘ 
Andrerseits ergiebt die Formel (9) 
0 
ia = Fi (8, 0, § 1) &4 + Fy, 1, Sty 1) Nai 
setzt man die. beiden Werthe dieser Grésse gleich, so folgt 


(10) (a) —[F(E, n, 8,0) 62 + Fe(E, 1 bn 1) be + FylEs 0) by 0) Ye] 


ty 





+f (Pk + Qn.)at =0. 


Hier sind alle vor dem Integralzeichen stehenden Glieder.von ¢ unabhingig; 
somit erhalt man, indem man nach ¢ differenzirt, 


Pé,+ Qn, = 9. 
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Andrerseits ergiebt sich aus der Gleichung 
FE, 1, Sm) = EFL (E, 0, Fe Me) + nF, (, 1 S1y Ne)» 


indem man nach ¢ differenzirt, 
Pé,+ Qu, = 9; 


da nun zwischen den Punkten 0 und 1 die Determinante &,y, — &,, von 
Null verschieden ist, so folgt 


P=Q=0, 
d. h. wenn eine der Forderung (9) geniigende Grasse wu existirt, sind die 
Curven des Systems (1) die Extremalen des Integrals 
J= [F@, y, dx, dy). 


Hiermit ist ein Theil des § 19 meines Lehrbuchs in allgemeinerer Form 
wiederholt. 

Setzt man umgekehrt von vornherein voraus, dass die Curven (1) 
Extremalen des Integrals 


F(z, y, de, dy) 


sind, so ist leicht durch Umkehrung der vorstehenden Argumentation zu 
zeigen, dass fiir die Grésse 


u = (a) +f Fé, 1» b1 %) at 


die Gleichung (9) gilt, sobald man die Relation (10) annimmt, fiir welche 
man offenbar schreiben kann 


F d 3 / dy, fs 
o’ (a) — [FG 1, S15 M1) ie + FY, 1, by %) ; ] ~®, 


da 


indem man die Coordinaten des Punktes 3 einfiihrt und setzt 


dx, Ot, 
as = §(t;, a), — E,(t, @) a + &.(4, 4), 
dy ot, 
Ys="(,4), Ge = m(ty, @) 52 + Na (by, @)- 


Diese Gleichung ist in dem speciellen von uns betrachteten Problem mit 
der Gleichung (3) des § 2 identisch; indem man s,,r fiir x, y und 


s=t, j=l, a=e 


setzt, hat man hier speciell 
dit, 


a =(Q. 


Die Grosse wu fallt mit der in § 3 ebenso bezeichneten zusammen. 





BS hb. Oa 


ls ol oa «< “™ da ae a = 
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Von der Gleichung (9) ausgehend kann nun leicht bewiesen werden, 
dass das Integral 


th 
(a) + free, Ay), H(t, My), E(t, Ay), N,(t, My)) dt 
ty 


keinen extremen Werth hat im Vergleich zu den Gréssen 


1 
8 = 0(a) + [F(w,y, dx, ay), 
3 


wenn im zweiten Summanden lings einer Curve 31 integrirt wird, deren 
Anfangspunkt 3 der Schnittpunkt der Extremale (1) mit der Curve ©, ist. 
Zu diesem Zweck gehen wir davon aus, dass der in den Gleichungen (7) 
auftretende Proportionalitiitsfactor m in der Umgebung der Stelle 1 nicht 
verschwindet; es giebt also eine solche Einheit ¢, dass die Relationen 


e=—-+1, em >0O 


bestehen. Dann betrachte man diejenigen Punkte der Enveloppe, fiir 
welche 


(11) e(t—t) (4, —4) <9, 
und bezeichne dieselben allgemein durch 2; der Schnittpunkt der durch 


einen solchen Punkt gehenden Extremale der Schar (1) mit ©, ist der- 
jenige Punkt 3, fiir welchen die Gleichung 


a= 9(t) 
gilt. Man setze ferner 

et =t, 
und beziehe diese Variable auf den Punkt 2; da die Grosse ¢, — ¢, fiir 
a@=d, in t, — ft tibergeht, so haben beide Differenzen bei hinreichend 
kleinen Werthen von |a—a,| dasselbe Vorzeichen und die Beziehung (11) 
ergiebt 
(12) (4 —%)(t—t) <0, 
d. h. die Richtung wachsender oder abnehmender t bestimmt auf der En- 
veloppe die Bewegung auf den Punkt 1 hin, je nachdem ¢ auf der Curve 
(1) in der Richtung 32 wiichst oder abnimmt. Da nun auf der Enveloppe 


die Gleichungen 
x= X(t), y = Y(et), 


(13) = = €X'(et) = emé,, et = Em, 

gelten und em positiv ist, so stimmt im Punkte 2 die Richtung wachsen- 
der t auf der Enveloppe mit der Richtung wachsender ¢ auf der Extremale 
32 iiberein; die Ungleichung (12) zeigt also, dass die Richtung 32 auf der 
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Extremale 32 und die Richtung 21 auf der Enveloppe im Punkte 2 
iibereinstimmen. Der Extremalenbogen 32 bildet also mit dem Enveloppen- 
bogen 21 ein Curvenstiick 321, liings dessen die Bewegungsrichtung eines 
von 3 nach 1 laufenden Punktes sich iiberall stetig andert. Dieses Curven- 
stiick unterscheidet sich in Punkten und Richtungen beliebig wenig von 
dem Extremalenbogen 01, wenn man die Differenz t, —t, hinlinglich 
abnehmen lasst. 

Bildet man nun in dem Ausdruck S das Integral lings des definirten 
Linienzuges 321, so erhalt man fiir dasselbe die genauere Form 


1 ty t 
fFeudaay) = [FG60,-nhaarr [FXe, Y (et), eX (et), e Y’ (et) dt; 
3 ty te 
hieraus folgt, da 


u(t,, a) = O(a) +f ree, a),---)dt 


zu setzen ist, 
1 t 
S= (a) +f F(,y,d2,ay) = u(t,, a) +f F(Xeb, ---€Y’(et)) dt. 
3 t, 


In diesem Ausdruck sind die Gréssen f,, a dadurch an einander gebunden, 
dass der Punkt 2 der Enveloppe angehért, dass also 


oe X(t) = X(et) = (4, 0), 
Y(t) = Y(ets) = n(4, @); 
da ferner in der Gleichung 
dtA,(t, a) + daA,(t, a) =0 

der Factor von da nicht verschwindet, so kann man ¢, oder auch t, als 
unabhingige Variable nehmen, und erhilt aus den Gleichungen (14) die 
Formeln 

5X’ (et,) dt, = &,(t,, a) dt, + §, (4, a)da, 

é ¥'(et,) dt, = a(t, @) dt, + nah, a) da, 
welche auf Grund der Gleichung (9) ergeben 

mete. — Fe (Elly, @, +) eX’ (eh) + Fy (ml, @,---) 2 ¥(ety), 


oder nach (13) und wegen der Homogeneitiit der Function F 





d 7 - 
arte _ me(&,F.(, 9, §, 9.) + nF 6, , & 0) | 


= me F'(Et,, a), + + (te, @). 
Andrerseits findet man sofort mit Beriicksichtigung der Formeln (13) 
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Zur Theorie und Anwendung der Variationsrechnung. 197 


at 1 fF -e Y’ (et))dt=— F(X ¢et,), Y(et,), eX’ (et,), ¢ Y’ (et,)) 
=—F (Eh, @, 7h, @, mek (t, a), men, a); 


da nun me positiv ist, so kann die Gleichung (8) angewandt werden, und 
es ergiebt sich 


t, 
? fey ~_ 
Af F(Xet, -++ e Y'(et))dt = — meF (Eh, a), nh, a), EQ, @, Mlle, a), 
ts ' 


also as 


dt, 


Fiir den speciellen Werth t,t, geht aber S, da die Punkte 2 und 1 
dann zusammenfallen, in die Grisse 


=. 


Sy = (a) +f Flt, My), +++ Apt, Mp) at 
to 


iiber, sodass die allgemeine Gleichung 

S=S, 
resultirt. Die Grésse S, ist also sicher kein Extremum unter allen 
Werthen der Summe 


1 
o(a) +f F(e,y, de, dy), 
3 


in deren zweitem Summanden auf einem beliebigen Wege von der Curve 
©, zum Punkte 1 hin integrirt wird. 

Dass neben ¢ die Variable t eingefiihrt wurde, kénnte auf den ersten 
Blick tiberfliissig erscheinen, ist aber zweckmiissig, um die durchgefiihrte 
Argumentation unmittelbar auf Integrale anwenden zu kénnen, in denen ver- 
moge der Definition die Function F' verschiedene Formen annimmt, je nach- 
dem man in der Richtung wachsender oder abnehmender Werthe von ¢ 
integrirt; dies ist z. B. bei Liingenintegralen der Fall. Bei der obigen 
Argumentation ist die hieraus resultirende Schwierigkeit vermieden, da 
die eingefiihrten Parameter in der Integrationsrichtung entweder stets 
wachsen oder stets abnehmen. 


g 5. 
Anwendung des § 4 auf die specielle Aufgabe des § 1. 


In der oben behandelten speciellen Aufgabe kann man, wie bemerkt, 
fiir a die Grésse 6 nehmen; da ferner, indem man «z und y durch s und r 
ersetzt, anzunehmen ist 
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s=t, A(t,a)=r,, S=-—d, r—csin (= +0), 
und zu Anfang des § 4 gezeigt ist, dass die Grisse 
dr, 
A(t, a) = We 


im Punkte 0, der hier fiir den in § 4 durch 1 bezeichneten zu nehmen 
ist, verschwindet, so hért das Extremum im Punkte 0, wenn er Brenn- 
punkt ist, sicher auf, sobald die Grésse 


4,(t, a) _ ‘oo 


von Null verschieden ist. Wir wollen zeigen, dass dies im Allgemeinen 
der Fall ist. 


Setzen wir namlich gemiss dem obigen Werthe von r 


r, = ¢, sin (¢ + b) +e (3, - =) cos (: a 0) = Cc, + Bb,, 
so ergiebt sich 


"oo _— Coy + C4 + Bb,, + B,b,,; 
und da offenbar 


C =sin ( +b) = <. cos (; + b), 
; —2 8 se 8 
C= (-4 +b,) cos (: + 0) + =e C08 (: + 0) 
+ 2 sin(* + b) ~+8,), 
B= cos (= +), 
so folgt aus der fiir den Punkt 0 (s=b=0) vorausgesetzten Gleichung 
r,=0 
zunachst, da C verschwindet und B=e wird, 
cb, = 0, b, = 0; 
hieraus folgt fiir den Punkt 0 als Brennpunkt 
C=C,=0, 
Too = Bb,, = cb,,- 
Das Kriterium fiir den Ausnahmefall, in welchem man nicht sicher weiss, 


dass das gesuchte Extremum schon fiir den Bogen 01 nicht mehr vor- 
handen ist, kann also in der Form 


b=b,=b,,=0 
angesetzt werden; man sieht unmittelbar, dass diese Gleichungen erhalten 


bleiben, wenn man fiir den Bogen 6 eine andere Variable einfiihrt, deren 
Ableitung nach 6 fiir 6 = 6, endlich und von Null verschieden ist. 





oa ee ee. ee ee 
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Auf Grund dieses Resultats ist es leicht, den Ausnahmefall geometrisch 
zu charakterisiren. Denn aus der Gleichung 
r=csin 1° a x 
welche einen durch den Punkt 0 gehenden und im Punkte 3, fiir welchen 
s=1 ist, die Curve ©, senkrecht schneidenden Kreis darstellt, erschliesst 
man sofort, dass 1+ be die Linge des Bogens 03 ist. Der erste und 
zweite Differentialquotient dieser Grésse nach 6 sind aber 


b,c + be,, b,g¢ + 2b,c, + be,,3 
da nun fiir den Kreisbogen 01 die Gleichungen 


=b,=0 
bestehen, so hat man 


2 
#0400 oy, M+d0_ 9, 
Die Bogenliinge 03 hat also, wenn 0 der betrachtete Brennpunkt ist, 
in der Lage 01 abgesehen von dem Ausnahmefall ein Extremum; ist 
dieses am zweiten Differentialquotienten zu erkennen, d. h. verschwindet 
derselbe nicht, so ist auch b,, von Null verschieden, und das Extremum 
in der Aufgabe der K6nigin Dido hért sicher schon im Punkte 0 auf. 
Wir formuliren dieses Resultat in folgendem Satze: 

Ist 0 der am Schluss des § 3 definirte extremale Brennpunkt der 
Curve ©,, so hat der Bogen © verglichen mit den zur Curve ©, senkrechten 
Kreisbigen B,: welche vom Punkte 0 ausgehen, im Allgemeinen ein Extremum 
der Bogenliinge. Ist dieses in der Weise deutlich erkennbar, dass die zweite 
Ableitung der Liinge des Bogens 8 nach dem zu seinem Endpunkt gehirigen 
Werth des Bogens der Curve ©, nicht verschwindet, so liefert der Bogen 01 
sicher das in der Aufgabe des § 1 gesuchte Extremum nicht mehr; vielmehr 
kann der Punkt 0 mit ©, durch Bogen verbunden werden, welche nicht nur 
ebenso lang wie © sind, sondern auch mit ©, eine Fliche von genau dem- 
selben Areal wmschliessen wie ©. 


§ 6. 
Die isoperimetrische Aufgabe, wenn beide Endpunkte variabel sind. 


Wir gehen nunmehr zu dem Problem iiber, zwei nicht vorgeschriebene 
Punkte einer gegebenen Curve durch einen neuen Bogen von gegebener 
Linge so zu verbinden, dass dieser mit der gegebenen Curve eine még- 
lichst grosse Fiche umschliesst. Um aber die bisher benutzten Methoden 
verwenden und die Discussion ebensoweit wie bei der oben behandelten 
Aufgabe durchfiihren zu kénnen, machen wir eine beschrinkende Voraus- 
setzung hinsichtlich der gegebenen Curve. 








200 Apour Kyser. 


Es sei ein Kreis & und eine von ihm ausgehende Curve ©, gegeben; 
wir stellen uns die Aufgabe, von einem nicht vorgeschriebenen Punkte 
des Kreises 8 nach der Curve ©, hin eine Curve © zu ziehen, deren 
Lange gegeben ist und die mit den Curven & und ©, zusammen eine 
Fliche maximalen Inhalts umschliesst. Es seien 0 und 1 der Anfangs- 
und Endpunkt der Curve ©; der Inhalt, dessen Maximum gesucht wird, 
ist dann in einem beliebigen Polarcoordinatensystem (7, ) durch das Integral 


1 
+ frag 


ausgedriickt, in welchem zuerst lings der Curve © von 0 bis 1 zu inte- 
griren ist, dann vom Punkte 1 lings der Curve ©, bis zum Kreise & 
zuriick, der im Punkte 2 wieder erreicht werde; endlich lings des Kreises 
bis zum Punkte 0 zuriick. Jeder dieser drei Theile des Integrals wird 
in besonderer Form dargestellt, indem die zu den Punkten 0,1, 2 ge- 
hérigen Werthe der einzufiihrenden Variabeln jeweils durch die ent- 
sprechenden Suffixe gekennzeichnet werden. 

1) Auf der Curve © sei s die vom Punkte 0 beginnende Bogenlinge, 
sodass, wenn / die vorgeschriebene Linge der gesuchten Curve ist, die 
Gleichungen 

Ss = 0, Ss, = l 


gelten. Dann kann 
dg —1Yd8—dr 
oder, wenn dr = pds ist, 
l i a 
(1) od waite“ Vi-p 


gesetzt werden, womit zugleich das Vorzeichen der Quadratwurzel fixirt 
ist; der auf die Curve © beziigliche Theil-des Flichenintegrals wird mit 
diesen Bezeichnungen 


1 t 
(2) ~ Pdg=t fryinpas. 
0 0 


2) Auf der Curve ©, sei 6 die Bogenliinge, 9, y die Polarcoordinaten 
eines Punktes in dem oben eingefiihrten System; der Punkt 6 = 0 und 
die Richtung wachsender 6 seien beliebig festgelegt. Dann kann man das 
auf die Curve ©, beziigliche Theilintegral offenbar schreiben 


1 d 
(3) ; fe a do. 


oy 





fai 
lie 


od 


de 


(5 


di 


re a ee ee. 


= @S fw tt 
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3) Der Kreis & habe den Radius a, sein Mittelpunkt sei der An- 
fangspunkt der Polarcoordinaten; dann ist der vom Kreisbogen 20 ge- 
lieferte Beitrag zum Flachenintegral 


1 2 
1 fosag = 5 (Go — 9) 


Pr 
oder auch 


(4) , “7 (Po— 1) + < (YP: — 92): 
In diesem Ausdruck kann man sich die Differenz » — g, hergestellt 
denken, indem man — dq@ lings der Curve © von 0 bis 1 integrirt: 
t 
2 2 d 
© oo) =< fas, 
0 


oder nach (1) 
2 
2 2 Sa 2 
(6) + O-w =f OS™ as 


Analog kann man setzen, indem man lings der Curve ©, integrirt und 
die Gleichungen 

P2 = v2, W=Y 
beriicksichtigt, 
. » a? ‘d 
(6) < (G2 —- 91) = a do, 
und da der gesammte zu untersuchende Flicheninhalt die Summe der 
Gréssen (2), (3) und (4) ist, so erhalt man ihn auch, indem man von 
der Summe der erstgenannten beiden Gréssen die Ausdriicke (5) und (6) 
subtrahirt; das Resultat ist 


i 2 
«4°. -—— ° 
z=f ~ Vi-pras +f Sao, 
0 OA 


wobei der Ausdruck 





PE eel 


2 do 


eine allein von der Gestalt der Curve ©, abhiangende, also gegebene Func- 
tion von 6 darstellt. Der die Flaiche darstellende Ausdruck J erscheint 
hiermit zusammengesetzt aus je einem lings jeder der Curven © und G, 
erstreckten Integral, wihrend der Kreis & als Integrationsbahn nicht mehr 
vorkommt. 


Mathematische Annalen. LVI. 14 
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Construirt man nun dhnlich wie in § 1 zu jeder auf dem Kreise & 
beginnenden Curve eine entsprechende in einer zweiten Ebene, indem man 
die vom Kreise ® ab gerechnete Bogenliinge s und die Polarcoordinate r 
als rechtwinklige Abscisse und Ordinate auftrigt, so entspricht der Curve 
© eine vom Punkte s=0, r=a ausgehende Curve @’, fiir deren End- 
punkt s=/, die Ordinate r, aber ebensowenig wie der Punkt 1 von 
vornherein vorgeschrieben ist. Umgekehrt entspricht jeder vom Punkte 
s=0, r=a in der zweiten Ebene ausgehenden Curve, liings deren s 
immer wichst, r positiv und 

ds\2 
(a;) 21 


ist, eine auf dem Kreise  beginnende Curve, liings deren die Polar- 
coordinate » der gleichbezeichneten Ordinate in der zweiten Ebene gleich 
ist und durch die Gleichung 


emt fey 1—(#) 


definirt ist; g, ist dabei der willkiirliche Werth der Winkelcoordinate des 
Anfangspunktes. Speciell entspricht einer Curve ©,’, welche mit ©’ die 
Endpunkte gemein hat, eine Curve ©, in der ersten Ebene, die erst dann 
bestimmt ist, wenn man tiber g, eine bestimmte Verfiigung getroffen 
hat. Wiahlt man diesen Werth in passender Weise, so kann man, da der 
Endwerth r =r, den Curven ©’ und ©,’ gemeinsam ist, erreichen, dass 
die Curve ©, im Punkte 1 endigt, wobei sich im Allgemeinen ihr An- 
fangspunkt auf dem Kreise & verschiebt. Da hiernach, wenn man © 
durch ©, ersetzt, der zweite Summand des Ausdruckes J ungeiindert 
bleibt, so ist, damit © ein Extremum des Werthes J liefere, nothwendig, 
dass der erste Summand von J einen Zuwachs festen Vorzeichens erhalte, 
wenn man @’ durch ©,’ ersetzt. Eine nothwendige Bedingung des ge- 
suchten Extremums ist also 


(7) oe Vi-—p' ds—0. 
Bezeichnen wir, um Anschluss an die allgemeine Theorie zu gewinnen, 
den Integranden dieses Integrals durch 

f(r, p)ds = F(r, s, dr, ds) = F(r, s, 7’, 8’) dt, 


so finden wir, da F' die Variable s nicht explicite enthilt, als Differential- 
gleichung der Extremalen 





o=3: 6B SD 


d- 


te 


ch 
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dF, oF 
F,- az = 9, F, = 57 = const. 
oder 
r—a? ds 
c 
r Yds? —dr* =+£% 


wobei ¢ eine positive Constante sei. Aus dieser Gleichung folgt unmittelbar 
(r?— a2)? = cy? — oy? (3)', 
oder indem man m = < r® setat, 
(2m — a*)*? = 2c?m —e? (sr); 
ec (ar) = — 4m? — at + 2(c? + 2a*)m 
2 4 
= —[2m —(a*+$)] + atc? + -; 
oder mit positiver Quadratwurzel 
. aoe 
1 ct) 2m—(a°+ 5) A 
-_orl”CC neem ’ 
a+ = eV a+" 
ce 
2m— (a? a 5) 2s 


mit der Bezeichnung 
—-— =», Sat 


eVar4% 


(33) =1-v. 


Die allgemeine Lisung dieser Gleichung und damit die Gleichung der 
Extremalen der Aufgabe (7) ist, wenn } eine willkiirliche Constante 
bedeutet , 











erhalt man einfach 


v= sin (t+b—) = — cos (¢+b) 


oder 
(8) mat +S —eV/at+$ cos (+2). 
Fiir die gesuchte Curve, die in dieser Schar enthalten sein muss, 


hat man die nihere Bestimmung, dass sie vom Kreis 8 ausgeht; es ge- 
héren daher die Werthe 


mithin auch 
a® —ec dv\2 4a* 
n= Om =—==3) t=O, (a) ~aarre ar 


14* 
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zusammen und es ergiebt sich mit positiver Quadratwurzel 


c : 2a 
(9) 09 = See mi@ torn 
Das Vorzeichen in dem Werthe sin b bestimmt sich aus der Gleichung 
o = sin Db; 


geht die Curve nach der convexen Seite des Kreises 8, so hat man das 
positive, geht sie nach der concaven, das negative Vorzeichen zu nehmen. 
Je nachdem der eine oder andre Fall eintritt, werde a® fiir +a oder —a 


geschriebén; dann ist stets 
2a° 


Gilt zunichst in der zweiten Gleichung (9) das obere Vorzeichen, sodass 


sin b = 


sy: . : ww 
a® positiv ist und b zwischen den Grenzen 0 und = angenommen werden 


kann, so erhiilt man eine der Gleichung (8) geniigende Curve in folgender 
Weise. In dem auf dem Kreise ® liegenden Punkte 0 ziehe man die 


Tangente und trage auf ihr von 0 beginnend die Linge > ab; um den 


Endpunkt dieser Strecke beschreibe man einen Kreisbogen, der von & im 
Punkte 0 unter rechtem Winkel geschnitten wird. Dass fiir diesen Kreis- 
bogen die Gleichung (8) gilt, folgt daraus, dass b der spitze Winkel ist 
unter welchem der im Punkte 0 endigende Radius des Kreises 8 vom 
Mittelpunkte des construirten Kreisbogens erscheint, und dass letzterer 
den Durchmesser ¢ hat, 2s:¢ also der zur Bogenliinge s gehérige Centri- 
winkel ist. Ebenso leicht sieht man, dass bei negativem Werth von sin } 
und b die Gleichung (8) fiir einen Kreisbogen gilt, der nach der Innen- 
seite des Kreises ® hingeht und diesen in dem Punkte schneidet, fiir 
welchen s = 0 ist. 

Es fragt sich nun aber, ob der oben definirte Kreisbogen mit der 
Curve © identisch sein muss, fiir welche, wenn s der im Punkte 0 be- 
ginnende Bogen ist, die Gleichung (8) besteht. Zunichst giebt es, je 


nachdem man die Lange +e nach der einen oder andern Richtung abtriigt, 


zwei verschiedene solche Kreisbégen, die wir durch ° bezeichnen wollen; 
da fiir die Curve © ebenso wie fiir die Kreisbigen ° die Gleichung 


dp =+— Yds — dP 
den Zuwachs der Winkelcoordinate definirt, so unterscheidet sich auf 


den Curven © und §°® héchstens durch das Vorzeichen. Auf einem 
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bestimmten der beiden Bégen §° erhilt also die mit dem Werth Null 


beginnende Grésse ss bei kleinen positiven Werthen von s dasselbe Vor- 


zeichen, und hat daher auf diesem bestimmten Bogen &° denselben Werth 
wie fiir ©, sodass beide Curven jedenfalls fiir hinreichend kleine Werthe 


9 


von 6 vollig zusammenfallen. Da weiter > auf der Curve © sich stetig 


findern soll, so kénnen die Curven © und §° sich nur da trennen, wo 


dg P ; . ” ° ° 
qe Verschwindet, was, wie eine elementare Erwigung zeigt, nicht eher 


geschieht, als bis der Kreisbogen ° die Linie 8 wieder erreicht hat. In 


einem solchen Punkte ist aber die Grésse me auf der Curve 8° von Null 


verschieden, sodass der Quotient 4 den Werth Null passirt, ohne den 


Sinn seiner Aenderung zu wechseln. Sollte nun diese Griésse auf der 
Curve © von dem betrachteten Punkte an dem auf dem Kreisbogen §° 
erhaltenen Werthe entgegengesetzt sein, so miisste sie den Sinn ihrer 
. te demnach auf der Curve ©, ohne zu verschwinden, 
das Vorzeichen wechseln, d. h. unstetig sein. Suchen wir also iiberhaupt 
nur solche Curven ©, lings deren die Polarcoordinaten stetige mit stetigen 
ersten und zweiten Ableitungen versehene Functionen von s sind, so ist die 
Curve © nothwendig in ihrem ganzen Verlauf mit dem einen der Kreis- 
bégen R° identisch. Die bezeichnete Beschrankung kann offenbar auch 
dadurch ersetzt werden, dass man voraussetzt, die Coordinaten seien 


Functionen irgend eines Parameters ¢ von der angegebenen Beschaffenheit, 


Aenderung wechseln 


die Grosse oH aber tiberall von Null verschieden. 


Eine auf den Endpunkt 1 beziigliche Higenschaft der Curve ©, die 
wir als einen zum Kreise ® orthogonalen Kreisbogen erkannt haben, 
ergiebt sich daraus, dass der Punkt 1 der Curve ©, angehért, ohne dass 
seine Lage von vornherein vorgeschrieben wire. Um hieraus Folgerungen 
ziehen zu kénnen, vergleichen wir die Curve © mit einem benachbarten 
zum Kreise & orthogonalen Kreisbogen ©,, welcher zwischen ® und © 
ebenfalls die Bogenliinge / besitzt, und bringen zum Ausdruck, dass die 
Differenz zwischen den mit den beiden Kreisbégen © und ©, erhaltenen 
Werthe von J ein von der speciellen Wahl von ©, unabhingiges Vor- 
zeichen haben muss. Die Construction eines solchen Bogens ©, ist, wie 
eine einfache geometrische Betrachtung zeigt, immer méglich, wenn man 
einen beliebigen Punkt, der von 1 hinreichend wenig abweicht, als End- 
punkt nimmt, z. B. einen beliebigen Punkt der Curve ©,, fiir welchen 
|6—6,| hinreichend klein ist; um indessen von dieser Thatsache Gebrauch 
machen zu kénnen, muss noch gezeigt werden, dass der Radius von 6, 
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eine mit stetiger Ableitung versehene Function von o ist, und dessen ist 
man, wie wir sofort sehen werden, nur dann sicher, wenn ein gewisser 
Ausnahmefall ausgeschlossen ist. 

Fiihrt man namlich in die Gleichung (8) der Curve © die Werthe 
(9) ein, so ergiebt sich 
(10) o?|* = 9,2 =a? + 5 — £(c eos = — Basin ©). 
Aus dieser Gleichung kann man ¢ als eine mit stetiger Ableitung ver- 
sehene Function von 6 nur dann mit Sicherheit berechnen, wenn die 
Ableitung der rechten Seite nach ¢, also die Grésse 


(1 — cos =) —l sin + a (sin = — x cos =) 

¢c 22 22. 322 _ 20 21 2t 
= + {2—2cos— - = =} + @°(sin = = cos —) 

= q° {sin =* — = cos <* + < sin < (sin  — = cos <)} 
von Null verschieden ist. Das Verschwinden dieser Grisse charakterisirt 
aber nach § 3 den Punkt 1 als extremalen Brennpunkt des Kreises R im 
Sinne der friiheren Aufgabe. Schliessen wir diesen Fall aus, so kann 
man ¢ vermittelst der Gleichung (10) als Function von 6 und dann r 
vermége der Gleichung 
=a? +> — + ¢(c cos ~* — 2a sin =) 

als Function von s und 6 definiren, welche nach letzterem Argument 
differenzirt eine stetige erste Ableitung ergiebt, und diese Gleichung definirt 
einen Kreisbogen ©,, der zwischen ® und ©, die vorgeschriebene Linge / 
hat, also zu den Curven gehért, mit denen © hinsichtlich des Werthes J 
verglichen werden muss. 

Nun ist die mit dem Kreisbogen ©, gebildete Grésse J, wenn man 
unter r die bezeichnete Function von s und 6 versteht, 

l G2 

fogtvimpas [ese Bee, 


a 





und diese Grésse muss fiir 6 =6,, d. h. wenn ©, in © iibergeht, ein 
Extremum besitzen. Hieraus folgt, indem man 


d—de% 
setzt, 


t 
of Vi-pids —*=* de =0 
0 





od 
de! 


pa 


zu 


er! 
re 
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oder, indem man mit dem Zeichen d in bekannter Weise operirt, mittelst 
der Formel 


partiell integrirt und beriicksichtigt, dass fiir s =O die Gleichung r =a gilt, 


r—a® pdr = e%—a? 


2r yi- p? 2 


V1l—yp?=r ae 
zu setzen ist, da ferner fiir s=J/ die Gleichungen 


de 
r=0, %e" 2, 





dy 
de 29= 0. 


Da nun 


gelten, und dem Sinne der Aufgabe gemiiss angenommen werden darf, 
dass r* — a? fiir s =1 nicht verschwindet, so folgt 


dr de 


d dp dp _ 
ee 0 


do ds ~? 

worin der Sinn der verschiedenen Differentiationen klar ist, indem ds 
und do den Fortgang lings der Curven © und ©, bezeichnen. Die 
erhaltene Gleichung zeigt, dass diese Curven sich im Punkte 1 unter 
rechtem Winkel schneiden. 


$7. 


Der extremale Brennpunkt bei zwei verinderlichen Endpunkten. 


Wir betrachten nun, um den Entwickelungen des § 3 analoge zur 
Seite zu stellen, die Schar der zum Kreise ® orthogonalen Kreise 


(1) raatic—cYar++ cos (= +0), 
unter welchen dem Werthsystem 
b=b, c=& 


entsprechend die Curve © vorkommt, in der Umgebung der letzteren, und 
bestimmen die Gréssen b und ¢ so, dass die dargestellten Kreise, welche 
wir © nennen wollen, von der Curve ©, in der Umgebung des Punktes 1 
unter rechtem Winkel geschnitten werden, wihrend fiir die Linge des 
Bogens zwischen & und ©, keine Forderung aufgestellt wird; dem Schnitt- 
punkte eines Kreises © und der Curve ©, entspreche stets der Werth 
s =1, wodurch nur auf jedem Kreise der Anfangspunkt der Bogenmessung 
in besonderer Weise festgelegt wird. 
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Der senkrechte Schnitt mit der Curve ©, driickt sich, da im Schnitt- 
punkte r = 9 ist, in der Gleichung 


dr de ap dy foe 
(2) Eeet GZ u* 
aus. Aus dieser folgt wie in § 2 
de dg dy dr 
(3) hae i C2, 87 


wobei 7 einer der Werthe + 1 ist; bei der in § 2 angegebenen geometrischen 
Bedeutung dieser Zahl hat dieselbe fiir alle Kreise G denselben Werth 
wie fiir ©, da erstere nur insoweit betrachtet werden, als sie von © hin- 
reichend wenig abweichen. 


Setzt man ferner 
1 ss 
3? 


hy 
a1 


=T 


? 


sodass 7' als gegebene Function von 6 anzusehen ist, und fiihrt den ersten 
der Werthe (3) in die Gleichung (2) ein, so erhalt man 
dr dg dy 

Auf der linken Seite dieser Gleichung kann der Factor pe nur dann all- 
gemein, d. h. fiir alle von 6, hinreichend wenig abweichenden Werthe 
von 6 verschwinden, wenn alle Kreise © in ihren Schnittpunkten mit 
€, von den Radien r beriihrt werden, ©, also ein mit & concentrischer 
Kreis und © eine Gerade ist. Schliessen wir diesen Fall aus, so ergiebt sich 


dr 


oder der Gleichung (1) zufolge, und da fiir den betrachteten Punkt s=/ 
zu setzen ist, 


(4) —9Yar+ > eosin (+0) +27=0. 

Nimmt man hierzu die Gleichung 

(5) a? + $  — eV + 4 c cos (e + b) =’, 

so hat man zwei Gleichungen zur Bestimmung von } und ¢ als Func- 
tionen von 6, welchen jedenfalls durch das Wertsystem 

(6) ¢=6,, C=C, b=b 

geniigt wird, da sie nach dieser Substitution nur den orthogonalen Schnitt 


der Curven © und ©, ausdriicken. Um aber dessen sicher zu sein, dass 
die Gleichungen (4), (5) die Gréssen 6b, c als stetige, mit endlichen und 
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stetigen ersten Ableitungen versehene Functionen. von 6 definiren, muss 
gezeigt werden, dass die nach b und ¢ genommene Functionaldeterminante 
der linken Seiten jener Gleichungen fiir das Werthsystem (6) nicht ver- 
schwindet. Zu diesem Zwecke setzen wir 


c? — ¢ Cocos B, 
sodass 


C,=0, B, = 1; 


dann geniigt es, die Functionaldeterminante 
1 @(w,v) | cos B C, sin B + CB, cos B 
C ob,¢)  |esin Bp e—Ccos B—cC, cos B+cCf£, sin B 
zu bilden, fiir die man sofort findet 
c cos B — C cos* 6 — cC, cos® B — cC, sin® B 
=— a — Ccos* 8 + ccos B = — ze (e—2C cos 8). 
Diese Grésse kénnte nur verschwinden, wenn 
c 
C cos B = > 


wire, woraus, da die Gleichung (1) fiir s =/ ergiebt 


mat+ = c? — eC cos B, 
folgen wiirde 
r? = as 
der Punkt 1 lige also ebenso wie 0 auf.dem Kreise R, was offenbar dem 
Sinn unsrer Aufgabe nicht entspricht und demnach auszuschliessen ist. 
Die Gleichungen (4), (5) definiren also in der That b und c als Functionen 
von der angegebenen Beschaffenheit; setzt man diese Werthe in die Glei- 
chung (1) ein, so erscheint r als Function von s und 6 allein: 
(7) r=r(s, 6); 
speciell ist offenbar 
r(l, 6) =@. 

Die Bedeutung der Schar © beruht nun auf folgendem Unmstande. 
Es sei s ein beliebiger zwischen 0 und / gelegener Werth, 6 liege in der 
Nahe von 6,, dann hat die Grésse 


t Oo 
ra? _,-— e*#—a* dw 
8 o 
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in deren erstem Gliede fiir x der Werth (7) eingesetzt zu denken ist, 
eine leicht ersichtliche Bedeutung; fiir s = 0 und 6 = 6, geht sie in den 
lings der Curve © gebildeten Werth des Integrals — J iiber. Betrachtet 
man « als Function von s und 6, so ergeben sich mit der Bezeichnung 


F(r, s, 1’, s’) —— 2 — y'?, 
in welcher die Striche Ableitungen nach irgend einem Parameter ¢ be- 


deuten, die Gleichungen 


Ou Fir, s, 1,8 
Se = F(r, 8, p, 1) = aoe, £18) , 


(8) 





i 
éu _ dy [ri o)?—a* _ £ [re s, p, lds. 


Das letzte Glied des zweiten Ausdruckes kann, indem man 
7] 
é = d 6 de 


setzt, nach der gewéhnlichen Methode der Variationsrechnung ausgerechnet 
werden; da bei der Substitution (7) die Gleichungen 


F-F-QG® F-Fa6 


bestehen, so findet man, indem man ¢ = s, r= p setzt, 


l 
t 
of Fe, 8,p,1)ds=F,,dr+ Fos 


oder, da offenbar ds = 0, 





if Fe, s,p, l)ds=F,r, do} 


wobei die partielle Ableitung r, mit dem hesiouil (7) gebildet ist. Setzt 
man hier den Werth 


r?— a? dr 
2r /ds* — dr? 
ein, so ergiebt sich die Gleichung 
du «=« dw [ri o)]}?-—a® , r—a dr 
06 mas) 2 + 2r Vdas*—ad dr? - 
in welcher das letzte Glied sich auf den Anfangswerth s bezieht. Die 
ersten beiden Glieder ergeben aber die Summe 


_#—[rGo) of PT, on a Hi, Oe 
2 ot pyixp ;} 2 G+) 





T, = — 


| am 





s=l 
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und da die Grésse 1 — p? lings der Curve © und demnach auch lings 
der Curven © nicht verschwindet, abgesehen von Punkten des Kreises , 
so kann fiir den eingeklammerten Ausdruck geschrieben werden 





1 9 dp dg ér dr 
een rr Vi—p + pr d-aeale do ds + 56 ale 
diese Grésse verschwindet aber, da offenbar 
ae =r, (I, 6) 
zu setzen ist, der Gleichung (2) zufolge. Somit bleibt iibrig 
7 
ae — "s F, ? 


und die Gleichung (8) ergiebt, da F' beziiglich der Argumente 7’, s’ homogen 


von der ersten Dimension ist, 


- 
= F.5 a8 + F,. 
Aus diesen beiden wattle folgt unmittelbar 
(9) du = “do + $™ dr = F,dr+ F,ds, 


wobei gesetzt ist 


dr =% x "ds+de=pdstr, dé. 


Fiir die Frage, ob die Curve © das gesuchte Extremum wirklich 
liefert, ist es wesentlich, ob dr in der Formel (9) als das Differential einer 
unabhingigen Variabeln betrachtet werden, oder ob 7 an Stelle von 6 als 
Argument eingefiihrt werden kann. Das ist offenbar méglich, wenn lings 
der Curve © die Ungleichung 
r,20 


gilt. Betrachten wir dann wieder die Figur in der zweiten Ebene, so 
kann unter dieser Voraussetzung durch jeden Punkt, der einer gewissen 
Umgebung des Bogens ©’ angehért, eine und nur eine der durch die 
Gleichung (7) definirten Extremalen ©’ gelegt werden, und der zu dieser 
gehérige Werth von o ist eine stetige, mit stetigen ersten Ableitungen 
versehene Function von r und s. 

Es sei nun eine Curve £ vom Kreise R zur Curve ©, hingezogen, 
welche die vorgeschriebene Linge / hat und demgemiss, auf die zweite 
Ebene iibertragen, eine Curve 2’ ergiebt, welche den Punkt 0 oder s=0, 
r =a mit der Geraden s =/ verbindet. Ferner liege die Curve 2’ inner- 
halb des von den Extremalen ©’ bedeckten Gebiets; damit wird der Curve 
2 eine in§ 38 meines Lehrbuchs naher besprochene Beschrankung auferlegt, 
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die jedenfalls naturgemiiss ist, wenn man sich © als unausdehnbaren 
Faden und & durch Deformation desselben entstandeh denkt. Endlich 
seien gm und r lings der Curve 2 stetige Functionen eines Parameters r, 


deren erste Ableitungen stetig und so beschaffen sind, dass = stets positiv ist. 


Lisst man dann den Punkt 3, dessen Abscisse s = s, ist, lings des Bogens 
2’ vom Anfangspunkte 0 zum Endpunkte 5 laufen, so wiichst x, ebenso 
wie s,, und man kann in jeder Lage des Punktes 3 eine Curve GS’ con- 
struiren, welche von 3 nach der Geraden s=/ geht und diese etwa im 
Punkte 4 trifft; denn die zugehérige Grisse 6 = 6, ist als Function von r 
und s nach dem QObigen stetig und mit stetigen ersten Ableitungen 
versehen und hat demgemiss dieselben Eigenschaften auch als Function 
von t. Jetzt bilde man die Grésse 


lr ds —a? - 
mo~ fr (r,s, 55 -) Jara fey <* do 


2_g?d 
Slaw 1)ds— "tae 5° ds, 


indem man t = 1, setzt; dann findet man unmittelbar 











W(t) = iG 8,50, Ge)de fests q¥ 6 


[re omnes fe —< oY de, 


und da der erste ond dritte Summand von W(r) verschwinden, wenn die 
Punkte 3 und 5 zusammenfallen, der zweite und vierte aber sich dann 


heben, so folgt W(e,) =0 

Gelingt es also, das Vorzeichen der Gréssen o zu bestimmen und fiir 
das Intervall von 1, bis t; als fest nachzuweisen, so hat die Grésse W(r,) 
das diesem festen entgegengesetzte Vorzeichen. Die Grésse W(r,) ist aber 
genau die Differenz der fiir die Curven 2 und © gebildeten Inhaltsintegrale 
unsres Problems; ist ihr Vorzeichen fest, so ist das Extremum nach- 
gewiesen, und zwar liegt ein Minimum oder Maximum des Ausdrucks J 
vor, je nachdem das Vorzeichen der Differenz positiv oder negativ ist. 
Nun ist offenbar, da u die Summe der letzten beiden Glieder von W(r) ist, 


: d 
aw=du+afF(r,s,%, 4) ae, 





od 


In 


al 


da 


od 
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oder der Formel (9) zufolge 


dw » nae ’ ds dr ds 
= = Fr, Ss, ‘a2 pm a F,(r, s, r’, 8’) _ F(r, Ss, dz? 7) 
-  » Gr ded 

— (r,s, 1,8, 5 ge) 
In dieser Formel ist wie oben zu setzen 


a ee oe 
Fir, S, r, s)= = Vs? —r?, 





also 





a r? — a? —r F r? — a? s . 
as or Vsi—r 3? s or Vs?—r? —,3’ 


damit ergiebt sich 
,ar ,as 


2 ae & ae Vy -(@) 
a Vern yr (a) — (a) ; 


oder, wenn 








, 


s =1, r =p 


gesetzt und beriicksichtigt wird, dass “ positiv ist, 





r?—a* ds ; 
8 = —___—. — |1—-pP—-Yl—p* y1—P*. 
svi ae pP—Vi-p VY ] 
Hier sind die Quadratwurzeln in folgender Weise bestimmt: bezieht man 
das Differentialzeichen D auf die Curve 2, d wie bisher auf die Extremale, 
so ist 
—— 4d —>;_.D 

Vi-p=r->’, yi-P=r5%, 
_ Dr 
~ Ds? 


dr 


P= 7 P 


und die Gréssen ns ta 
Vi—pids, Vi-P?Ds 


sind die Projectionen der Bogenelemente ds und Ds auf eine gegen den 
Radius + im positiven Sinne um 90° gedrehte Richtung. Ferner sind 
dr, Dr die Projectionen jener Elemente auf die Richtung des Radius 
selbst; es ist daher die Grésse 


der Cosinus des Winkels der Elemente ds und Ds. Bezeichnet man die 
Richtungen derselben durch g und h, so folgt 





g— (r* — a*) (1 — cos gh)) ds 
2rVi—p? dt 











214 Avotr Kneser. 


Dass diese Grésse zuniichst nicht durch den Factor 1 — cos (gh) 
lings der ganzen Curve 2 zum Verschwinden gebracht werden kann, es 
sei denn dass letztere mit © véllig zusammenfiele, sieht man wie in § 22 
meines Lehrbuchs leicht; denn die Gleichung 


p=P 
wiirde bedeuten 
dr__dr de do 0: 
ds~ ds‘ "sds? ‘sas 


da nun 7, nicht verschwindet, so miisste 6 constant, also dem Endwerth 
6, gleich sein und jeder Punkt der Curve 2’ auf der Extremale @’ liegen. 


Was die iibrigen Factoren der Grésse & betrifft, so ist = nach 


Voraussetzung positiv. Die Grisse 
———s ~ dg 
yi-p= ds 
kénnte das Vorzeichen wechseln, indem der Bogen © abgesehen von 
seinem Anfangspunkte noch in einem andern Punkte seine Tangente durch 
den Nullpunkt der Polarcoordinaten schickte. Das ist aber, da die Kreise 
R und © einander unter rechtem Winkel schneiden, nur in einem solchen 
Punkte méglich, wo die beiden Kreise sich zum zweiten Male kreuzen, 
sodass auch r* — a* das Vorzeichen wechseln, die Grésse & aber das ihrige 


beibehalten wiirde. Letzteres ist das positive, wenn gleichzeitig eins der 
beiden Ungleichungssysteme 


r>a, - > 0, 

r<a, rs <0 
besteht; dann wird bei wachsendem s das Innere des Kreises, dem der 
Bogen © angehért, im positiven Sinne umkreist. Daraus folgt, dass die 
von den Curven ©, ©, und & umgrenzte Fliche im positiven oder nega- 
tiven Sinne umkreist wird, J also positiv oder negativ ist, je nachdem 
diese Fliche auf der concaven oder convexen Seite des Bogens © liegt. 
Im ersten dieser Falle hat man, da & positiv ist, ein Maximum, im 
zweiten ein Minimum des absolut genommenen Areals. Genau dasselbe 
Resultat ergiebt sich aber auch, wenn eins der Ungleichungssysteme 


r>a, ds <9 
r<a, = > 


besteht, das Innere des Kreises also, dem © angehért, negativ umkreist 
wird bei wachsenden Werthen von s; dann ist, da ® negativ ist, J ein 
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Minimum, und hat einen positiven oder negativen Werth, je nachdem die 
betrachtete Filache auf der convexen oder concaven Seite des Bogens © 
liegt; im ersten dieser beiden Fille hat also der absolute Werth von J 
ein Minimum, im zweiten ein Maximum, wie oben. 

Unsicher wird das Eintreten des Extremums, wenn die Ungleichung 
Zz 0 


so 


nicht mehr fiir das ganze Intervall 
O0<s<l 


gilt. Dann wiirden fiir einen Punkt desselben, wie die Formeln (4), (5) 
zeigen, die folgenden Gleichungen zusammen bestehen: 


—7CsnB+2T=0, 
(10) a® + > c? — Ce cos B = 9’, 


J [a 4 > c® — Cecos «| = 0; 


és 


dabei ist gesetzt 
" 1 1 : a : 
ties 2 es: e=ri(l,¢), 0=-Va+4 c’, 
8s 21 
a=— +, b= —+b. 


In diesen Gleichungen sind b und ¢ als Functionen von 6 zu betrachten, 
welche, wie oben gezeigt, durch die ersten beiden Gleichungen so definirt 
werden, dass in der Umgebung des Werthes 6=6, die gewdéhnlichen 
Regeln der Differentialrechnung angewandt werden kénnen. 

Differenzirt man demgemiiss die ersten beiden Gleichungen (10) nach 
6 und fihrt in der dritten die angedeutete Derivation aus, so ergiebt sich 


— nC, sin B — 4,0 cos BB, +2 42 =0, 
(11) cc, — Cc, cos B — C,c cos B + CeB, sin B = 20@,, 
cc, — Ce, cos a — C,c cosa + Cea, sna = 0. 


Nun kénnen die Gréssen C,, «,, 8, linear-homogen durch 6, und ¢, aus- 
gedriickt werden; ferner gilt nach § 3, dessen Gleichung (17) offenbar 
auch jetzt noch auf die Curve ©, angewandt werden kann, die Gleichung 


aT _ e@ de 
de 2Rdo’ 


wobei R den Kriimmungsradius der Curve ©, bedeutet, mit einem in § 3 
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geometrisch definirten Vorzeichen versehen. Die Gleichungen (11) sind 
daher in den Gréssen },, ¢,, 9, linear und homogen, und da mindestens 
@, aus denselben Griinden wie in § 3 von Null verschieden sein muss, 
so kann man die bezeichneten drei Gréssen aus den Gleichungen (11) 
eliminiren, und erhilt so eine Gleichung fiir die Grésse s, welche fiir 
den extremalen Brennpunkt der Geraden s=/ auf der Extremale @’ 
charakteristisch ist. 

Wir betrachten in erster Linie den speciellen Fall, dass der extremale 
Brennpunkt in die Lage 0 (r=a, s=0) iibergeht, und beriicksichtigen 
dabei die Gleichungen (9) des § 6: 

cos b = 5%, sinb =<, 
in welchen 6, ¢ die auf die Curve ©’ beziiglichen Werthe der Constanten 
bedeuten; da offenbar 


21 28sec, 1 
(12) Bo=— 2% tb, e=———a + 6,, CC, = { a, 
und fiir s=0 die Gleichungen 
a=b, cosa =i, sina = * 


gelten, so ergiebt zuniichst die dritte Gleichung (11) in dem jetzt be- 
trachteten Falle das auch fiir die folgenden Paragraphen wichtige Resultat: 


2 
cc, — Ce,- a Ps + ca°b, =0 
oder kurz 
(13) ac, + 2C*b, = 0. 


Hieraus folgt, dass die Gréssen c,,b, nur zugleich verschwinden; wire 
das der Fall, so miisste der zweiten Gleichung (11) zufolge auch 0, ver- 
schwinden, was wie in § 3 unmiglich ist. Die Gréssen b,c, sind also 
beide von Null verschieden. Die ersten beiden Gleichungen (11) nehmen 
nach Substitution der Werthe (12) folgende Form an: 


ee, 


[- se + 8a ‘ cos B] ¢, — C cos B-b, += =9, 





[e—(C+ ia) cos B — BC gin | ¢, + Cesin B-b, — 200, = 0; 
oder nach Formel (13) 











[- nemnl + (an J+ $71) cos 6] ¢, +S =0, 
[e— <2 Pe cos B — ae , wt sin B| ¢, — 200, = 0. 
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Weiter ergiebt sich, indem man die Werthe 


21 21 


b= — +6, deeds 4 cos B= [omy _ wane 





0 
an B= 5 + > 
einfiihrt, und beriicksichtigt, dass c, nicht verschwindet, 
¢sin y “rt Cl , a°n\ (ccosy a° sin y 
~ an 35 (267 +S) + (nS +98) (Ga any 9) 


e 4a* + 2c* (ccos y ye * 21C a° wang 
eae Ce C -G + 5a) (se sin +“G ), 








oder indem man ordnet und die Beziehungen 


4C=4a+e, y= 
benutzt , 
A) 
sin y (Ry + 4nRS — = cos y 
=c-+ sin y (a°—/) + cos y (- = _ c). 
Setzt man 


-3 y= Re. ? 
so kann das erhaltene Resultat auch geschrieben werden 


2a°R°y 


(14) e+ (a°+ Re4 ==" —Z) sin y — (¢ + (a + Ry) cos y = 0. 


Um die Bedeutung dieser Gleichung klar zu machen, erinnern wir 
daran, dass die in § 2 gegebene Definition von » sowie die in § 3 tiber 
das Product — Ry angestellte Betrachtung hier giiltig bleibt und R° die- 
selbe Bedeutung wie dort hat. Die Gréssen a®, R° sind also die Kriim- 
mungsradien der Curven & und ©, in ihren Schnittpunkten mit ©, positiv 
oder negativ gerechnet, jenachdem die Richtungen nach den Kriimmungs- 
mittelpunkten in die Verliingerung des Bogens © fallen oder nicht. 


§ 8. 
Das Aufhéren des Extremums in der Aufgabe des § 6. 


Wenn zwischen den Gréssen a°®, R° und dem Centriwinkel y die 
Gleichung (14) des § 7 besteht, kann in strenger Weise gezeigt werden, 
dass der Bogen © das verlangte Extremum im Allgemeinen nicht mehr 
liefert. Dieser Nachweis, der wesentlich auf den Entwicklungen des § 4 
beruht, ist deshalb interessant, weil bisher nur bei der einfachen Aufgabe 
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der kiirzesten Linie in der Ebene unter der Voraussetzung zweier variabler 
Endpunkte der gesuchten Curve die entsprechende Untersuchung durch- 
gefiihrt worden ist. 

Denkt man sich die Gréssen b und ¢ als Functionen von 6 durch die 
Gleichungen (4), (5) des § 7 definirt, so wird durch die Gleichung 


(1) r= a? + : ce — ca + + c® cos (. + b) 


eine von dem Parameter 6 abhiingende einfache Schar von Extremalen 
dargestellt, welcher dem Werthe 6 =o, entsprechend die Curve © an- 
gehért, und es handelt sich um die Extremumseigenschaft der fiir diese 
Curve gebildeten Grésse 


t 
I= Fl, s,p,1)ds + 06); 
% 


die wesentliche Eigenthiimlichkeit der Function ®(¢) zeigt sich darin, 
dass fiir die Grisse 


U 
“= -{ Fir, s, p, l)ds — O(6), 


wenn man ry und p auf eine beliebige Curve jener Schar bezieht, die 
Differentialbeziehung 
du=F,dr+ F,ds 

gilt. Es tritt hier dieselbe Schwierigkeit auf wie bei dem friiher be- 
handelten analogen Problem von speciellerer Fassung; wenn niamlich, 
wie es der Gleichung (14) des § 7 entspricht, der Punkt r = a, s = 0 der 
extremale Brennpunkt ist, so verschwindet auch jetzt in ihm die Grésse 
Sh und damit die Grésse F', welche in der ilteren Theorie stets als 
von Null verschieden vorausgesetzt wurde: Die in § 4 entwickelte neue 
Theorie iiberwindet aber wiederum die Schwierigkeit, sodass man das 
Aufhéren des Extremums nachweisen kann; denn wie in § 5 ist auch 
hier die in der allgemeinen Theorie durch S, bezeichnete Grisse mit — J 
identisch. 

In der That ergiebt die Gleichung (1), nach o differenzirt, wenn 
man wieder mit positiver Quadratwurzel die Bezeichnung 


—,-- 
C= Vo + c? 
einfiihrt, das Resultat 


2 i 2 
(2) 2rr, = ~ wh ) -_— oe cos ( 4 b) +Ce (- 2 - 


3" +b,) sin (+0), 
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und wenn man nach s differenzirt, erhilt man 





dr dr, 2 @(Ce)_. (2s 2Ce, 
2747, +2r a == —— sim (= +) — 





sin (. + b) 





0c 
28sec, 2 

(- 5 +,) cos (+0). 

Nun soll fiir s=0 und die Curve ©, d. h. fiir c=c, b=bd, die Grosse 

r, verschwinden; somit folgt fiir dieses Werthsystem : 


o 


+2C 


c 


dr 9 2Ce 
Sv =f te. SS 


ds c Go c 
da ferner den Formeln (9) des § 6 zufolge 








sin b — 2Cb, cos b; 


c ‘ a°® 
20” sinb= G 


zu setzen ist und r fiir s=0 den Werth a hat, so folgt 


(3) cos b = 


dr 2a° 
2a" = C, + b,¢, 


oder, wenn man die Gleichung 
(4) 4C,C = ce, 


benutzt, 
dr a°ce, 


2a 35 = gor + bee =n (a°c, + 2C%b,). 


Diese Grosse verschwindet der Gleichung (13) des § 7 zufolge; da nun 
in der Bezeichnung der allgemeinen Theorie des § 4 


S=t 


zu setzen ist, und 6 an Stelle der dort durch a bezeichneten Grisse tritt, 
so geht A(t,a) in r, tiber und die Grésse A,(t,a) verschwindet im 
extremalen Brennpunkte. Nach § 4 hért aber das Extremum in diesem 
Punkte sicher auf, wenn die Grésse A,(¢,a), d. h. in dem vorliegenden 
speciellen Falle r,, von Null verschieden ist. Dariiber kann man leicht 
entscheiden; die Gleichung (2) ergiebt namlich sofort 


Qr3 + Qrr,, =200,, + 203 + > (ee,g +4) 


28c, 





=z* + b,) sin (* + 6) 


— (Ce)qq 008 (= + b) + 2(Ce), (— 


+ Ce (- -_ oe b,) cos (. + b) 


28c,, 4sc 
+ 


+ Ce sin ( + b) (— ~~ 


a + bya) : 


— 
15* 
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Sodann folgt aus der Gleichung (4) 
4(Ci+ CC,,) = Cl + Ci, 


2 20 22 22 a Y 
Coo cS + Clog ¢ 5 a C5 Clog C, ee, . 


(5) Cc = a0r ~ wei tic cma 
setzt man daher s = 0 und fihrt die Werthe (3) ein, so erhilt man 


? a 2 ’ » Y c 
2r2 + 2rr, = 27 og = lag + 03 — (C,,¢+ 2¢,C, + Ce,,) sa 


od 
a°® 


+ 2(C,e+ C5 C)b, C + Cebz, » a + ca°b,,. 


Combinirt man mit diesem Resultat die Gleichung (13) des § 7 oder 


. 0 
2C%b, 7 ave, 
"= ee”? o”~ — 9@?? 


a°a® = a’, 
und benutzt die Formeln (5), so ergiebt sich 


2n2 2e2 
itd (j Cs a) c cs 


(6) 2rrog = lag t OB 


2\4c*° 4c?) 4C? 

cc ce a°b c*b2 
— + 9(Gy + 4.0) gi + 5 + 00%, 
_ gg ce . atc? —s_ ec? c?¢c2 a? 
- =" (1-ae) + 4(!—- Sar — a) - 70 

atc? = c®e2. a? 

Cc? 8c! > ca°b,, 

0 





Wenn diese Grisse von Null verschieden ist, so lehrt die allgemeine Ent- 
wicklung des § 4, dass der Bogen ©’ in der zweiten Ebene das gesuchte 
Extremum der Grésse J nicht mehr darbietet, und dass man vom Punkte 0 
zur Geraden s = / solche Curven 2’ ziehen kann, welche fiir J genau den- 
selben Werth ergeben wie ©’. Fiir ihren Endpunkt habe etwa r den 
Werth 7, der von r, beliebig wenig verschieden genommen werden kann. 
Einer solchen Curve 2’ entspricht in der ersten Ebene eine Curve &, 
welche in einem beliebig vorgeschriebenen Punkte des Kreises R beginnt, 
und mit der Bogenlinge / den Kreis r=7 erreicht. Dieser schneidet 


die Curve ©, in der Umgebung des Punktes 1, etwa im Punkte 1, da 
sf fiir ¢6=6, von Null verschieden ist, @ also auch den Werth 7 an- 
nimmt, sobald |¥—+r,| hinreichend klein ist. Man kann daher die Curve 


% so drehen, dass sie auf der Curve ©, endigt und diese durch einen 
Bogen von der Linge / mit dem Kreise ® verbindet, dass sie also zu 
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den Curven gehért, welche beim Problem der Kénigin Dido mit dem 
Kreisbogen © verglichen werden miissen. Damit ist gezeigt, dass auch 
in der ersten Ebene der Kreisbogen © das gesuchte Extremum sicher nicht 
liefert, wenn die Gleichwng (14) des § 7 besteht und die Grisse (6) von 
Null verschieden ist. 

Dieses Kriterium kann in einfacher Weise geometrisch formulirt 
werden, indem man die Bedeutung der Gleichung 


r= a? + = c? — Ce cos (+ b) 


in der ersten Ebene niher ins Auge fasst. Zu diesem Zweck betrachten 
wir einen beliebigen Kreisbogen vom Durchmesser ¢ und vom Centri- 
winkel ¢, der im Punkte A rechtwinklig vom Kreise R ausgeht und in P 
endet; ist M der Mittelpunkt dieses Bogens, O derjenige des Kreises &, 
so ist 
(7) cos OMP = cos (t+ AMO), 
wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem der Bogen AP 
nach der ausseren oder inneren Seite des Kreises ® hingeht, also je nach- 
dem a° = + a ist, wenn AP in der Nahe des Bogens © verliuft. Daraus 
folgt, da offenbar 7 
OM = a@+ie=C 
ist, wenn 
+AMO=68 
gesetzt wird, 
(8) cos B = 36 ’ sin B = Cc? 
und die Gleichung (7) geht fiir beide Fille in die Form 
cos OM P = cos (t+ B) 
iiber. Das Dreieck OMP ergiebt aber 
OP*=r? = OM? + MP*—20M-MP cos OMP; 
oder 
(9) r= a? + = c* — Cc cos (¢+ B). 
Bezeichnen wir nun durch s die von irgend einem Anfangspunkt A, ge- 
messene in der Richtung von A nach P hin wachsende Bogenlinge A, P 
auf der Curve AP, so ist 
¢ = = + const., 


und iiber die Constante kann durch passende Wahl des Anfangspunktes 
willkiirlich verfiigt werden. Dies geschehe so, dass die Relation 


t+p= +d 
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besteht; dann sind die Gleichungen (1) und (9) identisch und der Bogen 
AP fallt mit der durch letztere Gleichung dargestellten Curve S (§ 7) 
zusammen. Dabei entspricht dem Werthe s=/ der Schnittpunkt des Kreis- 
bogens © mit der Curve ©,; die Lange des Bogens zwischen & und ©, 
hat somit den Ausdruck 


ct 


CS (F+b—p)=1+ $-8), 


wobei die durch die Gleichungen (8) definirte Grésse f fiir die Curve © 
mit 6 identisch ist. 
Im Allgemeinen ergeben die Gleichungen (8) offenbar 


2a° 


2a° 
tgB=—-—, p=aretg——; 


sehen wir also ¢ und b in der Weise, wie es fiir die Curven © geschah, 
als Functionen von 6 an, so folgt 


2a°e, 
(10) b.- —S = - 555 
«aa ~~ 307 
14-5 


Bildet man mit diesem Werthe die Bedingung dafiir, dass die Grésse 
1 


9 ct ein Extremum sei, so erhailt man 


a°c, 
¢,(b aa B) + Cc Ib, + =0| — 0; 


fiir die Curve ©, auf welcher b= ist, geht diese Gleichung in die 
folgende iiber 


a°e, 
(11) b+ saz = 9, 


welche mit der Gleichung (13) des § 7 zusammenfillt, also richtig ist. 
Fiir die Curve © ist also die durch das erste Differential ausgedriickte 
Bedingung fiir das Extremum des durch die Curven ® und ©, abge- 
schnittenen Bogens erfiillt; man wird erwarten, dass der bezeichnete Bogen 
der Curve © ein Extremum unter den Bégen der Curven © sei, welche 
von den Schnittpunkten mit R und ©, begrenzt werden. Dieses Extremum 


ist gesichert, wenn der zweite Differentialquotient der Bogenlinge = ct 
nach 6 nicht verschwindet. Fiir diesen erhailt man offenbar 


a G ct) 
2 ——— (b—B)c,, + 2(b,— B,) + (b6 bie Ba o)¢3 
da nun fiir die Curve © die Gleichung b = £ gilt, und die Relation (11) 





co 
so 
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combinirt mit der Gleichung (10) nichts anderes bedeutet, als b, — 8, =0, 
so folgt fiir den untersuchten Werth von 6 

2 a°cc?— 2a°C%e 

— iia C(Dy, — Baa) we (0.. ae a) ; 
Das ist aber bis auf den Factor a® der Ausdruck (6), der die Eigenschaft 
hat, dass, wenn er von Null verschieden ist, nach den friiheren Ent- 
wicklungen das Extremum sicher fiir den Bogen © nicht mehr vorhan- 
den ist, und zwar in der Weise, dass Curven von gleicher Linge wie € 
zwischen & und ©, construirt werden kénnen, welche mit diesen Curven 
ein ebenso grosses Areal umschliessen wie ©. Wenn also der Bogen © 
unter den Kreishégen © ein Extremum der von & bis ©, gemessenen Bogen- 
linge darbietet, welches an dem zweiten Differentialquotienten dieser Grisse 
nach 6 zu erkennen ist, so bietet.er sicher das von der Kénigin Dido 
gesuchte Extremum nicht mehr dar. 

Wir formuliren dieses Ergebniss in folgendem Satze: 

Der Kreis 8 und eine von thm ausgehende Curve ©, seien durch eine 
einfach unendliche Schar zu beiden senkrechter Kreisbigen S verbunden; 
unter diesen habe der Bogen © ein Extremum der Bogenliinge, welches an 
der zweiten Ableitung dieser Grisse nach dem lings der Curve ©, gemessenen 
Bogen 6 deutlich zu erkennen ist. Dann konnen in beliebiger Niihe des 
Bogens © andere Curven von derselben Liinge zwischen R und ©, construirt 
werden, welche mit letzteren Curven ein ebenso grosses Areal umschliessen 
wie ©. Das isoperimetrische Extremum, dessen nothwendigen Bedingungen 
der Bogen © geniigt, ist also nicht vorhanden. 

Der Bogen © hat die bezeichnete Eigenschaft nur dann, wenn sein 
Centriwinkel y mit dem Durchmesser c durch die Gleichung 
ot 

c 





(12) e+ (a°+ R°+ 7) sin y — [e+ (a°+ R°)y|cos y = 0 
verbunden ist, in welcher a°® den Radius des Kreises 8, R° den Kriimmungs- 
radius der Curve ©, im Endpunkte des Bogens © bedeutet, und zwar jede 
dieser Gréssen positiv oder negativ genommen, je nachdem die Richtung 
nach dem zugehdrigen Kriimmungscentrum hin mit der Verlingerung des 
Bogens & gleich gerichtet ist oder nicht. 

Die Symmetrie der Gleichung (12) hinsichtlich der Gréssen a°® und R° 
lisst vermuthen, dass das Resultat auch giiltig bleibt, wenn der Kreis R 
durch eine beliebige Curve ersetzt wird. 
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g 9. 


Discussion des in § 8 erhaltenen Resultats und hinreichende 
Bedingung des Extremums bei zwei variablen Endpunkten. 


List man die Gleichung (12) des vorigen Paragraphen nach R° auf, 
so ergiebt sich 


2R° dM 
a M+ “e dy =0, 
wobei 
(2) M = ~ (2—2cosy—ysin y) + a°(sin y — 7 cos ) 


, a , 
=a {sin y — y cosy + -5 sin ¥ (sin $4 cos t)} 


gesetzt ist; wenn daher M von Null verschieden ist, so kann man die 
Gleichung (1) in die Form 





1 —s- 2 dlogM 
(3) ¥--c a 
setzen. Nun findet man leicht 
dM O54 ‘ 
(4) dy — 3 Siny—ycosy) + a° y sin y, 
ad? M 





—- t sin y + a® (sin y + ycos y), 
2 

(3) - 5 (sin? y — 2y sin y cos y + y* cos? y) 

+ca®(ysin*® y —y* sin y cos y) + a*y? sin? y, 


Mos —Grsin y (2 — 2 cos y — » sin y) 
+ — (y cos y + sin y) (2 — 2 cos y — y sin y) 
+ oe y sin y (sin y — 7 cos y) 
+ a? (sin y — y cos y) (sin y + 7 cos y), 
Mo (a) = a*(sin*® y — y*) + a®c (1 — cos y) (siny— 7) 


—{ (sin — 7) 
=(siny—y)|a*(siny +) +-0°e(1—cos vy) + : (y— siny) | , 
In diesem Ausdruck kann die in eckige Klammern eingeschlossene Grésse 


als eine quadratische Form fer Argumente a® und =e angesehen werden, 


welche definit und positiv ist, da, abgesehen vom Falle y=0, die 
Determinante 





farm tin 4 


mi 
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(1 — cos y)? — (y?—sin? y) = 2(1 — cosy) — 7 
ee ? 
= afuie £—(2) 
negativ, der Coefficient von a? aber positiv ist. Sobald daher der Winkel 


y von Null verschieden ist, muss die in eckige Klammern geschlossene 
Grésse positiv sein, und da sin y — y negativ ist, ergiebt sich 





aM (Gea 


— dy 


ad? log M 
‘dy <0 


| )<0, m<78= <0, 
oder nach (3) 
d /1 
ay (Re) > 9 
Man findet ferner aus den Gleichungen (2) und (4), wenn [y], eine mit 
der K**’ Potenz beginnende Potenzreihe des Arguments y bedeutet, die 
Entwicklungen 
c 4 a° 3 
MoZ+= +h, 
dM P 
dy 7 a + a°y* + [vl 
also 
1 6 c 
| iacadiaaa ey +I[rh); BP = — ¢ (1+([rh), 
sodass unendlich kleinen positiven Werthen von y unendlich grosse negative 
Werthe von 1: R° entsprechen. Lisst man nun y wachsen, so nimmt 


- der Relation (3) zufolge bestindig zu, solange M von Null verschieden 


ist. Diese Grésse kann aber bei wachsenden Werthen von y und R°® erst 
dann wieder verschwinden, wenn 1: R° den Werth + oo erreicht hat. 
Denn geschiihe es vorher, so miissten die Gleichungen 
‘dM 
zusammen bestehen, und aus ihnen wiirde, da a° und c¢ nicht verschwin- 
den, auf Grund der Formeln (2), (4) die Gleichung 
|\2—2cosy—ysiny sin y — y cos 7| - 

| siny—ycosy ysiny | 
folgen, welche mit der unrichtigen Gleichung 

—y?+ 2ysin y — sin’? y = 0 
identisch ist. Wenn daher y, die kleinste positive Wurzel der schon in 
§ 3 discutirten Gleichung 

M=0 


mit der Unbekannten y ist, so wird die Grosse # fiir y = y, zunehmend 
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1 
Re 
im Intervall von 0 bis y, einen und nur einen Werth von y, fiir welchen 


unendlich, also + oo, und fiir jeden endlichen Werth von hat man 


die Gleichung (1) besteht, und welcher mit a bestaindig wiachst. Ein 


Werth y, ist nach § 3 zwischen 0 und 2” immer vorhanden. 

Um nun in méglichst expliciter Form die hinreichenden Bedingungen 
des gesuchten Extremums aufzustellen, gehen wir von einer bestimmten 
Curve © aus und sehen demgemiiss a°, c und y als gegeben an; dann 
handelt es sich darum, fiir R° eine Ungleichung aufzustellen, welche das 
Extremum sichert. Mit a°® und ¢ ist auch y, gegeben; wir machen von 
vornherein die Annahme 


21 
y=, VO<r<%. 


Aus der Gleichung (1) ergiebt sich ein bestimmter Werth von R®, den 
wir jetzt durch R® bezeichnen wollen: 


1 2 dM. 


R" cM dy? 


wir behaupten, das gesuchte Extremum ist vorhanden, sobald 
1 1 
(5) R° > RR" ¥ 


Um diese Behauptung zu beweisen gehen wir davon aus, dass, wie 
in § 7 gezeigt ist, das Extremum jedenfalls dann gesichert ist, wenn 
lings des ganzen Bogens © die partielle Ableitung 7, von Null ver 
schieden ist. Fiir diese Grésse erhalt man aus der Definition 


1 
P=a?+—> ec? — Cecosa 
die Gleichung 
2rr, = cc, — Cc, cos « — C,¢ cos a + Cea, sin a; 


dabei sind b und ¢ als Functionen von 6 durch die ersten beiden Glei- 
chungen (11) des § 7 definirt, d. h. durch die folgenden: 


—1C, sin B —4C8B, cos p= = he 
cc, — Ce, cos B — C,c cos B + CcB, sin B = 29,. 
Da nun 
2 21 28c, 2le, 
a=——+b, b= — +5, a =~ — 3 +4,, 6,=— a +4,, 
ce, 
C.-a> R° = — Ru, 





~~ @B&G -F& FF 
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so kénnen die erhaltenen Gleichungen folgende Form annehmen: 
e* 2Cs . : 
2rr, =C, (c— C cos a — iq 08 *— ~~ sin «) +b, cCsin a, 


00, 


(6) O=c, (- 6 sin B + Le cos 6) —b,C cos B — R? 


O=Cc, (c— C cos B — ba cos B — = sin 8) + b,cC sin B — 20 @,. 


Hieraus folgt, indem man b, und c, eliminirt, 


| 2 2Cs . ; | 
e — Ceos « — 5 cos « — = sin « cCsin a 0 | 
1 | 201 ee 
(1) 2rr,=— N 40 sin B + ~~ cos B —Ccosp —= 


i¢ — Coos B — hd cos B — ac sn fp cCsin B 200 
wobei N die Determinante der Coefficienten von b, und c, in den letzten 
beiden Gleichungen (6) bedeutet, also einen Ausdruck, der nach § 7 einen 
von Null verschiedenen Werth hat. 

Der fiir r, erhaltene Ausdruck zeigt zuniichst, dass diese Grésse nicht 
fiir alle Werthe von s verschwinden kann; denn dann miisste ein Ausdruck 


A+ Bceosa+(Da+ E) sina, 


in welchem A, B, D, E von « unabhingig wiren, identisch verschwinden, 
was, wie man leicht sieht, nur méglich ist, wenn alle jene vier Coefficienten 
verschwinden. Angewandt auf den Ausdruck (7) wiirde diese Bemerkung 
ergeben, dass in der rechts stehenden Determinante die zum ersten und 
zweiten Gliede der ersten Horizontalreihe gehérigen Adjuncten verschwin- 
den miissten; hieraus wiirde weiter folgen, dass auch die zum dritten 
Gliede der ersten Horizontalreihe gehérige Adjuncte den Werth Null 
hatte, was aber, da sie mit WN identisch ist, nicht der Fall ist. Die Grosse 
r, kann also nicht identisch verschwinden. 

Weiter beachten wir, dass die Grésse r, einer linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung geniigt, welche aus der Differentialgleichung 
der Extremalen 





d /r?—a? 1 ail 


oder 
0 = p(1—p’)(r° +a") + (#0) 


hervorgeht, indem man nach 6 differenzirt. Der Coefficient der héchsten 
Ableitung 
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@ dp_ @r, 

oo ds ds* 
ist r(r? —a*), also fiir s = 1 jedenfalls von Null verschieden, da der diesem 
Argument entsprechende Punkt 1 weder auf dem Kreise & liegt, fiir 
welchen r = a@ ist, noch in den Coordinatenanfangspunkt fallt, der iiber- 
haupt mit dem Kreise ® durch keinen zu diesem orthogonalen Kreisbogen 
_ verbunden werden kann. Die Coefficienten der bezeichneten linearen Dif- 
ferentialgleichung sind also, auch wenn die héchste Ableitung den Factor 
Eins hat, fiir s =/ stetige, mit stetigen Ableitungen versehene Functionen 
von s; hieraus folgt, da r, nicht identisch verschwindet, dass die Gréssen 


1 
r, und ail fiir s=J/ nicht beide den Werth Null haben kénnen. Nun 
findet man leicht aus der Formel (7) 


; : 2cl .. esa 
e—C cos B— +p cos p— 2" sin p cC sin B 





ot ee 
2 ee e-F eu 201 
—7e@ sin B + —r cos B ~ C cos B | 
200, 





W (c cos B — ; ) : 
und dieser Werth ist wie N von R® unabhiingig. Ist derselbe von Null 
verschieden, was offenbar, da gg, nicht verschwindet, der allgemeine Fall 


ist, und lisst man den Werth * irgend ein endliches Intervall durch- 


d s=l 
laufen, so durchliuft nach der Formel (7) auch =e | ein endliches Intervall 


und dasselbe gilt zufolge der fiir r, bestehenden Differentialgleichung von 
d? 
a daraus folgt, dass um den Werth s=/ herum eine Strecke abge- 


grenzt werden kann, auf welcher r, fiir alle bezeichneten Werthe von i 

von Null verschieden bleibt. Hat dagegen der Ausdruck (8) den Werth 
1 

Null, so kann das von a durchlaufene Intervall den Werth Null nicht 


d . 
enthalten, da r, und mel nicht zugleich verschwinden. Es bleibt also die 


d s=l 
Grosse al dem absoluten Werthe nach oberhalb einer von Null 
a? 
verschiedenen Grenze. Da nun = jedenfalls nicht iiber alle Grenzen 


wichst, so folgt, dass auch in diesem Falle eine die Stelle s=/ enthaltende 
Strecke abgegrenzt werden kann, in welcher r,, abgesehen von s = 1, von 
Null verschieden bleibt. Man kann dies auch so ausdriicken, dass bei einer 





~. «a. & 4 
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# in das Intervall von s = 0 bis s =1 eine Nullstelle 
der Grésse r, niemals iiber die Grenze s=/ hereinriicken kann; wenn sich 
die Anzahl der in diesem Intervall befindlichen Nullstellen iindert, so kann 


dies nur dadurch geschehen, dass r, fiir s = 0 verschwindet. 


Veriinderung von 


Jetzt lassen wir die Grésse = von dem Werthe ab, den sie fiir die 


Curve ©, hat, bis zu einer beliebig grossen positiven Grenze hin wachsen, 
wihrend ¢ und y feste Werthe behalten; dann kann die Gleichung (1) 
niemals erfiillt sein, da die Voraussetzung (5) gemacht ist, und die durch 


die Gleichung (1) definirte Grésse a , Wie gezeigt, mit y zugleich wiichst. 
Es kann also niemals s=0 eine Nullstelle von r, werden; die Anzahl 
der Nullstellen dieser Grésse im Intervall von s = 0 bis s =1 bleibt also 


- aber alle Grenzen 


bei der Voraussetzung (5) ungeiindert, wenn man R 


wachsen liasst. 
Es bleibt nun noch zu untersuchen, ob die Grésse r, fiir at oo 


lings des betrachteten Intervalls von s=0 bis s=/ von Null verschieden 
ist, wobei natiirlich die Voraussetzung y< y, von wesentlicher Bedeutung 
ist; den Uebergang zu diesem Grenzfall kénnen wir dadurch realisiren, 
dass die Curve ©, stetig in einen Kreis von unendlich kleinem Radius 
iibergeht, auf dessen Aussenseite der unverinderte Bogen © liegt. 

Um zunichst in der Formel (7) zu dem Werth R° = 0 iibergehen 
zu kénnen, bemerken wir, dass dieselbe richtig bleibt, wenn die unab- 
hiingige Variable nicht mehr die Bogenliinge bedeutet, sondern eine 


- . ; ° : ° ° ., @ 
Grésse rt, deren Function jene ist, da man nur beide Seiten mit i zu 


multipliciren braucht, um 6 durch rt zu ersetzen. Fiihrt man z. B. den 
Winkel der Tangente der Curve ©, mit:einer festen Richtung als Variable 6 
ein, so vermeidet man die Schwierigkeit, welche, wenn 6 die Bogenliinge 
ist, beim Uebergang zu einem unendlich kleinen Kreise mit dem Radius 
R® als Curve ©, entsteht. Bei dieser Annahme hat man, wenn g° der 
Abstand des Centrums vom Coordinatenanfangspunkt, und 6 der Winkel 
zwischen irgend einem Radius des Kreises ©, und der Geraden 9° ist, die 
Gleichung 
0? = 0° o° + R°R® — 20° R cos o, 

also 


Q ‘ 
=r = oe’ sin 6. 


200, =29°R sins, = 


Die Figur aber zeigt, dass im Grenzfalle sin 6, von Null verschieden ist, 
da andernfalls die Gerade 01 den Bogen © im Punkte 1 beriihren, 
letzterer also auf dem Kreise ® liegen miisste, was wir immer aus- 
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geschlossen haben. Da ferner die Grésse gg, mit R° verschwindet, so 
giebt die Formel (7) den Grenzwerth 

: ¢— (C+) cos a — 7% sin « cC sin « 

2rr, =- — , 


}e— (0 + 5) cos p — *S* sin eC sin B 


und der hiermit gegebene Ausdruck der Grésse yr, geniigt wieder der- 
selben linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung wie die friiher 
betrachtete Grésse r,. Offenbar verschwindet dieser neue Ausdruck r, 
nicht identisch, hat aber fiir s=J/ den constanten Werth Null. Liasst 
man daher die Grésse a° irgend ein endliches Intervall durchlaufen, womit 
sich auch die bezeichnete Differentialgleichung andern wiirde, so kann 
die Grésse r,, wenn sie fiir irgend einen Werth a® im Intervall von 
s=0 bis s=l von Null verschieden ist, eine Nullstelle innerhalb des- 
selben nur dadurch erhalten, dass dieselbe die Stelle s =O passirt. Bei 
dem zugehérigen Werthe von a®, welcher a™ sei, hat man dann 
a" (sin y—y sin y) + ¢ sin Z (sin — 2 cos +) =0. 

Bei dem urspriinglichen Werthe von a®, den wir jetzt a® nennen wollen, 
war nun 


a™(sin Yo —- Yo SiN Yy) + € sin Ya (sin Ye -- Yo cos ts) =0, 


und nach § 3 wachsen y, und a zugleich, wenn sie dieser Gleichung ge- 


miss bestimmt werden; die Ungleichung y, > y ergiebt also 


1 1 
qos > Goi" 


Liasst man daher a mit dem Werthe + co beginnen und bis zum Werthe 
“a herabsinken, so wird der Werth as nicht durchlaufen, es kann also 
keine Nullstelle der Grésse r, iiber die Grenze s=0O in das Intervall 


von 0 bis / hereinriicken. Zu Anfang dieser Aenderung, d. h. fiir - = + 00, 


a® = 0, hat man einfach 
c e 


r= 5 — 008 (5 +b) =e sin? (5 +5), 


und hier kann die Grésse, welche aus der Formel (7) hervorgeht, 





sO 


N 
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Orr — — 070° sin g, | e(1—cosa)—ssine sing | 
2N | e(1—cosf)—JsinB sin B |’ 


nicht verschwinden. Die Function 


§— “Cen! _ 5 — ctang ¢ —s —ctang (2 +4) —s 


sin « 2 





hat niimlich die positive Ableitung 


1 
13 


s 
cos* (= ao 3) 
da nun fiir die betrachtete Curve b = 0 zu setzen ist, s aber die Grenze 


1 ‘ 
3 «ce unendlich, 


und ist fiir kleinere Argumente positiv, fiir gréssere negativ; da sie nun 
in jedem Intervall, fiir welches sie endlich bleibt, mit s wichst, so kann 
sie nicht fiir s=/ und ein von / verschiedenes Argument s denselben 
Werth annehmen. Das miisste aber eintreten, wenn der oben fiir rr, 
erhaltene Ausdruck verschwinden sollte. 

Hiermit ist gezeigt, dass die Grésse r, fiir R°=O lings des Bogens © 
abgesehen vom Endpunkte s=/ nicht verschwindet, und daraus folgt, 
wie oben bemerkt, das analoge Resultat fiir einen beliebigen Werth 
von R°, der nur der Ungleichung (5) unterworfen ist. Da nun allgemein, 


? 


wenn y und R° durch die Gleichung 


ae nicht iiberschreitet, so wird die Grésse S nur fiir s = 


dM , 2e 
(9) , fies po M=0 


an einander gebunden sind, Ri mit y zugleich wiichst, so kann die be- 


, : 21 
zeichnete Voraussetzung auch so formulirt werden, dass der Bogen — 


kleiner seip muss, als die zu dem gegebenen Werth von R° gehdrige 
kleinste Wurzel der Gleichung (9), womit er auch kleiner ist als die zu 
R°® =0 gehiérige Wurzel y,. Erinnern wir uns noch dessen, was in § 7 
iiber die Unterscheidung der Maxima und Minima abgeleitet worden 
ist, so kénnen wir das Resultat dieses Paragraphen in folgender Form 
aussprechen: 

Steht der Kreisbogen © auf dem Kreise 8 und der von diesem aus- 
gehenden Curve ©, senkrecht, so begrenat er mit R und ©, zusammen ein 
masximales oder minimales Areal verglichen mit gleichlangen die Curven 
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R und ©, verbindenden Bogen, solange der Centriwinkel des Bogens © kleiner 
ist als die kleinste positive Wurzel der Gleichung 


e+ (a? + poy 22 Ey _ on) sin y — (c+ (@°+ Ry) cos y = 0, 

im welcher y die Unbekannte, c der Durchmesser des den Bogen © ent- 
haltenden Kreises, a® der Radius des Kreises 8, R° der Kriimmungsradius 
der Ourve ©, im Schnittpunkt mit © ist, letetere beide Grissen positiv oder 
negativ genommen nach der am Schluss des § & angegebenen Regel. Das 
Maximum oder Minimum liegt vor, je nachdem die umschlossene Fliiche 


auf der concaven oder convexen Seite des Bogens © liegt. 
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Sur -les formes quadratiques ternaires indéfinies. 
Par 


Anpri Marxorr & St. Pétersbourg. 


Dans cette note j’ai en vue de traiter la question des limites précises 
de minima des formes quadratiques indéfinies 


ax? + a’y®? + a2? + 2byz + 2b’xz + 2b’ xy 
dun méme déterminant 
D=ada" + 2bb'd" — ab? — a’ bd’? — ab”. 


La question analogue pour les formes binaires a été traitée dans mes 
mémoires «Sur les formes quadratiques» (Mathem. Annalen XV et XVII). 

Il y a été démontré, que les limites précises des minima des formes 
quadratiques indéfinies 


ax® + 2bay + cy’ 


D=v? —ac 


(3 t > 100 > 
VED, VED, Vig Ds 
laquelle nous pouvons prolonger infiniment. 
Il est trés vraisemblable, que les limites précises des minima des 


formes ternaires font aussi une série infinie. Mais 4 présent je ne puis 
établir que les trois premiers membres de cette série: 


2 P/2 P/1 
V2.0, V20, Vio, 
(D) étant la valeur absolue de D. 
Conformément a cela nous allons démontrer la proposition suivante. 
La limite supérieure précise des minima des toutes formes indéfinies 
f=a2+ay+a"2+ 2byz + 20'x2 + 2b’ xy, 


Mathematische Annalen. LVI. 16 


d’un méme déterminant 


forment la série 
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dun méme déterminant D, est égale au minimum 


2 
3 P) 
des formes équivalentes a 


a 
Po =— Vz D (a? + xy + y?— 22*)*). 


Pour les formes non équivalentes a la forme gq, cette limite est égale au 
minimum 


i aan 
2 
5 () 
des formes équivalentes a 


oo 
= V5 D+ ay—y— 22). 


Pour les formes non équivalentes aux formes g, et gp, cette limite est égale 
au minimum 

V i 
des formes équivalentes a 


a 
9: =— Vi d@+y—3e. 


Enfin, si Von exclut les formes équivalentes aux formes 9, 91, P, la valeur 
absolue de chaque autre forme f peut étre faite plus petite que 


Vi), 


x, y, 2 étant les nombres entiers et 
e+y+t22>o0. 
Pour simplifier les recherches nous supposons 
D=1, 
en remplagant la forme f d’un déterminant arbitraire par la forme 
axz* + a’ y®? + a’ 2?+ 2byz+ 2’ a2+ 2b" xy 
Vaca’ +2000" — ab*—ab*—a"l® 








Outre cela nous supposons que tous les rapports 
ek ee ee eg 


a* a? @* a @ 


sont des nombres rationnels. 








*) Ce résultat m’avait été communiqué deji longtemps par M. A. Korkine, il 
y a 20 ans. 
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Dans cette supposition chaque forme f a un minimum et peut étre 
réduite ainsi que la valeur absolue de son premier coefficient a est égale 
& ce minimum. 

Quant aux formes, pour lesquelles les rapports 


sont des nombres irrationnels, on ne peut pas assurer que chacune de ces 
formes a un minimum; mais il n’est pas difficile d’étendre la proposition, 
enoncée plus haut, aussi sur ces formes. 

En considérant avec la forme 


f=ae+ay+a’e + 2byz + 2b'2x + 2b’ xy 

son adjointe 

FHAX?4+AY°4+ AZ? 4+ 2BYZ4+ 2B’ZX + 2B’ XY, 
nous avons les relations 
A =a a"—b* , B =b'b"—ab , a =A’ A”—B*, b =B’B"—AB , 
A’ =a"a—b?, B’=b"b—a'l' , a =A" A—B", b =B’B-AB, 
A”’=aa —b"*®, B’=bb' —a’b’, a’ =AA —B”, bl" =BB — A’ B". 
De la théorie des formes quadratiques on sait la proposition suivante. 

Si la forme f par la substitution 


r=ay+BY+Y A, 
y=aaut+hyt+y 4, 
eax, + By +74 

se transforme dans la forme 

fy = Qa? + a'y? + a," 2? + 2b, 91%, + 2b,’ 2,2, + 2b," x,y, 

équivalente a /f, la forme F adjointe a f se transforme par la substitution 
X,=aeX+eV¥+e"Z, 
¥,—pX+pY+8"Z, 
Z=yX+7Y+ 72 

dans une forme 


F, = A,X, + A/Y + 4,"Z2 + 2B, ¥,Z, + 2B Z,X, + 2B,"X, ¥,. 
équivalente a F' et adjointe a /,. 
Pour notre but le cas particulier de cette proposition est important, 
od la forme f se transforme par la substitution 
c=2,, y= By tye, = By, +7"% 
et la forme F' — par la substitution 
X,=X, Y=pY+p"2Z, 4Z=7Y+ 72, 


16* 
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la différence 

ae By —By 
étant égale a + 1. 

Dans ce cas 
a=4,, A=A, 
et les formes binaires 
ay? + 2byz + a2’, A’ Y?+ 2BYZ+ A’Z 

se transforment, par les substitutions indiquées, dans les formes équivalentes 

ayy? + 2d, y,%, + a" 2,%, A, Y,? + 2B, ¥,Z, + 4,"Z?. 
Il est aussi important de remarquer la représentation de la forme f/ par 
les sommes 


b” v2 
f=a(e+ [y+ c4) + 
b” vv \2 - B \ s* 
=a(et+ cyte) t+ C—e te 
La seconde de ces deux représentations manifeste, que des deux nombres 
a, A” 
Yun au moins doit étre négatif; car dans le cas contraire la forme / est 
une forme positive. 
Il est facile de voir que ce résultat s’étend aussi & chacune des 5 paires: 
(1) a, A’; (2) a’, A; (3) a’, A"; (4) a’, A; (5) a", A’. 
En supposant que la valeur absolue de a est égale au minimum de la 
forme /, nous allons distinguer deux cas: 
(1) a>0, a<0. 
Dans le cas 


A” y? —2Byz+ A z* 
a 





a>0, 
A’, A” 

sont négatifs et par conséquent les formes 

ax’? + 2b'az2+ a’ 2’, ax* + 2b’ay+a'y 
sont indéfinies. 
Cela étant, nous pouvons assurer que les minima des deux formes 
axz?+20'a2+ a" 2? “a ax* + 2b" xy + a’y* 
y—a4 V- a 


les nombres 





, = — 
sont plus petits que We, si ces formes ne sont pas équivalentes aux 
formes 


4 2 1 2 ¢ 2 
w= = (a? — xy — y’), VW; =); (a* —2xy—y’). 





tes 


yar 


"eS 


st 


S: 
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D’autre part le minimum de la forme 
ax? + 20 a2+ a2? 
et le minimum de la forme 
ax*? + 2b’ay+ay 
ont, par supposition, la méme valeur a. 
Il en résulte, que le cas 





a>0o0O 
peut étre réduit au cas 
; a<0, 
si l'une des deux formes 
ax*-+ 2b x2 + a" 2* ax*+ 2b" xy + a y* 
V—A bd Vv— A” 


est equivalente a la forme y ou a la forme y,. 


Et lon aura : 
a<V— - oa a<V— = A”, | 


sil n’y a pas cette équivalence. 
Or en considérant la forme négative 
A'Y*?+ 2BYZ-+ A’ Z?, 
pour laquelle on a 
A’ A” — B® =a, 


nous pouvons supposer, que cette forme est réduite de telle maniere, qu’on a 
p ’ ’ 
, 4 
AA" <S =z 4. 


En combinant la derniére inégalité avec les inégalités 


a<p-ig, . 0<¥-le 
wake. 


Donec le cas a>O peut étre réduit au cas a <0, si nous excluons les 


on trouvera 


3 
, i 
formes, dont la valeur absolue peut s’abaisser au dessous de y=. 


En abordant le cas 
a<0O, 


nous pouvons supposer la forme indéfinie 
A’Y?+ 2BYZ+ A’Z? 
réduite de telle maniére, qu’on aura 


A’<0, A” >0, —€>1 et y>I1l 
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en désignant par 
1 
— e — ; 
deux racines de |’équation 
Ai?+ 2BE+ A” =—0. 


Soient 


\ 1 
E=€ == ¢ + —- 1 et Q = %N = a + ——- 
0 0 a, + a 0 1 w+: 


les développements des quantités § et y en fractions continues ordinaires, 
les nombres 
"*y Gig, Hy, My, Gy, My, My, - 
étant entiers et positifs. 
En nous servant des désignations des mémoires mentionnées «Sur 
les formes quadratiques binaires indéfinies», nous posons 


1 
= a, + Sait.’ = %_1 + i+? 


2 1 
L, “ae nh 
et nous aurons 
A =—I,V~—a, <A” =L_,V—a. 
D’un autre coté, en considérant les formes 
av+20'e2e+a"22 eb azt?+ 2b’rxy+ ay’, 


nous pouvons etablir les égalités 


a=—uV—A eb a=—vYVAdA’", 
ot lon a 
ee —e 
ub ~ + et v 43 


Ces égalités nous donnent les formules 
—a=Vw'R =r. 
Or on peut prendre chaque paire 


L,, Dy,_; 


au lieu des nombres 
Ly, Ly, 


en remplacant les formules précédentes par celles plus générales 


; oe Ae 
— V ul Lj, = VATB,1 ’ 


et on aura 


4 4 
. 2 2 
Mice, 35° 





eS, 


ur 
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Excluons de nos recherches toutes les formes dont la valeur absolue 


1 


peut s’abaisser au dessous de V: . 


—a2V5 


aux inégalités et aux formules précédentes on obtient 


En ajoutant l’inégalité 


LS 2ukV3<VI68 < 2,772, 
22 


2 < 2? WB < Y21,34 < 4,62. 
21-1 . 
Or les inégalités 

2 


p-<2772 et 7; <4,62 


22 Ly; 


ne peuvent étre satisfaites que dans les cas, ov la série 
**y Gigy Higy Uy, Wy, M%, °° 
ne contient pas des nombres plus grands que 2 et la série 
**y Gigy Giay My My ° 


ne contient pas des nombres plus grands que 3; car on a 
4+ 54+ 2> 462. 


Quant aux quantités w,? nous allons démontrer d’abord l’impossibilité de 
ces trois suppositions 


~ 


o_ 4 1 : 
(1) wiia=wr=—s, wii<gs. 2) whi<y, ww =F3 


4 
5 


1 1 
(3) Hi-w<s, ue = ? Mini <s: 


Pour démontrer limpossibilité de la premiére supposition 


4 1 
2 2 2 
ii = Wi wat 3 Mit1 <g> 


nous remarquons quelle donne 


2 2 221 2 


Dy, Ly, = 1% Dy, 49" 
car la quantité u?,, étant plus petite que 3A ne peut monter au dessus 


> 
de — 
221 
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D’autre part on a 











2 1 1 
— E+ ae = N3141 + Ree: 
- @3;-4-+ “s+ tp 
Nei-1 +2 
2 1 
L = N-1 + a 2 - — berye ++ — 
aie “s1-1 + F—- ” 3141+ 
21 Nei+1 
et ensuite 
_21- 1 §2; +1 2 S , Sopa Marg.) 2 


M1 Mg,-1 +1 Ly, — Dy, 44 rose Liye 
A force de ces formules la supposition considerée fournit l’égalité 
G2. = Nar 


221 ma 
"ai41 = Tas 125 borye +o pad ” op 


et l’inégalité 


Mais en vertu des conditions, établies — on doit avoir 


Nai41 <3, Sery2 > Marys 3 +27 Tr? SHS <3. 
Cela étant, il est facile d’établir les égalités 
et Vinégalité Sete Mae 
Mains > 2,21 + — = 2,466 
laquelle ne peut étre satisfaite que pour 
font = 1, 
car la fraction ——— er, —; , égale a — ; , est plus petite que 0,466. 


4 
Il en résulte sane 


1,22 +- 





incompatible a linégalité établie plus haut 
2 
- < 2,772. 


De méme maniére on peut écarter la seconde supposition 


1 4 
wi-r<z, wi = wi = =- 


Enfin, en faisant la troisitme suppositicn 
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1 4 1 
2 Poa 2 
Mi-r <a> uF Mitt <yz> 
on parvient aux inégalités 


221 1 
Noi44 2 in 125 Esia2 re. bak a 


221 = 
Es, > 125 Nei-1 += x 0 _* 
et au moyen de ces inégalités on trouve 


@,=2, a,_,=1, S141 = 1. 
Il en résulte linégalité 


2 1 ;. 
rt ryree 
incompatible aussi & l’inégalité précédente 
2 
< 2,772. 


Nous pouvons exclure aussi les cas, oi toutes les quantités uw? sont plus 
petites que > 
En effet dans ces cas on doit avoir 
2 200 


Ls Sie VB<1+4 +3 
et par conséquent 
-=a,=a,=l=—a—a,—-:::, 
= a_,=a_,=3 =a, =o, = 


Cela étant, la forme 
A’ Y?+2BYZ+ A’Z? 
est identique a celle ci 


— = 3¥'—3Y¥z—2Z%) 
f 


et la forme <; peut étre presentée par la somme 


y uy ans 
amet ett a9) + Vita Y—8ye— 84. 


Cette somme se réduit a 


b”’ 2 
(c+ —) + 2ia®? 
pour 
y=1, e=0 
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y vy —4 
(ata) +Vitw 


pour 
y=1, z=—l, 
et a 
v b’\? —t 
(c+ — +47) + 21a? 
pour 


y = 4, z=+1. 
A cause de l’inégalité 
Pad 
il en résulte, que les valeurs absolues des sommes 
b” v b” v b” 
oF GZ) Se Stee FSS +*s 


ne peuvent s’abaisser au dessous de la quantité 


—4 
Vi — V tia 


Or cette quantité doit étre plus grande que celle ci 


V 1— 4 = 049... 


a= 2 
car nous supposons — a* > --- 


D’autre part, en choisissant convenablement les nombres entiers 2, 
on peut faire les valeurs des sommes 
v’ b” 


b” bv bv” 
oes tS t es: #t eT t*s 


plus petites que ~ ou égales a > 


Conformément a cela nous pouvons établir les égalités 
b” 1 v’ b” 1 
ty + a (5 = do), jE} — =«(;—4,), 
vy b” 1 
{+ — +4— =4(;- 43), 
ot les nombres 2%, 7,, 7 sont entiers, &, &, € sont égaux a + 1, et 
enfin dy, 0,, 0, satisfont aux inégalités 
0<d,<001, 0<0d,<001, 0<d,< 90,01. 


Mais en combinant ces égalités il est facile d’obtenir l’égalité impossible 


5& —%& —%& 


5 ay — 4, — t= ee 5899 + & 9; + 92, 
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dont le premier membre est un nombre entier et le second n’est pas un 
nombre entier. 

Done il reste deux suppositions sur les valeurs des nombres u,?: 
4 


1) tous ces nombres sont égaux a rt 


2) parmi les nombres u,? se trouve = 


Si tous les nombres u,? sont égaux au + on aura 
L,=L=—L, 
et ensuite 
bo = Ny f= 1: 


Or ces égalités s’expriment par les suivantes 


Qo = a, =A», % =A, % =A .~=-°:, 
ay = 43, &, = @_, = & mmm eee, 
Q_, = a, =» aQ = @_ 9 mm-::, 


Il en résulte que dans notre supposition (u?= 5) tous les nombres @,, 
doivent avoir la méme valeur 2 ou 1. 
Et si l'on pose 
Oy, = 2, 
la série 
"ty H_g, Hy, Hy, My, *°° 


ne peut contenir que 2 et 3, car on a 


1 1 
* 2+ ;? i 
i¢— 8+— 
Dans les mémes suppositions cette série doit contenir 3, car la somme 
ad ; ae 
a 


i a os 





> 2,9. 


, . : e 8 ; 
égale a 2/2, est aussi plus grande que = V3- 
Conformément a cela nous aurons trois cas 


(Q) 2+), @e-2ti 
et 8+5 at-— 


(3) §=24-— 
$4-— 
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Dans le premier de ces trois cas on trouve 





2 1 1 2Vi5 
ls aaa ti 
tap. Ota 

V3 9 P/48 
ey ee ee 
A'Y? + 2BYZ + A’Z?=—//—* (3 Y°—6 YZ— 22") 


et la forme £ peut étre présentée par la somme 


v bY 2, 8 , 
(«+ ~et+—y) + 55 (2y? — 6yz— 32"). 


Mais il n’est pas difficile de s’assurer, que la valeur absolue de cette 
somme peut s’abaisser au dessous de l’unité. 
Pour cela il suffit de poser successivement 


(1) y=0, z=1, (2) y=3, ze=—1, 
en déterminant « par les inégalités 


Ast (ep ee4%y) <1, 


(3) y=1, 2=0, 
en déterminant x par les inégalités 


et 


1 b” 1 
— Sets 
Parmi les nombres ainsi obtenus 
b’\2 5 bv’ b’’\2 . b’\2 5 
(a+<)—a (atet38s)-z (t+a)+% 
Yun au moins a la valeur absolue plus petite que l’unité. 
En effet dans la supposition contraire la différence = — = et le 


, b” ons , “ 
produit 3— se réduisent aux nombres entiers et en méme temps la 


quantité =i différe d’un nombre entier par une quantité 0 satisfaisante 


aux inégalités os 


Mais c’est impossible, car la quantité 30 satisfaisante aux inégalités 


72023Vz 


ne peut étre un nombre entier. 
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De méme maniére il est facile d’écarter le cas (2), od V’on a 


=24*— 


Dans ce cas la forme £ se présente par la somme 


v’ b” \2 5 
laquelle se réduit a 
b’\2 5 
(e+ 3) -—@ 


pour 


y= 0, e=1, 
a 
bv’ b’\2 5 
(s+ >+85) —7: 
pour 
Y¥=>9, 4=1, 
et a 
b’\2 15 
(e+ <) +i 
pour 
y=1, s=0. 


Or si l’on pose que les valeurs absolues des toutes trois expressions 
b’\2 5 bv’ b’\2 5 b’\2 15 
(+a)—a (etat8e)-a (+a) +h 
ne sabaissent au dessous de l’unité, on obtient ce résultat impossible, 
qu'il existe un nombre entier dans l’intervalle 


2 ° > 3 
de 3/2 jusqva $. 


Enfin nous pouvons aussi écarter et le cas (3), ot lon a 


en remarquant que ce cas se réduit au cas précédent par la substitution 


y = dy, + 22,, a= 2y, + %.- 
Par les considérations précédentes nous avons établi l'impossibilité de 


la supposition, que toutes les quantités w,? sont égales a £ et en méme 


temps les nombres «,, sont égaux a 2. 
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Maintenant nous allons traiter les cas, oi toutes les quantités u,? sont 
égales & £ et les nombres a, sont égaux a l’unité. 


On peut réduire ces cas aux six suppositions: 


(l) €=144, (2) €=14*—, (3) €=1+4+4~, 
2+; 3+ 


5 5 
4) t=1+>5 (6) f=14+> 
1+—; 1+— 
1+— 1+— 
2+; 3+5 
(6) 14> 
ee 
+ 
3+ F 


Or nous écartons les suppositions (2), (3), (5) et (6) par. la seule 
remarque, que pour ces suppositions le rapport 


a les valeurs 


$.4 8 
i ok 
La supposition (1) 
1 
g=1+3 


est aussi impossible. 
En effet, cette supposition aboutit a légalité 


f v ff = 
Fa=(et+ get ey t+ze—e—*) 


et ensuite 
b’\2 5 
f=(¢+3)-7 75, smi, 
y b’\2 5 
f= (0+ —+7) — a pour y=e=l, 
f b’\? 


v 5 : 
f= (2+2-—7)- G pour y=—1, z2=2. 








ti 





trois expressions 


v 5 5 


est plus petit que lunité. 
Quant & la supposition (4) 


elle donne 


et 


f 


En examinant la derniére expression - 


deux différences 
v 1 b” 1 
a 2? a 2 


e et a 
3 


et le minimum — a  ’ 


Cette classe se détermine par la forme 


ea 
—— > (at +y—2—ye—a2—ay} 


ou par la forme équivalente 


3/5 
— 2 {acy y—2e}. 
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Mais il est facile de voir, que le minimum des valeurs absolues des 


G+ -a b+ 54+ -s GFA 


: b’ b” \2 1 ” 
u - (+ — 2+ = 9) + 7 By? — 6yz — 52°). 


, nous trouvons, que sa valeur 


absolue ne s’abaisse au dessous de l'unité seulement dans les cas, oi les 
sont des nombres entiers; car cette expression se réduit a 


(2+) —+ pour =(0, e<=—1, 


(e+ ")'44 pour y=1, z=0. 


Il en résulte une classe des formes f, dont le déterminant est égal a 1 


t=— V2 ((c—ty—t 2) + 4 Gy —6ys—529)} 


—— 2 (@—29 + oa — @ 9-9) 2} 
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Passons aux cas, ov la quantité yw,’ obtient les valeurs différentes 
de =. | 


, : : 1 
Pour ces cas nous avons établi, que parmi les valeurs yu,’ se trouve * 


Et par conséquent dans tous ces cas on peut réduire la forme f de telle 
maniére, que son premier coefficient a restera sans changement et que 
la forme 


ax? + 2b’'a2 + a"2 
sera équivalente 4 la forme 
a(x? — 2xy—y’). 
D’aprés cela on peut réduire la forme f 4 l’une des formes 
— a(a®— 2ay—y’) + 2byz + 2b'xz + a’ 2’, 
dont le minimum est égal a —a. 
Nous avons obtenu ainsi l’un des cas considerés plus haut, od la 


forme f atteint son minimum avec le signe +-. 
Conformément 4 ce que nous avons déja établi la forme 
— ax? + 2b'a2 + a’ 2" 
doit @tre indéfinie; et il est facile de voir que cette forme doit étre 
équivalente 4 la forme 
— a(z?—axz—2?), 
ou & la forme 
— a(x? — 22?) 
afin que — a ne puisse pas s’abaisser au dessous de |/ —-- 
Dans le cas, ot la forme 
—az?+ 20'az2+ a2? 
est équivalente a la forme 
— a(a?—axz—2'), 
la forme f peut étre transformée de telle maniére qu’on aura 


Fg — 2y? — eg — FP + 29yz, 


=—@¢ 
le coefficient g étant lié avec a par la relation 
—a’ (> — 9’) == 1. 
Ce coefficient g peut étre supposé positif, car on peut substituer — y au 
lieu de y. 
D’autre part, la forme 


a? — 2y? — x2 — 22 + 2gyz 
prend la valeur 








es 


— 
® ° 
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—1+ 29 
pour 
z=1, y=>os=—1 
et la valeur 
3— 2g 
pour 
e=an3, y=—i1, s—l. 


Le nombre g étant plus petit que we, la différence 


3 — 29 
est plus grande que —1 et par conséquent elle doit étre égale a l’unité 
ou plus grande que l’unité; car dans le cas contraire la valeur absolue 
de la forme f s’abaisse au dessous de — a. 
Il en résulte linégalité 


gS. 
Par la raison analogue on doit poser 
—1+2g=——1 ou 2g—121. 


En combinant ces inégalités, on trouve, qu’elles ne sont satisfaites que 
pour deux valeurs de g suivantes 


g=90, g=1. 
En posant 
g=1 
on obtient la forme 


ere 
f=+ V; (a? — 2y® — xz— 2*+ 2yz) 


aati Vz (2? —2(2y—a) + Qy—a)?— 2¢y—2))), 


laquelle est équivalente 4 la forme obtenue plus haut 


ath 
—~Viw—ayt+y—22) 


et par conséquent ne donne aucun resultat nouveau. 


En posant ensuite 
g=0 


nous recevons la forme 


f= 2 (a® — xz— 2? — 2y”) 


3 
ee P és 2 
dont le minimum est égal a . 


Enfin il nous reste & supposer, qu’on a 
= — a(a? — 2ay — y®) + 2byz 4- 2b'ea + a2? 


Mathematische Annalen. LVI. 17 
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et la forme 
— ax? + 2b’er + a"2* 
est équivalente a celle ci 
— a(x? — 2y’). 
Or il est facile réduire cette supposition 4 celle plus simple, que l’on a 


f 


—¢ 


= 2? — 2y? — 22° + 2gyz, 
le coefficient g étant lié 4 @ par la formule 

— (4—”/)a = 1. 
D’autre part, en considérant la valeur de la forme 


a? — 2y? — 227 + 2gyz 
pour 
cenyerl e¢ s=-+1, 
il est facile de s’assurer que la valeur absolue de g ne peut s’élever au 
dessus de 1. 
D’apres cela, ayant égard a la condition 


1 
3 
: = = 3? 
nous devons poser 
g=+1. : 
, ® Ld 4 « 1 
Tl en résulte une classe des formes, dont le minimum est égal a -.. 


Cette classe se détermine par la forme 
o£. 
v2 (x? — 2y? — 22° +- 2yz) 
3 9 1 \e 
=— Vi lot+e+2) + y—2e—2) —3(e+ 2)" 


ou par la forme équivalente 
P/2 
21 93 2 
mm i (2? + y?—32"}. 
Done il n’existe que les trois classes des formes ternaires indéfinies 
f= ax? + ay? + a’ 2? + Q2byz + 2b’2x + 2b’ yz, 
3 
. 1 4 ® 

dont la valeur absolue ne s’abaisse pas au dessous de |/ =, le déterminant 


D = aa'a" + 2bb'b" — ab? — ab"? — a’? 
étant égal a lunité. 
Ces trois classes se déterminent par les formes 
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3 
—V¥@—ay +9 — 20%, 
5/2 
V2 @—cy—y—22%), 
P/1 
—Vi @w+y—32, 


dont les minima sont respectivement égaux a 


V2 V2 V2 
3? 5? 3 


Notre proposition est ainsi démontrée. 


St. Pétersbourg, Octobre 1901. 














Watrtner v. Dyck. 


Kine in den hinterlassenen Papieren Franz Neumann’s 
vorgefundene Rede von C. G. J. Jacobi.*) 


Veréffentlicht von 


Watruer v. Dyck in Miinchen. 


Die im Folgenden veriéffentlichte Rede hat Jacobi zum Eintritt in 
die philosophische Facultét der Universitét Koénigsberg am 7. Juli 1832 
gehalten (die Ernennung Jacobi’s zum Ordinarius war 1829 erfolgt). 

Herr Carl Neumann in Leipzig hatte diese Rede als Student unter 
den Biichern seines Vaters gefunden, fiir sich abgeschrieben und eine 
besonders charakteristische Stelle derselben im Vorwort zu seinen ,,Bei- 
trigen zu einzelnen Theilen der mathematischen Physik“ Leipzig 1893 
verdffentlicht. Als ich mich im Herbste des vorigen Jahres mit Studien 
iiber ,,die Beziehungen zwischen dem kiinstlerischen und dem wissenschaft- 
lichen Erfassen der Natur“ beschiftigte und mir eben jene citirte Stelle 
die Art wissenschaftlicher und kiinstlerischer Intuition besonders prignant 
zu bezeichnen schien, ersuchte ich Herrn Carl Neumann um Mittheilungen 
iiber den Ursprung jenes Citates. Dies gab Veranlassung, dass ein Enkel 
F. Neumann’s, Herr E. Neumann in Halle (nunmehr in Breslau), in dem 
Nachlasse seines GrossVaters nach jener Rede forschte, mit dem Erfolge, 
dass er das Original der Rede von der Hand Jacobi’s eingetragen fand in 
einem durchschossenen Handexemplar einer fiir den eingangs genannten 
Zweck gedruckten Abhandlung, deren ausfiihrlicher Titel lautet: 

yCommentatio / de transformatione integralis duplicis indefiniti 





% dgdy» 
| A+ Beosg-+ Csing+ (A4’+B’ cosp+C’ sin g) cosy + (A”-+ B” cosp+ C” sing) sinw 
in formam simpliciorem 





3 dndt 
G — G@ cos n cos # — G” sin y sin & 
*) Abgedruckt aus den Sitzungsberichten der Math.-phys. Klasse der k. Bayer. 
Akademie d. W. 1901. 
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quam / auctoritate a. ordinis philosophorum / pro loco in eo rite obti- 
nendo / D. VII. Julii MDCCCXXXII/h. 1. q. ¢. / publice defendet / Carolus 
Gustavus Jacobus Jacobi Ph. Dr. /Math. P. P. 0., Academiarum Parisiensis, 
Berolinensis, Petropolitanae sodalis. / assumpto ad respondendum socio / 
Herrmanno Henrico Haedenkamp Halensi / opponentibus / Julio Eduardo 
Czwalina, Tolksensi / Augusto Rudolpho Luchterhand, Mariaeinsulano / 
Regiomonti. 


Es ist diese Abhandlung der erste Theil (Nr. 1—9) der im 8. Band 
von Crelle’s Journal 8. 253—279 und §S. 321—357 abgedruckten Ab- 
handlung ,,De transformatione integralis duplicis indefiniti etc.“ (Ver- 
gleiche Werke, Band III 8. 91—158, sowie das Verzeichnis simmtlicher 
Abhandlungen Jacobi’s in Bd. VII der Werke, 8S. 427.) 

Thr sind noch folgende Thesen vorgedruckt. 


Theses. 


1. Mathesis est scientia eorum, quae per se clara sunt. 

2. Principium methodi geometricae et analyticae idem est. 

3. Per Theoriam Functionum ilustrissimi Lagrange analysis infinite 
parvi non refutatur, sed demonstratur. 


Dass die vorliegende Rede wirklich fiir die genannte Gelegenheit 
verfasst wurde, geht aus der Anrede, wie aus der am Schluss zugefiigten 
Aufforderung zur Disputation (die wir eben deshalb noch in ihren ersten 
Siitzen mit abdrucken) unzweifelhaft hervor. 

Ich darf Herrn Geheimrath Carl Neumann, welcher mir mit dem 
Original der Rede ihre Verdéffentlichung vollstiindig iibergab, auch an 
dieser Stelle fiir die hierdurch erwiesene Auszeichnung aufs herzlichste 
danken. Ich glaube, dass auch heute noch die Rede Jacobi’s das besondere 
Interesse der Fachgenossen durch die in ihr vertretene Auffassung mathe- 
matischer Arbeit erwecken wird. 


Prorector magnifice, decane spectabilis, professores doctoresque clarissimi 
atque doctissimi, commilitones ornatissimi, auditores omnium ordinum 
honoratissimi. 


Ex quo primum ad artem analyticam accuratius cognoscendam animum 
appuli atque exemplaria mathematicorum assidua manu evolvi, magnum 
illud admiratus sum et stupendum opus mentis humanae, quod mathesis 
nomine usurpamus. Nam si id jam celebramus atque posteritati com- 
mendamus, quoties Rex aut Imperator aedificii alicujus prae ceteris decori 
fundamento vel unum infixerit lapidem — habemus jam aedem amplam 
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paene ad astra usque exstructam, cujus singulos lapides alios post alios 
per tantam saeculorum seriem struxerunt regia illa et imperatoria ingenia, 
quibus gloriatur genus humanum et saeculum, quod illustraverunt. Ko 
magis miratus sum errorem singularem, in quem video incidere viros non 
sane contemnendos aut rerum mathematicarum expertes, qui quasi caeci 
judicent de coloribus, sed viros eximios, ipsos adeo mathematicos prae- 
stantissimos, errorem dico, huic tantae disciplinae suum deesse sibi insitum 
principium progressionis; fieri scilicet rerum mathematicarum progressum, 
quoties hoc vel illud problema de mundo naturali petitum seu quaestio 
physica mathematicorum labores provocat. ‘Tristis sane et deplorabilis 
sors disciplinae, sancto illo nomine indignae, quae e libera facta esses serva, 
e filia numinis divini, mentis humanae gloriam manifestante, ipsa mentis 
expers, ipsa nescia quid tibi velis, non proprio ac superbo volatu altum 
petens, sed dominae jussu alienae huc illuc dirigens gressus incertos ac 
titubantes. Permittatis velim, Auditores omnium ordinum honoratissimi 
pro humanitate vestra, quam imploro in re delicata et variis difficultatibus 
obnoxia, ut paucis erroris istius fontem detegam. 

Et mundus naturalis et homo sibi conscius a Deo O. M. creati sunt; 
eaedem leges aeternae mentis humanae, eaedem naturae; quae est conditio, 
sine qua non intelligibilis esset mundus, sine qua nulla daretur rerum 
naturae cognitio. Missum hic faciamus ideas logicas quatenus expressas 
habet natura, quam hoc respectu habito considerant philosophi recentiores 
(ut verbo usitato utar et nimis usitato) tanquam logicam petrefactam. 
Consideremus naturam quatenus leges exprimat mathematicas. Non solis 
sensibus externis per tantam phaenomenorum varietatem et quasi tumultum 
dignosci potuit lex moderatrix, cui prorsus illa aut proxime obtemperant, 
nisi ipse accesseris ad contemplationem naturae ea fide et persuasione, ut 
mentis conceptiones tuae in ea expressas invenias. Leges naturae insitae 
mathematicae percipi non potuerunt, nisi jam proprio motu mentis 
humanae e legibus ei insitis exstructa esset mathesis. Corpora coelestia 
in sectionibus proxime conicis solem ambire non intellectum esset, nisi 
aeternum sectionum conicarum schema observabatur Graecorum ingenio. 
Quod: Keplerus detexit stellae Martis moderari maeandros, idem jam 
Apollonii subtilitas mente conceperat, et praemedita erat. Quantum in 
explicanda arte proficit mens humana, tantum natura etiam suam ei 
explicat sibi insitam mathesin. 

Crescunt disciplinae lente tardeque, per varios errores sero pervenitur 
ad veritatem, omnia praeparata esse debent diuturno et assiduo labore ad 
introitum veritatis novae; jam illa, certo temporis momento, divina quadam 
necessitate coacta emergit; praeparatis omnibus causa levissima accidens, 
quamvis remota quaestio physica eam elicere valet. Num hance ob rem 
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quaestioni physicae debemus incrementa, quae veritate nova in lucem 
prolata disciplina capit? Cur hodie applicas caleulum? Num hoe die 
primum proponitur a natura problema? — Sedet Sphinx illa inde a 
creatione mundi, sedebit in sempiternum, proponit aenigmata generi mor- 
talium; at suo tantum tempore venit Oedipus ab Apolline missus. 

Errorem, in quem diximus magnos etiam incidisse geometras, in eo 
videmus consistere, quod non probe distinctum sit inter causas veras et 
causas accidentes; sive ut viri medici aiunt, inter causas proximas et 
causas remotas. Novimus, Eulerum olim e passu Virgiliano describente 
fluctuantes proras, puppes littore stantes, occasionem cepisse Hydraulicae 
condendi analyticae fundamenta. Exstat de Neutono lepida fabula, pomum 
super nares dormitantis incidens dedisse viro occasionem detegendi gravi- 
tatem universalem. Num pomo humi cadenti inest principium illud 
progressus, num carminibus Virgilianis? Inest ingeniis Neutonorum 
Eulerorum; inest ingeniis, quae magnos illos viros antecedebant, inest toti 
historiae artis. 

Est causa vera progressus mathesis necessaria ejus explicatio, quae 
fit secundum leges menti humanae insitas aeternas. Causa accidens esse 
potest quaestio physica, pomum cadens, passus Virgilianus. Qui de causis 
illis fortuitis natam putant mathesin similes mihi videntur iis, qui Epi- 
cureorum sententia ex atomis per vacuum volitantibus construunt mundum. 
Contra quos disserens Keplerus narrat se fessum a scribendo animoque 
intus pulverulento ab atomorum istorum considerationibus vocatum esse 
ad coenam, apposuisse uxorem acetarium. Quam se interrogasse, num si 
toto aére confertae volitarent patinae stanneae, folia lactucae, micae salis, 
guttae aquae, aceti, olei, ovorum decusses, idque ab aeterno duret, num 
futurum sit tandem aliquando, ut fortuito tale coeat acetarium; respondisse 
bellam suam: sed non hoc decore, neque hoc ordine. Neque, cum Kepleriana 
uxore dico, de phaenomenorum tumultu ac confusione nasci potuit divina 
illa mathesis structura, omnibus numeris absolutissima, non hoc decore 
neque hoc ordine. 

Geometras Francogallos plerosque, qui prodiere e schola illustris 
comitis de la Place, his temporibus in errorem illum incidisse, dolemus. 
Qui dum unicam e quaestionibus physicis mathesis salutem petunt, relin- 
quunt veram illam ac naturalem disciplinae viam, quam ingressi olim 
Eulerus et de la Grange, artem analyticam ad id evexerunt, quo nunc 
gaudet, fastigium. Quo non tantum mathesis pura, sed ipsae quoque ejus 
ad quaestiones physicas applicationes haud parum detrimenti capiunt. 
Semper enim arbitratus sum, ista maxime negligentia factum esse, ut 
magnum illud et inclytum problema de motu corporum coelestium per 
attractiones mutuas ex orbita elliptica exturbatorum, careat adhuc solu- 
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tione, quae motibus systematis nostri solaris explicandis satisfaciat. Simul- 
que persuasum habeo, omni studio ac labore excultis et theoria functionum 
ellipticarum et theoria integralium duplicium, quas ut problemata praecipua 
nostro tempore in rebus mathematicis proposita specto, fore, ut problematis 
illius paene desperati solutio vel sua sponte emergat. Theoriam functionum 
ellipticarum ante hos quatuor annos novis superstruxi fundamentis, itaque 
novum quasi calculi instrumentum cum Geometris communicavi. Fortasse 
etiam haec quam publico jam examini subjicio, de jntegralibus duplicibus 
commentatiuncula non omnino indigna videbitur hac solemnitate, qua 
coetui adscribar venerando eruditorum, qui artium plus ultra promovendarum 
sancto et augusto officio vitam et vigilias consecraverunt. 


Jam ad arma vos procovo, juvenes ornatissimi, Czwalina et Luchter- 
hand; surgite et tela contra nos nostraque dirigite, quae evitare studebo, 
et, si fors fert, remittere. Quo in certamine te oro rogoque, Respondens 
dilectissime, ut fidelis mihi sis armiger, nam fortes ac strenui sunt ad- 
versaril. Quos et tu jam ad certamen provoca, ut nostrum pugnandi 
ardorem cognoscant.... . 
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Simultaninvarianten zweier zu einander contravarianter Systeme 
und ihre Anwendung auf die Biegung der Mannigfaltigkeiten. 


Von 


H. Kiune in Dortmund. 


I. Simultaninvarianten zweier doppelt m-fach contravarianter 
Systeme. 


Es seien y,(f=1,---v) v unabhiingige Verinderliche und 
Gy... fan (fy ee fn = 1, ee v) 


ein System von ihnen abhiingiger Gréssen von der Higenschaft, dass, wenn 
durch irgend eine Substitution die y, in andere willkiirliche Gréssen 7, 
iibergehen, und wenn aus den Vy entsprechend den Grissen Gy... Jn die 
Gréssen Gy... Im gebildet werden, dann die Beziehungen bestehen 


de A -> Ay, «9m Yo. AY oats sii Yamin’ 


%°**Im 
Ferner sei (y,,) das reciproke System zu dem System der Substitutions- 
coefficienten (y,,) und f,..., ein anderes von den y, abhiingiges System 
von der Higenschaft, dass beim Uebergang von den y, zu den y, und 
damit von den 6 zu den # die Beziehungen gelten 


Pit 7 ;. "hos fag its Wate’ 
gle 
Nach Ricci*) bilden die a ein co- und die B ein contravariantes System 
von der m‘**® Ordnung und 


: a. 


hh ee ‘Im 
ist eine Simultaninvariante 





*) Bull. d. Darboux 2) 16. 1892. 











H. Kinne. 


258 


Im Folgenden sollen nun doppelt m-fach variante Systeme betrachtet 
werden. Jedes a und jedes # hat dann zwei Zeigergruppen /,:--f,,, 9:°"-G,- 
Wegen der Anwendungen beschriinken wir uns auf solche a und 8, die 
bei Vertauschung zweier Zeiger einer Gruppe ihr Zeichen indern. Solche a, 
bei denen zwei Zeiger einer Gruppe einander gleich sind, verschwinden 
also. Die simmtlichen verschiedenen Zeigersysteme |/, - - - f,,|, bei denen 
h<f<--:-<f,, ist, sollen abkiirzungsweise mit dem Buchstaben a be- 


zeichnet werden. Die Anzahl der Systeme a ist dann N = (7). Ferner 
setzen wir die Determinanten 

oe Hi ijk= l,m). 

Dann folgt aus der Reciprocitiét der Matricen (y,,) und (y,,) nach ein- 
fachen Determinantensitzen, dass 


> Ya.c Yea, = > Na,e Yor = 9a, a 
c 


c 


| Yy.94| = Yac) | Mon 7; | = Nea ( 


ist, wobei d = 1 ist wenn a, und a, identisch sind, 6 sonst aber verschwindet. 


Da die ay... | 4,...g,, doppelt m-fach covariant sein sollten, bestehen 


fiir sie die Gleichungen 


m 


‘ ss ; 
Oy, ... Jassta-*San a | (Yp:t:Yoioi) » 


Pi -*-Pm i=l 
2***Im 


die wegen der Eigenschaft der a die Gestalt annehmen 


a, a, = > Wey co You a, Yeo ag + 


Ci Ce 


Entsprechend wird fiir die contravarianten £ 


Ba, 0, _— Bosca Nay cy Yar co + 


Cy Cy 


Wir componiren nun aus den Systemen der a und f ein System j 


in folgender Weise: 
Jay 0 = >) aa. Beas» 
c 


so ist sofort ersichtlich, dass 
1D 
a 


eine Simultaninvariante der beiden Systeme a und # darstellt, d. h. beim 
Uebergang von den y, zu den ¥, sich nicht andert, denn es ist 
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~ ne . 7 
J= > he = > aac Bea -> Qa, c Be. a, Yo, a Yore Nee. Naa, 
a 


ac aca 
C1 Ga Ca 
= >), Besa, 90,0, 9:0 = > Gar Bea = > 00a = J. 
M Ay ac a 


C1 Cy 


Componiren wir die Matrix (ja,o,) mit sich selbst, so entsteht 


(Fila) = (Sdavedaa) 
a 
und es ist wieder J® = bs j®) eine Invariante. So schliesst man weiter 
a 


und findet allgemein die Invariante 


J® = > 72, 
a 
C—O (4-1) 5 —e q } er 
Tee, = DR jaan ay P ee Jay ya, 


a1 @-*-GQ_4 


wobei 


durch 4-fache Composition des Systems (j) mit sich selbst entsteht. 

Auf die Weise gelangt man zu einer unendlichen Reihe von In- 
varianten J, J, -.- J®.--; sie lassen sich aber in bestimmter Weise 
durch gewisse einfache Invarianten ausdriicken. Diese sollen nun abgeleitet 
werden. Wir betrachten dazu die Matrix 

M; = (Jaya, + 9;e), 
wobei @; und w vorliiufig noch unbestimmt sind, und bilden das Product 
M, M, --- Mt. Dieses ergiebt sich mit leichter Miihe zu 


(Faves + Fa, MH 9e,0, + °° FG ye "F119, + HO, 9,0)? 
dabei sind die @ die elementaren symmetrischen Functionen der . Wiahlt 
man die @ als Wurzeln der Gleichung @*— 1=0, so wird die Matrix zu 


(J ne 9, ty uw’) . 
Es seien w,,--- uy die Wurzeln der Gleichung 
J(u) = + | Jaa, — 9a,0,¢| = wY — J,uw4-14---4+dy=0, 
dann ist 


|K. ‘a 8,0, "| = 


die Gleichung N'*" Grades, deren Wurzeln die Potenzen ui --- wu’, sind. 
Daraus folgt 


N 


Je) -> j® -> u? =P,(u), 
a 1 
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wenn unter P,(w) die 4 Potenzsumme der w verstanden wird. Bezeichnet 
man noch die elementaren symmetrischen Functionen der wu mit S,(u), so 
hat man also die Beziehungen 


I= Pi(u), J, =—S,(u). 


Nun lassen sich bekanntlich die S, durch die P, ausdriicken, aber auch 
die J, durch die J; die J, sind also Invarianten. Umgekehrt lassen 
sich aber die P, auch durch die S, ausdriicken und damit die J durch 
die J,. Somit haben wir den Satz: 


Die simmtlichen Simultaninvarianten J lassen sich durch 
gewisse einfache Invarianten J, in derselben Weise ausdriicken, 
wie die Potenzsummen durch die elementaren symmetrischen 
Functionen. Dabei sind die J, die Invarianten 


J® = -_ j®, 
a 


und die J, die Coefficienten der Gleichung 
J(u) = + | Jana, — 90,0,4] = 0. 


II. Die Biegungsinvarianten einer beliebigen Mannigfaltigkeit, 
In einer v-fachen Mannigfaltigkeit sei das Gesetz der Streckenmessung 


durch die quadratische Differentialform o = > % ,¢y,dy, gegeben. Dann 


a t9 
sind bei einem Uebergang zu nenen Variablen die a,, doppelt einfach 


covariant, die Elemente des reciproken Systems «,, entsprechend doppelt 
einfach contravariant. Die aus den a gebildeten Determinanten zweiten 
Grades sind also doppelt zweifach covariant und die aus den « gebildeten 
Determinanten zweiten Grades doppelt zweifach contravariant. Also ist 


Co, a, = > Oe co Nay cy, Nas co (<a ons ) 


CC 
Die aus der Form @ gebildeten Christoffel’schen 4-Indices-Symbole 
(files $192), nachher abgekiirzt (a,a,) geschrieben, die die Coefficienten in 
dem Riemann’schen Kriimmungsmass bilden, sind bekanntiich doppelt 
zweifach covariant, denn es ist 


ey, na ey, Jo 








ba a ey, 92 


(fifar 192) =>) (PrP2> 1%) Yo. Yate Yores Yoav 
PiPo 
1% 
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Zeiger einer Gruppe, also befriedigen sie die Transformati 


(a;a2) = D3 (C1 Cy) Yor a, Yoong 


Cy Ca 


Somit besitzen wir in (@,@)) und 9, zwei zu einander 
Systeme. Aus ihnen componiren wir, wie im allgemeinen 


Jay a -> (Q,C) Gea, 
c 


die sich aber durch die Invarianten J, ausdriicken lassen. 
Coefficienten der Function 


J(u) = + | Jara, — 9a,0,%| = ul) o Jue) es s0 


Somit haben wir: 














Gauss’schen Kriimmungsmass. 


(0, 0,) = Ko da, a,» 





ferner wechseln auch die Symbole ihr Zeichen bei Vertauschung der 


so gelangen wir zu einer unendlichen Reihe von Invarianten J, J®),.--., 


Nun sind aber die 4-Indices-Symbole (a,a,) allein abhiingig von den a 
und ihren Ableitungen nach den y, also die Gréssen j ebenfalls und damit 
auch die Gsdssen J und J,. Hine nur von den a@ und ihren Ableitungen 
abhiingige Grésse, die bei einer Substitution der unabhiingigen Variablen 
sich nicht andert, ist aber eine Biegungsinvariante der Mannigfaltigkeit. 


Fiir eine beliebige Mannigfaltigkeit sind die Griéssen J 
und J, Biegungsinvarianten, und zwar lassen sich die J“ 
durch die J, ausdriicken, wie die Potenzsummen durch die 
elementaren symmetrischen Functionen. Die Gréssen J, kénnen 
also gewissermassen als die Fundamentalbiegungsinvarianten 
der Mannigfaltigkeit bezeichnet werden. Zusammenfassend kann 
man sogar die Function J(u) der Unbestimmten u die Funda- 
mentalbiegungsinvariante der Mannigfaltigkeit nennen. 


Fiir v = 2, wenn also die Mannigfaltigkeit eine Fliache ist, wird 


J(u) = w — (12, 12) ays gp =U — =u— 


Es existirt als Fundamentalbiegungsinvariante also nur J= K, dem 


Fiir Riiume mit constantem Riemann’schen Kriimmungsmass K, ist 
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onsgleichung 


contravariante 
Fall, 


Diese sind die 


+(x): 
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wobei die a ,o, die aus den a,, gebildeten Determinanten bedeuten. 
Folglich wird 


Ja, 0, = a = Kya, 0, 
a 
also 


J(u) = (u— K,)®) ; 


Ill. Besonderheiten der Hyperflichen im euklidischen Raum. 


Die Resultate des vorigen Abschnitts werden natiirlich illusorisch, 
sobald die Mannigfaltigkeit iiberhaupt nicht verbiegbar ist. Dass man 
aber aus diesen Resultaten auch schliessen kann, ob eine Mannigfaltigkeit 
verbiegbar ist, oder nicht, soll das Beispiel der Hyperflichen im euklidischen 
Raum lehren. Ich setze [Bianchi, Vorlesungen tiber Differentialgeometrie 
S. 601] die beiden Grundformen der v-fachen Mannigfaltigkeit, die in der 
v + 1-fachen ebenen Mannigfaltigkeit verliuft, an als 


~ 
9-> a,,dy,dy,, v= >'b,,dy,dy,, 





L9 fig 
so bestehen die Beziehungen [Bianchi 8S. 602, C] 
Dy 9, Dy. 9, by 9,6 fof. = (Ah, 192), 


wobei die Christoffel’schen Symbole fiir die Form g gebildet sind. In 
der von mir angewandten Bezeichnung lauten diese Gleichungen 


Dasa — (a, iy). 
Also wird die Matrix (j) zu 


(Ja,a,) = (2! (a, ¢) a) = (2 Da, ¢ «s) 


c 


und die Fundamentalbiegungsinvariante der Hyperfliiche zu 
J(u) = +| > Pace, - Bao, 
Pp 
Hiermit werde die Gleichung, der die Hauptkriimmungsradien geniigen, 
1 
K@) =| te “ng — 8, |—0 
verglichen. Bilden wir, wie im ersten Theil dieser Arbeit 
a 


i=1 


1 
9fo a 


ky, + 974; > | se 
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so giebt diese Determinante, = 0 gesetzt, die Gleichung fiir die 4'™ 


Potenzen von = Diese Gleichung sei ausgeschrieben 
1\" e (a (1 v—1 : 2 
. (~) EPG) tam, 
so ist 


Nun ist aber 
lk 


° | | 
ka, a= kip, o, k at = pan Oyo? pans “| a > Bay Hay = Ja, a.) 
“fags kp 2 | Pi Po | Dyn, Gy, 9,? SoPo (pn 99 | c 
also auch 
(A) (4) 
ae. "Fam 
und 
J®=K®=8s (2): 
2 2 o 
D. h. aber 


, 1 1 
J® = > 4-P (3) < 
a e 2 0, (f<g), 
und es wird 


J, = 8, x : -) (f<g). 


Die Gleichung J(u) =0 ist also die Gleichung, der die (3) Producte 

oe (f<g) geniigen. Diese Producte sind also Biegungsinvarianten, da 

f 

die Coefficienten der Gleichung J(u) = 0 es sind. Bemerkt sei noch, dass 

der letzte Coefficient J, = K’-' ist, wobei K das Kronecker’sche Kriim- 
2 . 


1 
mungsmass IT ry bedeutet. 

Ist nun y 53 und verschwinden nicht alle Unterdeterminanten des 
Systems (b,,) von der dritten Ordnung — S. 614], so lassen sich 
aus je drei der Gréssen Pe z. B. a - 

078, CO,” Of@y’” 
selbst berechnen, also sind diese auch Biegungsinvarianten, d. h. die 
Hyperfliche im euklidischen Raum von mehr als drei Dimensionen ist 
im Allgemeinen nicht verbiegbar. 


die Gréssen @,, 9,, Op 


Zum Schluss méchte ich noch Folgendes bemerken. Herr Stickel 
hat in Ankniipfung an Arbeiten von Monro und Schur im Crelle’schen 
Journal (Bd. 113) die Invarianz des Riemann’schen Kriimmungsmasses 








264 H. Kiayxe. Simultaninvarianten zweier contravarianter Systeme. 


fiir eine Biegung nachgewiesen. Zwischen den dort behandelten biegungs- 
invarianten Ausdriicken und den von mir im zweiten Abschnitt der vor- 
liegenden Arbeit abgeleiteten besteht insofern ein wesentlicher Unter- 
schied, als jene ebhingig sind von dem Punkte und einer durch ihn 
gelegten irgend wie orientirten geoditischen Fliiche in der Mannig- 
faltigkeit, diese hingegen allein von dem Punkte, auf den sie sich be- 
ziehen, abhiangen. 


Dortmund, Januar 1902. 
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Ueber eine Eigenschaft der Differentialgleichungen der Rotation 
eines schweren Kérpers um einen festen Punkt im Falle von 
Frau 8S. Kowalewski. 


Von 
G. Koxossorr in St. Petersburg. 


Die Differentialgleichungen der Rotation eines schweren Kérpers um 
einen festen Punkt lassen sich im Kowalewski’schen Falle in der Form 
schreiben *): 


d d 
2 e ~ ? = "V2 — Vs» 
d d 
(1) 2 ot oe a Te a =PYs — 1) 
dr dys 
—— ’ dt 171 — PY» 


und die vier Integrale dieser Differentialgleichungen lauten: 


(2) ”* + 3" + Ys" =1, 

(3) 2(p?-+q*) + 7° = 2y, + 61,, 

(4) 2(pr.+972) + ry, = 21, 

(5) {(p+ig)?? + r+ ive} ((p—ig)? + 1 — i”) = Fh. 


Im Folgenden soll gezeigt werden, dass sich die sechs Differential- 
gleichungen (1) mit Hiilfe der Integrale (2) und (5) auf zwei Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung reduciren lassen, und zwar auf die der Be- 
wegung eines materiellen Punktes in der Ebene unter dem Kinfiusse einer 
Kraft, welche eine Kriftefunction besitzt, die eine gewisse Function der Ent- 
fernungen des Punktes von zwei in derselben Ebene liegenden Centren ist. 

Diese Bemerkung, erméglicht die Methode von C. G. Jacobi und 
Hamilton sehr einfach auf dieses Problem anzuwenden und die ultra- 


*) Acta Math. 12; F. Kitter, Sur le cas traité par M™* Kowalevski. Acta Math. 17. 
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elliptischen Differentialgleichungen, auf welche Frau 8. Kowalewski die 

Integration der Differentialgleichungen (1) reducirt hat, zu ermitteln. 
Wir fiihren mit S. Kowalewski die Gréssen 

%,=ptiq, %=p—igq, &=(ptig?t+y,tire, &—=(p—igP?t+r— ir 

an Stelle von p, q, 7;, Y2 ein; dann nehmen die Differentialgleichungen 

(1) folgende Gestalt an: 

da, : 

(2 = =(—r2,—7s)%, 

9 ax, ; 

: i = (ra, + 7s)é; 

le» ta 

: 2 =A = (& —& +2,?—2,")%, 


a ré,t, 


d - 
ae Thi, 


7 
2 Ms (0548, — a0, by + y(t —2,)) 


und die Integrale (2), (3), (4), (5) lauten 








(2*) Ys' = 1 — K+ 2,76, + 2,°8 — 2,°2,', 

(3*) r = 61, + & + & — (%+2)’, 

(4*) ry, = 21 — a, — 2,8 + 4, 2,(4,+2,), ; 
(5*) £8, = i. 


Ferner nehmen wir statt ¢ eine neue unabhingige Verinderliche, welche 
durch die Gleichung 








(7) édc = 2(r x, +15) (0 as + Ys) dt 
(ws — 2) 
definirt ist. 
Endlich setzen wir 
_ §(ra,+ Ys)" _  § (ra, + 75)" 
ee?) WO a 


Durch Differentiation erhiilt man leicht*) 


da, dy, 1 2—%)*(6, — —," 21 2 
So - Sp — bb (eae #1) Gx — Hy") _ TT Ys (gE _ 2) 


dt dt (ra, +45) (7 a+ Ys) TL, + Ys 








— as (§,—%,") —§, —& +4? +2," 
(ra, + 7s) (1% + 47s) , %+%5)* | 1H, +75)* 
+3 @—a,)* > (a, x) + @— x.) 


*) Die genauen Rechnungen sind in meiner Abhandlung in ,,Arbeiten der phys. 
Section der Moskauer Kais. Ges. der Freunde der Naturkunde“ Heft XI, 1902 durchgefiihrt. 
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oder nach (2*), (3*), (5) 
2 day dy, _ 2(r2,+7,)(ray +7) (@ —2,)? 
Bode de @—a) 1 ra+nemtn) 
_& (ray + ¥9)*+§ (rx, +75)” 4 rm—i—h4+(@ +2,)* 
2(ra, +75) (12, +7s) 2 
(8) _2Ure +n +r%) , — —e)e | 
(a, —2,)* 2(r@, +73) (1%, +73) 
~, §, (ra +75)? + & (vx, +75)? + 31: 
2(ra, + Ys) (7X, + 75) - 














und ferner 

(9) 2% 9 Ge -— 3 aw (Gm emt n)——H r+) 
0dr YG ~~ @ a—a, (17% 2T Ys a Ly 1 +7s)}- 

Differenziirt man die letzte Gleichung nach tr, so erhalt man mit Hiilfe 

von (2*) 


d*y, a? x, = k* & (ra, +75)* — & (ra, +75)* 
(10) 0 det — Vode Fath tn) 








In einer Ebene wird ein rechtwinkliges Coordinatensystem Ox, Oy 
gewahlt, und es bewege sich in dieser Ebene ein materieller Punkt M 
(mit der Masse 1), welcher zur Zeit + die Coordinaten 


1 
& == (Ly +H), 


1 
= 5 (0 — %) 


habe. Die Entfernung des Punktes vom Punkte O (dem Coordinaten- 
mittelpunkte) wird: 


(11) o= Ve+y eas Vis 4254 at 2(rx, +75) (1%, +7) —_ dt 


(@,—,)* dt 





Der Inhalt der Differentialgleichungen (1) lésst sich dann mit Hiilfe 
ihrer Integrale (2), (5) aussprechen in zwei Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung fiir die Bewegung des Punkies M in der Ebene xy; die Bewegung 
findet statt unter dem Einflusse der Kraft, welche eine Kriftefunction 
(12) ya eaeett 
besitet. 


In der That lauten die Differentialgleichungen dieser Bewegung des 
Punktes 


e(2@—k)—(e*§—ka +1) = 








ae oU 

a COS: z ? 
(13) t Ox @ , 

ye ee 

de ~ oy ~ é 


18* 
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Statt dieser Differentialgleichungen nehmen wir das Integral der lebendigen 
Kraft | 
1 (/da\2 dy\?2 
a{(z) + (a) |= 7+ 
und die Differentialgleichung 
zx d*y ky 


dct 7 az? @ 
Damit x, y diese Differentialgleichungen befriedigen, miissen 2 und yy 
den Differentialgleichungen 





2 dx BH _ 4 pm WMA) t 7s) _ Fat 7s)" + Solr +75)" 
k? dt drt (@,—x,)? 2(rx, +75) (1%, +73) 
(«, —2,)* 
30a +r)ee tn) +" 
©. d*y, Pe ax, a k*{&, (ra, +75)* —_ & (ra, +7s)*} 
9 dz? “0 dr? 4(rx, + 7s) (1%, +75) 


geniigen. 

Aber diese Gleichungen sind, wegen der Gleichungen (8), (10), erfiillt, 
unter der Voraussetzung, dass 

61, = 2h 

d. h. dass die Constanten der Integrale der lebendigen Kraft in beiden 
Problemen dieselben sind. 

Die Kraftefunction U kann in verschiedenen Formen geschrieben werden. 

Auf der z-Axe wahlen wir einen Punkt A in der Entfernung 0A = 2k 
von O, und es sei 9, die Entfernung des Punktes M von A. 

Dann nimmt die Kriftefunction folgende Gestalt an: 





eo? — @,? 4— 5? 
a it e > 


Die Curven U = const. kénnen am bequemsten in Polarcoordinaten 0, 0 
untersucht werden; sie stellen eine Schaar von Curven: 
e? —kecosé+1 
e 


= const. 
dar. 

Die Integration der Differentialgleichungen der Bewegung des Punktes 
M werden wir nach der Jacobi-Hamilton’schen Methode ausfiihren. Wir 
fiihren zu diesem Zwecke in der (wy)-Ebene statt der rechtwinkligen 
Coordinaten elliptische ein, und zwar setzen wir 


1 1 
A=z(e+e), e=zle—e)™); 


*) 8. meine Abhandlung in ,,Arbeiten der phys. Section u. s. w.“ 
*) Die Curvenscharen 2 = const. und » = const. stellen in der «x y-Ebene ein 















n 

’ 
0 
? 

| 
| 
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dann werden: 
(14) c= tk, y= + ZVG—B) Pp. 
Die lebendige Kraft des Punktes M wird in den neuen Coordinaten 
1 V 2 uw 2 
T= = V2’) eee + uw 7} ‘ 

Es ist sehr leicht zu beweisen, dass die Coordinaten 4, w mit den 
von Frau 8. Kowalewski eingefiihrten Gréssen ¢, und ¢,*) identisch sind. 

In det That, setzen wir nach Kowalewski 
R(z) =~-a' + 61,27 + 4la +1 — Fk, 
R(a,, %,) = —24,2x,? + 61, 4,4, + 2U(a,+a,) + 1— FR, 
By (1, %q) = — 61, 7 ary? —4 La ary (a, +2) —(1—h*) (a, +. 23)°+ 61, (1—h*)—4P, 
wo k, l,, | die Constanten der Integrale (5), (3) und (4) sind, dann werden 
wir mit Hiilfe dieser Integrale und des Integrals (2)**) 


&, R(x) + & R(x) + Ry (a, 2) + W?(a,—2,)* = 0, 
(ra, +75)” = R(a) + (@%—4%,)"&,, 
(r2+4s)° = R(x) + (%—2,)*&, 
R(x, X) = (7%, +73) (7% +75) 
finden und daraus infolge (14) 


Au _ &, (ra, +75)? + & (re, +75)? «Mies &, R(w,)+&, R(x.) 4 oe R, (#, £3) 











(t,—2,)* (%, —2,)* (x, —a,)*? 
ot 2(rx+75)(T%e+ 7s) __ 2 R(x, , X,) ‘ 
ah i ok 


d. h. 4 und w sind die Wurzeln der Gleichung 2" Grades: 
#2 R(x, , Xs) _ RB, @,, %) = 


(a, —2,)* (,—2,)? , 
welche***) die Gréssen ¢, und ¢, von Frau Kowalewski definirt. 
Die Kraftefunction wird in den neuen Coordinaten 





Et tiptutti—e 
1 a+ dw + 2+ 1 — Kt 
pitaiaied tid: Mild: | ous iu , 


isothermisches System von krummlinigen orthogonalen Coordinaten dar. (Vergl. 
N. Joukowski, Geometrische Interpretation des von S. Kowalewski behandelten 
Falles etc. im Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung IV, 1894—95). 
*) Acta Math. 12. F. Kétter 1. c. 
**) F. Kotter 1. c. 
***) F. Kétter 1. c. (diese Definition der Gréssen wird im folgenden jedoch nicht 
benutzt). 
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und die Gleichung der eee Kraft: 


a*+a —k 
7 U = = (42— 2) (a + —} — + ope tink —h—3h, 








Setzen wir 
_ ar _ oer 
ao ox? PR, = ou 
und fiihren in die lebendige Kraft statt 4’ und w’ die Gréssen p, und p, 
ein, dann erhalten wir die Jacobi’sche partielle Differentialgleichung 
av\2 av? 4g, ; 
3—) (57) + 2") ( 4) —2(43—w) —2(1—K*) (A—) —6 1, (42?) =0. 


Das vollstaindige Integral dieser Gleichung kann in der Form 


y- f= are TO D, +fve Ee ay 








geschrieben werden. 
Die Integrale der Differentialgleichungen (13) nehmen die Form an 


oY _ const ae a 
ac Oh ~ 93, ~*~ to 


a 


Setzt man 
#3 + (1—#)a + 842 + F = 9a), 


so erhailt man diese Integrale in der Form 





— _— const. 
Voo) VP—e J Vou) Vee , 
47d udu 








J Vemyeae tJ Vewyere ~ V2 0-0). 
Diesen eieniiis sind die eee 


Vravyn Ve Bw 
=-y2 a 7 


(15) 


ava —# 
gleichwerthig. 
Kehren wir zu der Verinderlichen ¢ zuriick, wobei 
idt = (A+u)dt 
ist, so erhalten die Differentialgleichungen (15) die Form 


— a ats 0 
Ve@VP—K * Vow@Ve—e 
adi udu 


= aa “ 2 «= } 2 dt. 
Vo) VP—k | Vou) Ve—e ¥ 
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Dieses System stimmt mit dem ultraelliptischen System von S. Kowalewski 
iiberein; man muss nur 





C=6l1,—4P —61L,7 
setzen. 
> Im Falle k =0 (von Herrn N. Delaunay untersucht*)) lassen sich 
Loy Yo» &, y in der Form schreiben: 





pl tytn) oa ty, 
nk eae? ol a a 
Lom tnt el eat 1 Oem tn — on, +n) 
sa (a, — x)? ? _ ) @—z #&+; #& °? 
da auf Grund von (5*) und der 4*" und 5'™ der Gleichungen (6) 
E, a ke all 


g, = ke! {frat 
; ist. 
Die Kriaftefunction ist einfach 


U=e+—- 


Die Integration der Differentialgleichungen der Bewegung kénnen wir 
dann in Polarcoordinaten unmittelbar ausfiihren. Die Gleichung der 
lebendigen Kraft nimmt die Form an 


al(a) te) |met e+ 34, 











, und wir haben das Flichenintegral 
, , 40 
(16) °° 7 = const. = G, 
wobei 
— 2% 14s) (1 + Ys) 
b) a ° (@, —~ x,)* 
_ idt = pdt 
ist. Aus diesen Differentialgleichungen finden wir 
ede 
— onmperne: => y2 dt 
Vertet+sh i 3 
oder 
de eG 
— a= — i VBat, 
Ver+e+sher—& 
, *) N. Delaunay, Zur Frage der geometrischen Deutung der Integrale von 


S. Kowalewski u. s. w. Mosk. Math. Gesellschaft XVI, F. d. M. XXIV, p. 886. Algebraische 
Integrale der Bewegung eines starren Kérpers um einen festen Punkt, St. Petersburg 
1892, F. d. M. XXIV, p. 886. 
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und das Problem wird, wie Herr Appelroth*) nachgewiesen hat, auf 
elliptische Functionen zuriickgefiihrt. 

Das Integral (16) kann mit Hiilfe von (9) fiir diesen Fall (&, = & = 0) 
in der Form 

i(172,% + 73%, +2)) = G 

geschrieben werden. 

Mit der Grésse der Constanten G ist die Veranderung der Priicession 
ch des rotirenden Kérpers eng verbunden. Mit Hiilfe von (4), (2*) und 
(4*) finden wir: 


dy _ Py; +4972 oN 2l—rys = x, +2, 





dé 1—y,* §=3(i—7,") 24,2, 7 
und hieraus mit Hiilfe von (6) 


Op _ % — Hy 1H, My + (My) ty _ F(% — 2) | 


dt = 4 2%, *x,* 42,*x,? 


Im Falle G=0 (oder 2/?=3/1,) kommen wir auf den Satz von Appelroth**) 
A = const. 


*) H. Appelroth, Ergiinzungen zu einem Werke von N. Delaunay. Arbeiten der 
phys. Section der Moskauer Kais. Ges. der Freunde der Naturkunde. VI. Heft 1893, 
F. d. M. XXV, p. 1437. Problem der Bewegung eines starren festen Kérpers um einen 
festen Punkt, Moskau 1893, F. d. M, XXV, p. 1438. 

**) 1. c. s. auch N. Joukowski, Geometrische Interpretation des von 8S. Kowalewski 
untersuchten Falles u.s.w. Mosk. Math. Gesellschaft, XIX, 1896; F. d. M. XXVI, 
p. 839—841. 
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Note sur r Vintégration des équations différentielles au moyen 
des variables complexes. 


Par 


W. Anissimorr & Varsovie. 


I. 


Dans mon Mémoire «Sur la théorie des courbes geodésiques», suivi 
dun «Complément>» (Annales de l’Ec. Norm., octobre-novembre 1901, 
janvier 1902), jai traité les problemes généraux de cette théorie ainsi 
que le probleme de M. Bonnet, en me servant exclusivement des variables 
complexes, des coordonnées symétriques. Leur emploi, il est vrai, est 
connu déja depuis longtemps, mais les conclusions relatives & l’équation 
du 2-me ordre des géodésiques, auxquelles je suis parvenu, offrent, je pense, 
un intérét de nouveauté et d'importance. Et, comme beaucoup de problemes 
ne sont, au fond, que les questions de la théorie générale des équations 
différentielles, je me propose, dans la note suivante, d’exposer les fonde- 
ments de cette méthode d’intégrer les equations différentielles au moyen des 
variables complexes et d’en donner, les conséquences principales. 


Il. 


Soit, aux variables réelles uw et v, 


; t 
(1) flu, %, v,--- ov] =0, vf) = - 


une équation réelle d’ordre ». En passant aux variables complexes x et y 
par la transformation 


(2) 


nous aurons une équation aussi d’ordre » 


=u+iv, 
y¥=u—iv, 


i=V-1 


(3) Fiz, y, y, vn y] o= 0, y = “s. 
a 
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En considérant une intégrale premiere de cette équation (3) 
(4) o[x, Y; y;, “it tied | ae Const., 
revenons aux variables réelles u et v; on a, par la séparation des nombres 
réels des imaginaires, 
o= plu, v; v; els y@—)] + iv[u, v; v; Ty g-)}, 
et il est bien visible, que les équations réelles 
glu, v, v, aa v- 4] re, 
y[u, v; v; at ey ge) _ B, 
« et 6 étant des constantes arbitraires, nous offrent 2 intégrales premiérees 
de l’équation primitive (1). Maintenant il y a deux cas 4 distinguer: 

1 Cas. — Si Von a O(m, ¥) = 0, les équations p= «a et y= 6 ne 
sont que deux formes différentes d'une méme intégrale premitre de 
Péquation (1). Nous donnerons aux intégrales correspondantes (4) de (3) 
le nom des intégrales de la [ve classe. 

2 Cas. — Sil existe pas, au contraire, une liaison de la forme 
A(p, ¥) = 0, les deux intégrales m = « et »y = B sont indépendantes l'une 
de lautre. Et le systéme des équations g =a, y = nous améne, par 
Pélimination de v"-», & une intégrale deuxiéme de |’équation (1). En 
cas considéré, une intégrale (4) sera nommée l’intégrale de la L-me classe. 

On voit déja d'ici quelles ressources importantes peut nous présenter, 
dans la théorie des équations différentielles, l’emploi des variables complexes 
et le théoreéme suivant met cet avantage hors de doute: 

Il existe toujours, pour Véquation (3) aux variables complexes, au moins 
une intégrale premiére de le II-me classe. 

En effet, prenons pour |’équation (3) un systeme complet de ses n 
intégrales premiéres indépendantes 


®, = g,[u, v,- ++ v—)] + cy, [u, v, «+ - v-)] = Const., 
©, = g,[u, v,--- v"-9] + iv,[u; v, --- v"- 9] = Const., 


©, = 9,[u, v,--- 0-9] + iy, [u, v, --- v@-)] = Const. 
Si ces intégrales sont toutes de la I-re classe, on aura, d’apres la défini- 
tion, 9,(9,, ¥,) =90, k=1,2,---m. Mais, formons une expression 
y, + iQ, sali %, [2, a y"—»] = Const. 
k,l=1,2,---m; 

elle nous donnera une intégrale premiére de (3), mais déja de la Il-me 
classe. Car, une liaison de la forme 0(g,, g,)=0 nous amenerait aussi 
a une liaison de la forme 0(,,0,) = 0, c’est qui est inadmissible, les 
intégrales ©, = Const., ©, = Const. étant indépendantes. Le théoreme est 
démontré. 
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II. 
Pour une équation réelle du 2-me ordre 
(5) f[u, v, v, 0"]=0 


son équation correspondante transformée aux variables complexes x et y 
admet toujours, d’aprés le théoreme démontré, une intégrale premiere de 
la Il-me classe 

® = g[u, v, v'] + iv[u, v, v'] = Const. 
et Vintégrale générale de (5) s’obtiendra du systeme 


(6) p[u,v,v] =a, 
vu, v%, v'] = 8 


sans aucune quadrature. 
Par exemple*), l’équation 
2ue” +0 +v75=0 
se transforme en 
(et+yy"=y—y¥?, 
dont l’intégrale premiétre («+ y)y’ = 2y-+ Const. est de la Il-me classe. 
L'intégrale générale de l’équation donnée s’en suivra, sans aucune quadrature, 
sous la forme 


+o tot H* _ 4 
u? 
IV. 


Maintenant poursuivons nos calculs un peu plus loin. Considérons 
pour |’équation (1) un systéme quelconque complet de ses m intégrales 
premitres indépendantes 


Uv y+ yr-P =, 
see Oo -P 1 


(7) fala, 0, o',- ++ 0-9] = ay, 


f,[u, v, v',---v@-Y] =a,, 
et nous avons les deux cas suivants 4 discuter. En supposant » = 2m, 
rangeons toutes les  intégrales (7) en deux groupes, chacun de m intégrales 
Pi» Par ** Pm 
Wy> Wo) cee Vm: 
Les équations 
9, +i¥, = 9, [z,y,y,---y”—%] = Const., 
(8) P, + if, =, [x, y, y,---y"—?] = Const., 
Y, + iv, = ,,[a, y, y’,--- y¥?-] = Const. 


*) Mém. cité, p. 381. 











276 W. Anissmorr. Note sur l’intégration des équat. diff. au moyen des variabl. compl. 


seront les m intégrales premieres de (3), toutes de la Il-me classe, inté- 
pendantes les unes des autres. Le systéme (8), dés qu’on passe aux 
variables réelles, nous donne évidemment les n intégrales (7). C'est ainsi 
que nous parvenons a la conclusion: 

Il existe towjowrs pour Véquation (3), transformée de (1) d’ordre n = 2m, 
un systeme de m intégrales premieres, d’ou Vintégrale générale de (1) s’obtient 
sans quadratures. 

En cas de n = 2m-+ 1 le systéme (7) nous donne les 2m + 1 fonctions 


Fi> P2> ihe Pim 0 
Wn» ve, gies: Vm 


indépendantes. [Il suffit done de joindre aux intégrales (8) une intégrale 
queleconque premiére de la I-re ou de la Il-me classe 
6 + ig(0) = Const., 
6+ ig,=—Const. ou 6+ iv, = Const., 


? 


pour parvenir 4 la conclusion, analogue a la précédente: 

Il existe toujours pour Véquation (3), transformée de (1) d’ordre 
n=2m-+1, un systeme de m+ 1 intégrales premicres, d’ou Vintégrale 
générale de (1) s’obtient sans quadratures. 


24 décembre 1901 


Varsovie, ———__——;:: —’ 
> 6 janvier 1902 
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Die Lehre von den geometrischen Proportionen. 
Von 


J. Moiuerur in Kopenhagen. 


Nachfolgende Lehre von den geometrischen Proportionen stiitzt sich 
auf die ebenen Axiome mit Ausnahme des Archimedischen. 

1. Auf dem einen Schenkel eines rechten Winkels O werden die 
Punkte A und B, auf dem anderen C und D abgetragen; AC ist parallel 
zu BD. Diese Lage von den vier Strecken OA, OB, OC und OD wird 
durch die Gleichung 

0A _ oe 

OB OD 
ausgedriickt; die einzelnen ,,Verhiltnisse“ haben hier keine Bedeutung. Die 
Gleichung wird eine Proportion genannt. Man kann auch schreiben 


OB OD 
OA OC 
oder 
OC OA. 
OD OB? 


denn der Winkel ist nach einem der gewéhnlichen Congruenzaxiome seinem 
umgekehrten congruent. 

Es ist einleuchtend, dass drei von den Gliedern der Proportion das 
vierte eindeutig bestimmen. 

2. In dhmlichen rechtwinkligen Dreiecken sind die entsprechenden Katheten 
proportional. Denn die Dreiecke kinnen wie OAC und OBD gelegt werden. 

3. (Das commutative Gesetz). Wenn die Proportion 


oa 
ale 


git, hat man auch 


a_ ob 
.. 


Beweis. Auf die Schenkel eines rechten Winkels O werden die 
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Strecken OA =a, OB=b, endlich OD=d in entgegengesetzter Richtung 
von OA abgetragen. 

Die Punkte A, B und D bestimmen alsdann einen Kreis, der zum 
zweiten Male von BO in C geschnitten wird. Zieht man nun die Strecken 
AC und BD, so findet man in den ahnlichen rechtwinkligen Dreiecken 


OAC und OBD ; 
OA_ OC 
OB OD’? 

und mithin 





OC =e. 
Zieht man nunmehr die Strecken AB und CD, so findet man in den 
aihnlichen rechtwinkligen Dreiecken OA B und OCD 


OA OB : 


oc” OD 

oder 

.. b 

. = 
was zu beweisen war. 

4. Wenn 

a a c 

b a 
und 

a ie e 

bf? 
dann ist 

c me e 

=7F 


Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge des Satzes 3 und des Paral- 
lelenaxioms. 
5. (Das distributive Gesetz). Wenn 


? 


alo 


es 
>= 


dann ist auch 


I~ 


a+b _ e+d 
b d 
Beweis. OAC und ABD sind zwei ahnliche rechtwinklige Dreiecke: 
OA=a, OC=c, AB=b; AD muss dann gleich d sein. BD muss 
parallel zu AC sein. Werden BD 
0 und OC bis zum Schnittpunkte E 








ri verlingert, so erhalt man 
Os _ OF 
~ OA OC 
A C oder 


re e a+b e+d 
ile (a 
B BE 


was zu beweisen war. 
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6. Aus den eben bewiesenen Siitzen entnehmen wir: Wenn 


oe 
b= 6a? 
dann ist 
ac a+e 


b~ dad b+d 

7. In zwei dhnlichen Dreiecken sind die entsprechenden Seiten pro- 
portional. 

Beweis. Die entsprechenden Seiten seien a, und a,, b, und b, ¢, 
und ¢,. Man halbirt die Winkel der beiden Dreiecke und vom Schnitt- 
punkt der Winkelhalbirenden fillt man Lote auf die Seiten; in jedem 
Dreiecke erhilt man dann auf den Seiten sechs Strecken, die paarweise 
congruent sind. Diese Strecken seien «,, B,, 7, — %, Be, Ye- 


G&t+B=4, +A =4, A+ Hy =); 

tty + By = Cy, By + %p = Mg, Ye + Wy = Oy. 
Die Lote sind in demselben Dreiecke congruent; sie werden r, und r, ge- 
nannt. Aus den vorigen Siitzen entnehmen wir: 





*%* oh Ate. AtS. 2aTS 
Ve as B. V2 B, + 72 Ye + a, + B, 
oder 
a 


1 
a, b ¢,’ 
was zu beweisen war. 
8. (Das associative Gesetz). Wenn 


Eo c 

b= ola 
und 

a me 

“eae |. 
dann ist auch 

a 4 

as roe 


Man kann hier voraussetzen: b > e>f. 

Beweis. Auf die Schenkel eines willkiirlichen Winkels O werden 
die Strecken OA =a und OB=b, endlich OD =d in entgegengesetzter 
Richtung von OA abgetragen. Die Punkte A, B und D bestimmen einen 
Kreis, der zum zweiten Male von BO in C geschnitten wird; man findet 
nun in den iihnlichen Dreiecken OBD und OAC 


0A O00 
OB” OD’ 
mithin 
OC=ce. 


Kin Kreisbogen mit O als Mittelpunkt und e als Radius schneidet 


den Kreis in E (wenn er den Kreis nicht schnitte, wiirde ein Kreis durch 
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A, D und einen Punkt EF im Abstande e von O zum zweiten Male von 
EO in F geschnitten werden, indem OF =f, wo F ausserhalb des urspriing- 
lichen Kreises liegen wiirde, was der obengenannten Voraussetzung wider- 
spriche); EO schneidet diesen zum zweiten Male in F. Man findet nun- 
mehr aus den ahnlichen Dreiecken OAF und OED 


OA OF 
OE OD’ 
mithin 
OF =f. 
Endlich findet man aus den iihnlichen Dreiecken OBF' und OEC 
OB OF 
OE OC 
oder 
1 
e€ e? 


was zu beweisen war. 

9. In den vorstehenden Siitzen ist die ganze Lehre von den Pro- 
portionen, die ohne Hiilfe des Archimedischen Axioms begriindet ist, 
enthalten. Der Satz 8 ist der sogenannte ,,Pascal’sche Satz“, den Professor 
Hilbert seiner Nicht-Archimedischen Geometrie zu Grunde gelegt hat; 
fiir diesen Satz habe ich also hier einen neuen Beweis geliefert. Die 
Aufgabe, die ich mir hier gestellt habe, ist friiher in dem tiefsinnigen 
Werke: Grundlagen der Geometrie, des obengenannten Mathematikers, 
gelést; ich habe aber einen anderen Weg eingeschlagen und, wie es mir 
scheint, das Ziel auf einfachere Weise erreicht. 

Herr Professor Hilbert macht mich darauf aufmerksam, dass meine 
Vereinfachung des Beweises des commutativen Gesetzes auch in seiner 
Darstellung erreicht wird, wenn er das Streckenproduct ab mittelst eines 
Kreises definirt. Auf die Schenkel eines rechten Winkels O werden die 
Strecken OA =a und OC=1, endlich OB=b in entgegengesetzter 
Richtung von OA abgetragen. Die Punkte A, B und C bestimmen einen 
Kreis, der zum zweiten Male von CO in D geschnitten wird. OD wird 
dann dem Streckenproducte ab gleich gesetzt; dieses Product ist dann in 
den Factoren symmetrisch. Natiirlicherweise ist der Beweis des Satzes 7 
dem Hilbert’schen ganz analog. 


Kopenhagen, Januar 1902. 











Qa ae eI OC 


ote 2 2&2. be @& aS @ ms BS we 


~~. 





ieee 








Davin Hirsert. Ueber die Grundlagen der Geometrie. 381 


Ueber die Grundlagen der Geometrie. 


Von 
Davip Hinzert in Géttingen. 


Die Untersuchungen von Riemann und Helmholtz tiber die Grund- 
lagen der Geometrie veranlassten Lie das Problem der axiomatischen 
Behandlung der Geometrie unter Voranstellung des Gruppenbegriffes in 
Angriff zu nehmen und fiihrten diesen scharfsinnigen Mathematiker zu 
einem System von Axiomen, von denen er mittelst seiner Theorie der 
Transformationsgruppen nachwies, dass sie zum Aufbau der Geometrie 
hinreichend sind*). 

Nun hat Lie bei Begriindung seiner Theorie der Transformations- 
gruppen stets die Annahme gemacht, dass die die Gruppe definirenden 
Functionen differenzirt werden kénnen, und daher bleibt in den Lie’schen 
Entwickelungen unerértert, ob die Annahme der Differenzirbarkeit bei 
der Frage nach den Axiomen der Geometrie thatsichlich unvermeidlich 
ist oder ob die Differenzirbarkeit der betreffenden Functionen nicht viel- 
mehr als eine Folge des Gruppenbegriffs und der iibrigen geometrischen 
Axiome erscheint. Auch ist Lie zufolge seines Verfahrens gendthigt, 
ausdriicklich das Axiom aufzustellen, dass die Gruppe der Bewegungen 
von infinitesimalen Transformationen erzeugt sei. Diese Forderungen, 
sowie wesentliche Bestandtheile der iibrigen von Lie zu Grunde gelegten 
Axiome beziiglich der Natur der die Punkte in gleicher Entfernung 
definirenden Gleichung lassen sich rein geometrisch nur auf recht ge- 
zwungene und complicirte Weise zum Ausdruck bringen und scheinen 
iiberdies nur durch die von Lie benutzte analytische Methode, nicht durch 
das Problem selbst bedingt. 

Ich habe daher im Folgenden fiir die ebene Geometrie ein System 
von Axiomen aufzustellen gesucht, welches, ebenfalls auf dem Begriff der 
Gruppe beruhend, nur einfache und geometrisch tibersichtliche Forderungen 
enthilt und insbesondere die Differenzirbarkeit der die Bewegung ver- 
mittelnden Functionen keineswegs voraussetzt. Die Axiome des von mir 


*) Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen Bd. 3 Abtheilung 5. 
Mathematische Annalen. LVI. 19 
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aufgestellten Systems sind als specielle Bestandtheile in den Lie’schen 
Axiomen enthalten oder, wie ich glaube, aus ihnen sofort ableitbar. 

Meine Beweisfiihrung ist véllig von der Methode Lie’s verschieden: 
ich operire vornehmlich mit den von Cantor ausgebildeten Begriffen der 
Theorie der Punktmengen und benutze den Satz von C. Jordan, wonach 
jede ebene stetige geschlossene Curve ohne Doppelpunkte die Ebene in 
ein inneres und ein iiusseres Gebiet theilt. 

Gewiss sind auch in dem von mir aufgestel!ten System noch einzelne 
Bestandtheile entbehrlich; doch habe ich von einer weiteren Untersuchung 
dieses Umstandes abgesehen aus Riicksicht auf die einfache Fassung der 
Axiome und vor Allem, weil ich eine verhiiltnissmiissig zu complicirte 
und geometrisch nicht iibersichtliche Beweisfiihrung vermeiden wollte. 

Ich behandle im Folgenden die Axiome nur fiir die Ebene, obwohl 
ich meine, dass ein analoges Axiomensystem fiir den Raum aufgestellt 
werden kann, das den Aufbau der riumlichen Geometrie in analoger Weise 
erméglicht*). 

Wir schicken eine Erkliirung voran. 

Erklirung. Wir verstehen unter der Zahlenebene die gewdhnliche 
Ebene mit einem rechtwinkligen Coordinatensystem 2, y. 

Kine doppelpunktslose und einschliesslich ihrer Endpunkte stetige 
Curve in dieser Zahlenebene heisse eine Jordan’sche Curve. Ist eine 
Jordan’sche Curve geschlossen, so heisse das Innere des von derselben 
begrenzten Gebietes der Zahlenebene ein Jordan’sches Gebiet. 

Der leichteren Darstellung und Fasslichkeit wegen will ich in der 
vorliegenden Untersuchung die Definition der Ebene enger fassen, als es 
meine Beweisfiihrung erfordert**), ich will namlich annehmen, dass es 
méglich ist, die simmtlichen Punkte unserer Geometrie zugleich auf die 


*) Durch die nachfolgende Untersuchung wird zugleich, wie ich glaube, eine 
allgemeine die Gruppentheorie betreffende Frage, die ich in meinem Vortrag ,,Mathe- 
matische Probleme“, Gittinger Nachrichten 1900, 8. 17 aufgeworfen habe, fiir den 
speciellen Fall der Gruppe der Bewegungen in der Ebene beantwortet. 

**) Betreffs der weiteren Fassung des Begriffes der Ebene vergleiche man meine 
Note iiber die Grundlagen der Geometrie in den Gittinger Nachrichten 1902. Die 
daselbst 8. 234—235 aufgestellten Forderungen enthalten, wie mir scheint, fiir den Fall 
zweier Dimensionen die scharfe Definition des Begriffes, den Riemann und Helm- 
holtz als ,mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit* und Lie als ,,Zahlenmannig- 
faltigkeit‘* bezeichneten und ihren gesammten Untersuchungen zu Grunde legten. 

Indem wir die obige engere Definition der Ebene annehmen, wird offenbar die 
elliptische Geometrie von vornherein ausgeschlossen, da sich deren Punkte nicht in 
einer mit unseren Axiomen vertriiglichen Weise auf die im Endlichen gelegenen 
Punkte der Zahlenebene abbilden lassen. Es ist jedoch nicht schwer die Abiinderungen 
za erkennen, die in unserer Beweisfiihrung nithig sind, wenn man die weitere Fassung 
des Begriffes der Ebene zu Grunde legt. 


o- 
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im Endlichen gelegenen Punkte der Zahlenebene oder auf ein bestimmtes 
Theilsystem derselben umkehrbar eindeutig abzubilden, so dass dann jeder 
Punkt unserer Geometrie durch ein bestimmtes Zahlenpaar x, y charakte- 
risirt ist. Wir formuliren diese Fassung des Begriffes der Ebene, wie folgt: 

Definition der Ebene. Die Evene ist ein System von Punkten, die sich 
umkehrbar eindeutig auf die im Endlichen gelegenen Punkte der Zahlenebene 
oder auf ein gewisses Theilsystem derselben abbilden lassen. 

Zu jedem Punkte A unserer Ebene giebt es Jordan’sche Gebiete, in 
welchen der- Bildpunkt von A liegt und deren séimmtliche Punkte ebenfalls 
Punkte unserer Ebene darstellen. Diese Jordan’schen Gebiete heissen Um- 
gebungen des Punktes A. Jedes in einer Umgebung von A_ enthaltene 
Jordan’sche Gebiet, welches den Punkt A einschliesst, ist wiederum eine 
Umgebung von A. Ist B irgend ein Punkt in einer Umgebung von A, so 
ist diese Umgebung auch zugleich eine Umgebung von B. 

Wenn A und B irgend zwei Punkte unserer Ebene sind, so giebt es 
stets eine Umgebung, die zugleich eine Umgebung vou A und eine Umgebung 
von B ist. 


Wir werden die Bewegung als eine umkehrbar eindeutige Transfor- 
mation unserer Ebene in sich definiren. Offenbar lassen sich von vornherein 
zwei Arten von umkehrbar eindeutigen stetigen Transformationen der 
Zahlenebene in sich unterscheiden. Nehmen wir nimlich irgend eine 
geschlossene Jordan’sche Curve in der Zahlenebene an und denken uns 
dieselbe in einem bestimmten Sinn durchlaufen, so geht dieselbe bei einer 
solchen Transformation wiederum in eine geschlossene Jordan’sche Curve 
iiber, die in einem gewissen Sinne umlaufen wird. Wir wollen nun in 
der gegenwiirtigen Untersuchung annehmen, dass dieser Umlaufssinn der- 
selbe ist, wie fiir die urspriingliche Jordan’sche Curve, wenn wir eine 
Transformation der Zahlenebene in sich anwenden, aus der eine Be- 
wegung hervorgeht. Diese Annahme*) bedingt folgende Fassung des 
Begriffes der Bewegung: 

Definition der Bewegung. Eine Bewegung ist eine umkehrbar eindeutige 
stetige Transformation der Bildpunkte der Zahlenebene in sich von der Art, dass 
dabei der Umlaufssinn einer geschlossenen Jordan’schen Curve stets derselbe bleibt. 

Eine Bewegung, bei welcher der Punkt M ungeindert bleibt, heisst eine 
Drehung um den Punkt M. 


*) Bei Lie ist diese Annahme in der Forderung enthalten, dass die Gruppe der Be- 
wegungen durch infinitesimale Transformationen erzeugt sei. Die entgegengesetzte 
Annahme wiirde wesentlich die Beweisfiihrung erleichtern, insofern alsdann die ,,wahre 
Gerade“ unmittelbar als der Ort derjenigen Punkte definirt werden kann, welche bei 
einer den Umlaufssinn iindernden Transformation (Umklappung) fest bleiben. 


19* 
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Nach Festlegung des Begriffes Ebene“ und ,,Bewegung“ stellen wir 
folgende drei Axiome auf: — 

Axiom I. Werden zwei Bewegungen hintereinander ausgefiihrt, so ist 
die dann entstehende Transformation unserer Ebene in sich wiederum eine 
Bewegung. 

Wir sagen kurz: 

Axiom I. Die Bewegungen bilden eine Gruppe. 


Axiom II. Wenn A und M beliebige von einander verschiedene Punkte 
der Ebene sind, so kann man den Punkt A durch Drehung wm M stets in 
unendlich viele verschiedene Lagen bringen. 

Nennen wir die Gesammtheit derjenigen Punkte, die durch die 
simmtlichen Drehungen um M aus einem von M verschiedenen Punkte 
entstehen, einen wahren Kreis in unserer ebenen Geometrie, so kénnen wir 
die Aussage des Axioms II auch so fassen: 

Axiom II. Jeder wahre Kreis besteht aus unendlich vielen Punkten. 


Dem letzten Axiom schicken wir eine Erklirung voran. 

Erklirung. Es sei A ein bestimmter Punkt in unserer Geometrie 
und A,, A,, A,,--- irgend ein unendliches System von Punkten; mit den 
nimlichen Buchstaben mégen auch die Bilder dieser Punkte in der Zahlen- 
ebene bezeichnet werden. Wir grenzen um den Punkt A in der Zahlen- 
ebene eine beliebig kleine Umgebung « ab; wenn dann jedesmal irgend 
welche Bildpunkte A; in die Umgebung « fallen, so sagen wir, dass es 
in beliebiger Nahe des Punktes A Punkte A; giibe. 

Es sei AB ein bestimmtes Punktepaar in unserer Geometrie und 
A, B,, A, B,, A,B,,--- irgend ein unendliches System von Punktepaaren; 
mit den naimlichen Buchstaben mégen auch die Bilder dieser Punktepaare 
in der Zahlenebene bezeichnet werden. Wir grenzen um die Punkte A 
und B in der Zahlenebene je eine beliebig kleine Umgebung « bez. £ 
ab; wenn es dann jedesmal Punktepaare A;B, giebt, so dass A; in die 
Umgebung « und zugleich B, in die Umgebung 6 fiallt, so sagen wir, 
dass es in beliebiger Nahe des Punktepaares AB Punktepaare A,B, giibe. 

Es sei ABC ein bestimmtes Punktetripel in unserer Geometrie und 
A, B,C,, A,B, C,, A, B,C;,--- irgend ein unendliches System von Punkte- 
tripeln; mit den namlichen Buchstaben mégen auch die Bilder dieser 
Punktetripel in der Zahlenebene bezeichnet werden. Wir grenzen um 
die Punkte A, B, C in der Zahlenebene je eine beliebig kleine Um- 
gebung @ bez. 6 bez. y ab; wenn es dann jedesmal Punktetripel A;B,C; 


giebt, so dass A; in die Umgebung « und zugleich B, in die Umgebung 6 
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und C; in die Umgebung y fiillt, so sagen wir, dass es in beliebiger Nahe 
des Punktetripels ABC Punktetripel A,B,C, giibe. 

Beim Gebrauch der Worte ,,Punktepaar“ und ,,Punktetripel“ wird 
nicht angenommen, dass die Punkte des Punktepaares oder des Punkte- 
tripels von einander verschieden sind. 

Axiom III. Wenn es Bewegungen giebt, durch welche Punktetripel in be- 
liebiger Nahe des Punktetripels ABC in beliebige Niihe des Punktetripels A’ B’ C’ 
iibergefiihrt werden kinnen, so giebt es stets auch eine solche Bewegung, durch 
welche das Punktetripel ABC genau in das Punktetripel A’ B’C’ iibergeht*). 

Die Aussage dieses Axioms wollen wir kurz so ausdriicken: 

Axiom III. Die Bewegungen bilden im Endlichen ein abgeschlossenes 
System. 

» Wenn wir in Axiom III gewisse Punkte der Punktetripel zusammen- 
fallen lassen, so ergeben sich leicht einige specielle Fille des Axioms III, 
die wir noch besonders hervorheben, wie folgt: 

Wenn es Drehungen um einen Punkt M giebt, durch welche Punkte- 
paare in beliebiger Nihe des Punktepaares AB in beliebige Nihe des 
Punktepaares A’ B’ iibergefiihrt werden kénnen, so giebt es stets auch eine 
solche Drehung um M, durch welche das Punktepaar AB genau in das 
Punktepaar A’ B’ iibergeht. 

Wenn es Bewegungen giebt, durch welche Punktepaare in beliebiger 
Nahe des Punktepaares AB in beliebige Nihe des Punktepaares A’ B’ 
iibergefiihrt werden kénnen, so giebt es stets auch eine solche Bewegung, 
durch welche das Punktepaar AB genau in das Punktepaar A’ B’ iibergeht. 

Wenn es Drehungen um den Punkt M giebt, durch welche Punkte 
in beliebiger Niihe des Punktes A in beliebige Nihe von JA’ iibergefiihrt 
werden kénnen, so giebt es stets auch eine solche Drehung um M, durch 
welche A genau in A’ iibergeht. 

Diesen letzten Specialfall des Axioms III werde ich bei der nach- 
folgenden Beweisfiihrung oftmals in der Weise anwenden, dass fiir A der 
Punkt © eintritt**). 


Ich beweise nun folgende Behauptung: 
Eine ebene Geometric, in welcher die Axiome I—III erfiillt 


*) Es geniigt Axiom III fiir geniigend kleine Umgebungen als erfiillt anzunehmen, 
wie es iihnlich auch bei Lie geschieht; meine Beweisfiihrung lisst sich so abindern, 
dass nur diese engere Annahme darin benutzt wird. 

**) Eine Folgerung, die ich im miindlichen Vortrage in der Festsitzung zur 
Jubelfeier der Ges. d. Wiss. zu Gittingen 1901 als besonderes Axiom aufgefiihrt habe, 
ist diese: ,.Irgend zwei Punkte kinnen durch Bewegung niemals in beliebige Nihe 
zu einander gerathen“. Es wiire zu untersuchen, mit welchen Forderungen zusammen 
diese Forderung das oben aufgestellte Axiom III zu ersetzen im Stande ist. 
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sind, ist entweder die Euklidische oder die Bolyai-Lobatschefsky’sche 
ebene Geometrie. 

Wollen wir allein die Euklidische Geometrie erhalten, so haben wir 
nur néthig, bei Axiom I den Zusatz zu machen, dass die Gruppe der 
Bewegungen eine invariante Untergruppe besitzen soll. Dieser Zusatz 
vertritt die Stelle des Parallelenaxioms. 


Den Gedankengang meiner Beweisfiihrung michte ich kurz wie folgt 
skizziren: 

In der Umgebung irgend eines Punktes M wird durch ein besonderes 
Verfahren ein gewisses Punktgebilde kk und auf diesem ein gewisser 
Punkt K construirt (§ 1—§ 2) und dann der wahre Kreis x durch K wm 
M der Untersuchung unterworfen. Es ergiebt sich, dass der wahre Kreis x 
eine abgeschlossene und in sich dichte, d. h. eine perfecte Punktmenge ist (§ 3). 

Das niichste Ziel unserer Entwickelungen besteht darin, zu zeigen, 
dass der wahre Kreis x eine geschlossene Jordan’sche Curve ist*). Dies 
gelingt, indem wir zunichst die Méglichkeit einer Anordnung der Punkte 
des wahren Kreises x erkennen (§ 4—§ 5), hieraus eine umkehrbar 
eindeutige Abbildung der Punkte von x auf die Punkte eines gewdéhn- 
lichen Kreises schliessen (§ 6—§7) und endlich beweisen, dass diese 
Abbildung nothwendig eine stetige sein muss (§ 8). Nunmehr er- 
giebt sich auch, dass das urspriinglich construirte Punktgebilde kk mit 
dem wahren Kreise x identisch ist (§ 9). Weiter gilt der Satz, dass 
jeder wahre Kreis innerhalb x ebenfalls eine geschlossene Jordan’sche 
Curve ist (§ 10—i2). 

Wir wenden uns nun zur Untersuchung der Gruppe der Transforma- 
tionen, die bei den Drehungen der Ebene um Y ein bestimmter wahrer Kreis 
x in sich erfahrt (§ 13). Diese Gruppe besitzt folgende Eigenschaften: 
1) Jede Drehung um M, die einen Punkt von x festliisst, liisst alle Punkte 
desselben fest (§ 14). 2) Es giebt stets eine Drehung um M, die irgend einen 
gegebenen Punkt von x in irgend einen anderen Punkt von x iiberfiihrt 
(§ 15). 3) Die Gruppe der Drehungen um J ist eine stetige (§ 16). Diese 
drei Eigenschaften bestimmen vollstiindig den Bau der Gruppe der Trans- 
formationen aller Drehungen des wahren Kreises in sich. Wir stellen 
nimlich den folgenden Satz auf: Die Gruppe aller Transformationen des 
wahren Kreises in sich, die Drehungen um JM sind, ist holoedrisch iso- 
morph mit der Gruppe der gewéhnlichen Drehungen des gewdéhnlichen 
Kreises in sich (§ 17—§ 18). 





*) Vgl. hierzu die ein iihnliches Ziel verfolgende interessante Note von A. Schénflies: 
» Ueber einen grundlegenden Satz der Analysis Situs‘* Géttinger Nachrichten. 1902. 
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Nunmehr untersuchen wir die Gruppe der Bewegungen aller Punkte 
unserer Ebene bei Drehungen um M. Es gilt der Satz, dass es ausser 
der Identitiit keine Drehung der Ebene um M giebt, welche jeden Punkt 
des wahren Kreises x festlisst (§ 19). Wir erkennen jetzt, dass jeder wahre 
Kreis eine geschlossene Jordan’sche Curve ist, und gewinnen Formeln fiir die 
Transformationen jener Gruppe aller Drehungen um M (§ 20—§ 21). 
Endlich folgen leicht die Sitze: Wenn irgend zwei Punkte bei einer 
Bewegung der Ebene festbleiben, so bleiben alle Punkte fest, d. h. die 
Bewegung ist die Identitait. Jeder Punkt der Ebene lisst sich durch eine 
geeignete Bewegung in jeden anderen Punkt der Ebene iiberfiihren (§ 22). 

Unser wichtigstes weiteres Ziel besteht darin, den Begriff der wahren 
Geraden in unserer Geometrie zu definiren und die fiir den Aufbau der 
Geometrie nothwendigen EHigenschaften dieses Begriffes zu entwickeln. Zu- 
nichst werden die Begriffe Halbdrehung und Mitte einer Strecke definirt 
(§ 23). Eine Strecke hat héchstens eine Mitte (§ 24) und wenn man von 
einer Strecke ihre Mitte kennt, so folgt, dass auch jede kleinere Strecke 
eine Mitte besitzt (§ 25— 26). 

Um die Lage der Streckenmitten zu beurtheilen, haben wir einige 
Sitze tiber sich beriihrende wahre Kreise néthig, und zwar kommt es vor 
Allem darauf an, zwei zu einander congruente Kreise zu construiren, die 
sich einander von aussen in einem und nur in einem Punkte beriihren 
($27). Wir leiten ferner einen allgemeinen Satz iiber Kreise, die sich 
von Innen beriihren, ab (§ 28) und sodann einen Satz iiber den besonderen 
Fall, dass der von Innen beriihrende Kreis durch den Mittelpunkt des 
beriihrten Kreises geht (§ 29). 

Nunmehr wird eine bestimmte geniigend kleine Strecke als Einheits- 
strecke zu Grunde gelegt und aus dieser durch fortgesetzte Halbirung und 
Halbdrehung ein System von Punkten von der Art construirt, dass jedem 
Punkte dieses Systems eine bestimmte Zahl a zugeordnet erscheint, die 
rational ist und nur eine Potenz von 2 als Nenner hat (§ 30). Nach 
Aufstellung eines Gesetzes iiber diese Zuordnung (§ 31) werden die Punkte 
des gewonnenen Punktsystems untereinander angeordnet, wobei die friiheren 
Siitze iiber sich beriihrende Kreise zur Geltung kommen (§ 32). Jetzt 
gelingt der Nachweis, dass die den Zahlen 4, 4, 4, --- entsprechenden 
Punkte gegen den Punkt 0 convergiren (§ 33). Dieser Satz wird schritt- 
weise verallgemeinert, bis wir schliesslich erkennen, dass eine jede Punkt- 
reihe unseres Systems convergirt, sobald die entsprechende Zahlenreihe 
convergirt (§ 34—35). 

Nach diesen Vorbereitungen gelingt die Definition der wahren Ge- 
raden als eines Systems von Punkten, die aus zwei zu Grunde gelegten 
Punkten entstehen, wenn man fortgesetzt Halbdrehungen ausfiihrt, die 
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Mitten nimmt und die Haufungsstellen aller erhaltenen Punkte hinzufiigt 
(§ 36). Sodann kénnen wir beweisen, dass die wahre Gerade eine stetige 
Curve ist (§ 37), keinen Doppelpunkt besitzt (§ 38) und mit irgend einer 
anderen wahren Geraden héchstens einen Punkt gemein hat (§ 39). Es 
ergiebt sich ferner, dass die wahre Gerade jeden um einen ihrer Punkte 
gelegten Kreis schneidet, und hieraus folgt, dass man irgend zwei beliebige 
Punkte der Ebene stets durch eine wahre Gerade verbinden kann (§ 40). 
Auch erkennen wir in unserer Geometrie die Congruenzsitze als giiltig, 
wobei sich jedoch zwei Dreiecke nur dann als congruent erweisen, wenn 
fiir sie auch der Umlaufssinn der gleiche ist (§ 41). 

Hinsichtlich der Lage des Systems aller wahren Geraden gegen ein- 
ander sind zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem das Parallelenaxiom 
giiltig ist oder durch jeden Punkt zu einer gegebenen Geraden zwei Gerade 
existiren, die die schneidenden Geraden von den nicht schneidenden Ge- 
raden abgrenzen. Im ersteren Falle gelangen wir zur Euklidischen, im 
letzteren zur Bolyai-Lobatschefsky’schen Geometrie (§ 42). 


$1. 


Es sei M irgend ein Punkt in unserer Geometrie und zugleich der 
Bildpunkt in der Zahlenebene x,y. Unser niichstes Ziel ist dann, um M 
gewisse Punktgebilde zu construiren, die sich schliesslich als die wahren 
Kreise um MM herausstellen werden. 

Wir schlagen in der Zahlenebene um M einen ,,Zahlenkreis“ d. h. einen 
Kreis & im Sinne der gewéhnlichen Maassbestimmung, so klein dass 
simmtliche Punkte innerhalb und auf diesem Kreise ® ebenfalls Bild- 
punkte sind. Dann giebt es gewiss einen zu & concentrischen Kreis f 
innerhalb & von der Art, dass simmtliche Punkte innerhalb dieses Kreises f 
bei beliebigen Drehungen um YM innerhalb des Kreises & bleiben. 

Um dies zu beweisen, betrachten wir in der Zahlenebene eine unend- 
liche Reihe von concentrischen Zahlenkreisen f,, f,, f,,... mit abnehmenden 
und gegen 0 convergirenden Radien und nehmen dann im Gegensatz zur 
Behauptung in jedem dieser Kreise einen Punkt von der Art an, dass 
derselbe bei einer gewissen Drehung um M an eine ausserhalb des Kreises 
R gelegene Stelle kommt oder auf die Peripherie des Kreises & riickt: 
es sei A; ein solcher im Kreise f; gelegener Punkt, der bei der Drehung 
A, in eine ausserhalb des Kreises 8 oder auf demselben gelegene Stelle iiber- 
geht. Wir denken uns dann von M nach jedem Punkte A; den Radius 1; 
des betreffenden Kreises f; gezogen und fassen die Curve y, ins Auge, in 
welche der Radius r; bei der Drehung A, iibergeht. Da diese Curve y; 
vom Punkte M nach einer gewissen Stelle ausserhalb oder auf dem 
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Kreise & liuft, so muss sie nothwendig die Peripherie des Kreises R 
treffen; es sei B; einer dieser Treffpunkte und B eine Verdichtungsstelle 
der Treffpunkte B,, B,, B,,---. Nun sei allgemein C, derjenige Punkt 
auf dem Radius 7;, der bei der Drehung A, in B, iibergeht. Da die Punkte 
C,, C., C,,-++ gegen M convergiren, so giebt es nach Axiom III eine 
Drehung um JM, bei welcher der auf der Peripherie des Kreises 8 gelegene 
Punkt B in den Punkt M iibergeht. Dies widerspricht dem vorhin defi- 
nirten Begriff der Bewegung. 


g 2. 


Wie bereits in § 1 festgesetzt, sei f ein Zahlenkreis innerhalb &, der die 
Bedingungen des in § 1 bewiesenen Satzes erfiillt, so dass siimmtliche 
Punkte innerhalb £ bei den Drehungen um MM innerhalb 8 bleiben; 
ferner sei / ein Zahlenkreis innerhalb f, dessen simmtliche Punkte bei 
den Drehungen um JM innerhalb f bleiben. Dann bezeichnen wir kurz 
diejenigen Punkte der Zahlenebene, die bei irgend einer Drehung um M 
aus Punkten innerhalb oder auf X& entstehen, als bedeckt und diejenigen 
Punkte, die bei keiner Drehung um M aus Punkten innerhalb oder auf k 
entstehen, als wnbedeckt. Aus Axiom III folgt sofort, dass die bedeckten 
Punkte eine abgeschlossene Punktmenge bilden. Ferner sei A ein bestimmter 
Punkt ausserhalb &, welcher Bildpunkt fiir einen Punkt unserer Geometrie 
ist. Wenn sich nun ein unbedeckter Punkt A’ durch eine Jordan’sche 
Curve, die aus lauter unbedeckten Punkten besteht, mit A verbinden lisst, 
so heisse A’ ausserhalb kk gelegen. Insbesondere sind alle Punkte ausserhalb 
des Zahlenkreises £ gewiss ausserhalb kk gelegene Punkte. Jeder bedeckte 
Punkt, in dessen beliebiger Nahe sich Punkte ausserhalb kk befinden, 
heisse ein Punkt auf kk. Die Punkte auf kk. bilden eine abgeschlossene 
Punktmenge. Diejenigen Punkte J, die weder Punkte ausserhalb kk noch 
Punkte auf kk sind, sollen Punkte innerhalb kk heissen. Insbesondere 
sind also alle bedeckten Punkte, zu welchen nicht in beliebiger Nahe un- 
bedeckte Punkte liegen, wie z. B. der Punkt M und die Punkte inner- 
halb k, sicher innerhalb kk gelegen. 


§ 3. 

Mit wesentlicher Hilfe unserer Definition der Bewegung, der zufolge 
die Drehung eine umkehrbare stetige Transformation ist, und indem wir 
bedenken, dass desshalb A bei den Drehungen um WM niemals in das 
Innere von f hineingelangt, erkennen wir, dass bei einer jeden Drehung 
um M die Punkte ausserhalb ii wieder in Punkte ausserhalb kk, ferner 
die Punkte auf kk wieder in Punkte auf kk und die Punkte innerhalb 
kk wiederum in Punkte innerhalb kk iibergehen. 
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Jeder Punkt- auf //% ist nach unserer Festsetzung ein bedeckter Punkt, 
und da wir wissen, dass die Punkte innerhalb & auch innerhalb kk liegen, 
so schliessen wir hieraus folgende Thatsache: 

Zu jedem Punkte K auf kk giebt es gewiss eine Drehung A um MM, 
durch welche ein auf der Peripherie von k gelegener Punkt A’ nach K 
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gelangt. Der Radius MK’ des Zahlenkreises / liefert nach der Drehung 
4 um M eine Jordan’sche Curve, welche M mit dem Punkte K auf kk 
verbindet und die sonst ganz innerhalb ki verliiuft. 

Zugleich sehen wir, dass mindestens ein Punkt der Peripherie des 
Zahlenkreises k, nimlich gewiss der Punkt K’, auf kk liegt. 

Wir verbinden den ausserhalb ik gelegenen Punkt A durch irgend 
eine Jordan’sche Curve mit M und bezeichnen jetzt mit K denjenigen 
Punkt dieser Jordan’schen Curve, der auf kk liegt und von der Art ist, dass 
alle auf der Jordan’schen Curve zwischen K und A gelegenen Punkte 
ausserhalb kk liegen. Sodann fassen wir das System aller aus K durch 
Drehungen um M hervorgehenden Punkte, d. h. den wahren Kreis x um 
M durch K ins Auge. Die Punkte dieses wahren Kreises sind siimmtlich 
Punkte auf kk. 

Nach Axiom II enthiilt x unendlich viele Punkte. Ist K* eine Ver- 
dichtungsstelle von Punkten des wahren Kreises x, so gehért diese wegen 
Axiom III ebenfalls zum wahren Kreise x. Bezeichnet K, irgend einen 
Punkt des wahren Kreises x, so folgt, wenn wir diejenige Drehung um M 
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ausfiihren, welche K* in K, iiberfiihrt, dass auch K, eine Verdichtungs- 
stelle von Punkten des wahren Kreises x ist. Wir erhalten somit den Satz: 

Der wahre Kreis « ist eine abgeschlossene und in sich dichte d. h. eine 
perfecte Punktmenge. 

§ 4. 

Das wichtigste Ziel der niichstfolgenden Entwickelungen besteht darin, 
zu zeigen, dass der wahre Kreis x eine geschlossene Jordan’sche Curve ist. 
Es wird sich ferner herausstellen, dass der wahre Kreis x mit den Punkten 
auf kk iibereinstimmt. 

Zunichst beweisen wir, dass irgend zwei Punkte K,, K, des wahren 
Kreises x sich stets untereinander sowohl durch eine Jordan’sche Curve ver- 
binden lassen, die abgesehen von den Endpunkten ganz innerhalb kk verliuft, 
als durch eine solche Jordan’sche Curve, die abgesehen von den Endpunkten 
ganz ausserhalb kk verliuft. 

In der That, ziehn wir entsprechend den obigen Ausfiihrungen die 
Jordan’schen Curven MK, und MK,, welche innerhalb kk den Mittel- 
punkt M mit K, beziiglich K, verbinden, und bestimmen auf der Curve 
MK, von M ausgehend den letzten auf MK, gelegenen Punkt P, so 
bildet das Stiick PK, der ersteren Jordan’schen Curve zusammen mit dem 
Stiick PK, der letzteren Jordan’schen Curve eine Verbindungscurve von der 
zuerst verlangten Art. 

Andererseits fassen wir die Drehungen um M ins Auge, bei denen 
K in K, beziiglich in Ky, iibergeht; die Punkte A, bez. A,, die dabei aus 
A entstehen, sind nach §3 Punkte ausserhalb k/ und lassen sich daher ausser- 
halb kk mit A verbinden. Aus diesen Verbindungscurven und denjenigen 
Jordan’schen Curven, die bei jenen Drehungen aus der in § 3 construirten 
Jordan’schen Curve AX entstehen, kénnen wir leicht eine Jordan’sche 
Curve zwischen K, und K, zusammensetzen, die ganz ausserhalb kk verliutt. 


§ 5. 

Der eben gefundene Satz setzt uns in den Stand, die Punkte des 
wahren Kreises in bestimmter Weise anzuordnen. 

Es seien K,, K,, K,, K, irgend vier verschiedene Punkte des wahren 
Kreises x. Wir verbinden die Punkte K,K, einerseits durch eine Jordan’- 
sche Curve, die ganz innerhalb // verliuft, und andrerseits durch eine solche, 
die ganz ausserhalb kk verliiuft. Da diese beiden Verbindungscurven ein- 
schliesslich ihrer Endpunkte K,, K, stetig sind, so bilden sie zusammen 
eine geschlossene Jordan’sche Curve. Eine in dieser Weise aus K,, K, 
hergestellte Curve wollen wir stets mit K,K, bezeichnen. Die ganze Zahlen- 
ebene zerfillt dann, abgesehen von K,K, selbst, nach dem bekannten 
Jordan’schen Satze in zwei Gebiete, niimlich das Innere und das Aeussere dieser 
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Curve K,K,. Betreffs der Lage der Punkte K,, K, sind nun zwei Falle még- 
lich: erstens die Punkte K,, K, werden durch die Curve K,K, nicht ge- 
trennt, d.h. sie liegen beide innerhalb oder beide ausserhalb derselben; 
zweitens die Punkte K,, K, werden durch die Curve K, K, getrennt, d. h. 
es liegt K, innerhalb und K, ausserhalb der Curve K,K, oder umgekehrt. 

Verbinden wir die Punkte K, , K, irgend wie anders durch einen innerhalb 
kk und einen ausserhalb ii verlaufenden Weg, so erkennen wir leicht, dass hin- 
sichtlich der Lage der Punkte K,, K, zu der neu entstehenden geschlossenen 
Jordan’schen Curve KK, gewiss derselbe Fall eintritt, wie vorhin. In der 
That, liegt beispielsweise der erste Fall vor, und befinden sich K,, K, 


beide im Innern von K, K,, so verbinde man K, und K, durch einen innerhalb 
kk verlaufenden Weg W. Sollte derselbe aus dem Inneren der geschlossenen 


Curve K, K, heraustreten, so miisste er im weiteren Verlauf doch schliess- 
lich wieder in dieses Innere zuriickfiihren; es ist daher gewiss méglich den 
ausserhalb K, K, verlaufenden Theil dieses Weges W durch ein nahe an 
dem betreffenden Stiicke von K, K, verlaufenden Weg zu ersetzen, welcher 
ganz innerhalb kk und zugleich innerhalb K,K, verliiuft, so dass dadurch 
ein Verbindungsweg W* zwischen K, und K, entsteht, welcher ebenfalls 
ganz innerhalb kik und innerhalb K, K, verliuft. Setzen wir aus dem 
innerhalb Kk liegenden Theil der Curve K,K, und dem ausserhalb kk 


K,K, zusammen, so ist W* offenbar ein Weg, welcher K, und K, imer- 


halb dieser neuen Curve verbindet, ohne die Curve K,K, zu durchsetzen, 





d. h. K, und K, werden durch KK, gewiss nicht getrennt. Hieraus 
folgt nach entsprechender Construction ausserhalb kk, dass K, und K, 


auch durch die Curve K,K, nicht getrennt werden. Wir diirfen daher 
im ersten Falle schlechthin sagen: das Punktepaar K,, K, wird durch 
das Punktepaar K,, K, nicht getrennt. Dann aber folgt auch im zweiten 
Falle, dass wir schlechthin sagen diirfen: das Punktepaar K,, K, wird 
durch das Punktepaar K,, K, getrennt. 

Wir fiihren nun irgend eine Drehung um M aus, durch welche die 
Punkte K,, K,, K,, K, in K,’, K,’, K,’, K,{ tibergehen. Bedenken wir, dass 
die Drehung nach der Definition eine stetige und eindeutige umkehrbare 
Transformation der Zahlenebene ist und die Punkte innerhalb kk in Punkte 
innerhalb kk, die Punkte ausserhalb ik in Punkte ausserhalb kk iiberfiihrt, 
so folgt, dass die Punktepaare K,’, K,’ und K,’, K,’ von einander getrennt 
oder nicht getrennt liegen, je nachdem die Punktepaare K,, K, und K,, K, 
sich einander trennen oder nicht, d. h. die gegenseitige Lage der Punkte- 
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paare K,, K, und K,, K, bleibt bei einer beliebigen Drehung wm M un- 
verdndert. 

Wir leiten in ihnlicher Weise auch die Siitze ab, die den iibrigen bekannten 
Thatsachen hinsichtlich der gegenseitigen Lage der Punktepaare auf der Peri- 
pherie eines gewdhnlichen Zahlenkreises entsprechen, niimlich die Siitze: 

Wenn K,, K, durch K,, K, getrennt werden, so werden auch Ky, K, 
durch K,, K, getrennt. Wenn K,, K, durch K,, K, und K,, K, durch 
K,, K; getrennt werden, so wird auch K,, K, durch K,, K, getrennt. 

Dadurch sind wir zu dem folgenden Ergebniss gelangt: 

Die Punkte des wahren Kreises x sind cyklisch, d. h. mit Riicksicht 
auf die gegenseitige Trennung von Punktepaaren wie die Punkte eines ge- 
wohnlichen Zahlenkreises angeordnet. Diese Anordnung ist gegeniiber den 
Drehungen um den Mittelpunkt M des wahren Kreises x invariant. 


§ 6. 

Eine weitere wichtige Eigenschaft des wahren Kreises x sprechen wir 
wie folgt aus: 

Zu irgend einem Punktepaar des wahren Kreises x giebt es stets ein 
Punktepaar dieses Kreises x, welches jenes Punktepaar trennt. 

Wir bezeichnen mit K,, einen bestimmt gewihlten Punkt des wahren 
Kreises x und wollen dann von irgend drei anderen Punkten K,, K,, K, 
des wahren Kreises x sagen, es liege K, zwischen K, und K, bez. nicht 
zwischen K, und K,, je nachdem das Punktepaar K,, K, durch das Punkte- 
paar K,, K,, getrennt oder nicht getrennt wird. 

Wir nehmen im Gegensatz zu der obigen Behauptung an, es seien 
K und K’ zwei Punkte des wahren Kreises x, die durch kein Punktepaar 
getrennt werden; dann folgt nach unserer Festsetzung gewiss auch, dass 
zwischen denselben kein Punkt von x liegt. Ferner diirfen wir annehmen, es 
giibe einen Punkt K, von der Art, dass das Punktepaar K,, K’ durch das 
Punktepaar K, K, getrennt wird; anderenfalls niimlich denken wir uns 
in der folgenden Entwickelung die Rollen der Punkte K und K’ mit 
einander vertauscht. Sodann wihlen wir eine unendliche Reihe R von 
Punkten des wahren Kreises x, die gegen den Punkt K convergiren, und 
verbinden K, mit K’ sowohl durch eine innerhalb kk verlaufende Curve, 
wie durch eine ausserhalb kk verlaufende Curve. Durch Zusammensetzung 
dieser beiden Curven erhalten wir eine geschlossene Jordan’sche Curve 
K,K’, welche K,, von K trennt und daher nothwendig auch von unend- 
lich vielen Punkten der gegen K convergenten Punktreihe R trennen 
muss. Es sei K, einer dieser Punkte der Reihe R. Da K, zwischen K, 
und K’ liegt und nicht zwischen K und K’ liegen darf, so liegt K, noth- 
wendig zwischen K, und K. Nunmehr verbinden wir analog K, mit K’ durch 











394 Daviw Hivserr. 


eine geschlossene Jordan’sche Curve K,K’ und gelangen ebenso zu einem 
Punkte K, der Reihe R, der zwischen K, und K liegt u.s. f. Auf diese 
Weise erhalten wir eine wnendliche Reihe von Punkten K,, Ky, Kg, --- 
von denen jeder Punkt zwischen dem vorangehenden und K gelegen ist, und 
die gegen den Punkt K convergiren. 

Wir fiihren jetzt eine Drehung um MM aus, bei welcher K in einen 
der Punkte K,, K,, K;,---, etwa in K;, iibergeht; Der Punkt K’ gehe 
bei dieser Drehung in den Punkt K; iiber. Da unserer Annahme zufolge 
K und K’ durch kein Punktepaar getrennt werden, so ist das gleiche mit 
dem Punktepaar K,, K; der Fall. Infolgedessen muss K; entweder mit 
K,_, oder mit K;,, zusammenfallen oder zwischen K;_, und K;,,, liegen; 
in jedem Falle liegt also K,; zwischen K;_, und K;,,, so dass auch die 
unendliche Reihe von Punkten K,, K;,’, K;, K,’, Ky, K,,,--- gewiss von 
der Beschaffenheit ist, dass jeder Punkt dieser Reihe zwischen dem voran- 
gehenden Punkte und dem Punkte K gelegen ist. 


Wir wollen nun zeigen, dass auch die Punkte K,’, K,’, Ky,,--- gegen 
den Punkt K convergiren miissen. In der That, wiirden die Punkte 
(,, K,’, K,,,--- eimen von K verschiedenen Punkt Q zur Verdichtungs- 


stelle haben, so wihle man aus ihnen einen Punkt K, aus. Da 
Kiss, Kia's, Ki'x12, +--+ siimmtlich zwischen K, und K liegen, so giebt es 
eine geschlossene Jordan’sche Curve K, K, die den Punkt X,, von den Punkten 
Ki's4, K's, Ki'y12,-++ und daher auch von Q trennt, d.h. @Q liegt noth- 
wendig zwischen K, und K. Wegen der Anordnung der Punkte K, zu den 
Punkten K;, folgt hieraus, dass Q auch zwischen den siimmtlichen Punkten 
K,, K;, Ky,--- einerseits und XK andrerseits liegt. Die geschlossene 
von K trennen; dann kénnten aber die Punkte K,, K,, Ky, --- nicht 
gegen K convergiren, wie es sein sollte. 

Nunmehr betrachten wir die gegen K convergirenden Punkte K;, 
K,, Ky,,--- und die Punkte K,’, K,’, K,,,---, die nach dem eben Be- 
wiesenen ebenfalls gegen K convergiren. Da mittelst einer Drehung um 
M der Punkt K in K;, und zugleich K’ in K; iibergeht, so miisste es 
nach Axiom III auch eine Drehung geben, welche K und zugleich K’ in 
die gemeinsame Convergenzstelle K iiberfiihrt. Dies ist aber ein Wider- 
spruch gegen die Definition der Drehung. Somit ist durch Widerlegung 
unserer Annahme der zu Anfang dieses $ 6 aufgestellte Satz vollstiindig 
bewiesen. 


§ 7. 
Mit Riicksicht auf die Festsetzungen zu Beginn des § 6 fassen wir 
den wahren Kreis x unter Ausschluss des Punktes K, als eine geordnete 
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Punktmenge im Sinne Cantor’s auf: dann besitet diese Punktmenge den 
Ordnungstypus des Linearcontinuums. 

Zum Beweise hierfiir benutzen wir wesentlich die Schlussweisen, die 
Cantor in seinen ,,Beitriigen zur Begriindung der transfiniten Mengen- 
lehre“*) entwickelt hat. Zuniichst bestimmen wir eine abziihlbare Menge S 
von Punkten des wahren Kreises x, deren Verdichtungsstellen den wahren 
Kreis x selbst ausmachen. Eine solche Menge S besitazt nach Cantor 
den Ordnungstypus des Systems aller rationalen Zahlen in ihrer natiir- 
lichen Rangordnung**) d. h. es ist méglich, den Punkten des Systems S 
derart die rationalen Zahlen zuzuordnen, dass wenn A, B, C irgend drei 
Punkte in S sind, von denen B zwischen A und C liegt, von den drei 
zugeordneten rationalen Zahlen bez. a, b, ¢ allemal die Zahl b ihrem 
Werthe nach zwischen a und ¢ liegt. 

Es sei nun XK irgend ein Punkt des wahren Kreises x, welcher nicht 
dem System S angehért; sind dann A, B Punkte von S, so nennen wir 
A, B auf verschiedenen Seiten oder auf derselben Seite von K gelegen, 
je nachdem K zwischen A und B oder nicht zwischen A und B liegt. 
Uebertragen wir diese Festsetzung von den Punkten des Systems S auf 
die denselben zugeordneten rationalen Zahlen, so erhalten wir unter Ver- 
mittlung des Punktes K einen bestimmten Schnitt im Sinne Dedekind’s 
durch das System der rationalen Zahlen: wir ordnen dem Punkte K die 
durch diesen Schniti definirte irrationale Zahl zu. 

Es kann nicht zwei verschiedene Punkte K und K’ auf x geben, denen 
die gleiche irrationale Zahl zugeordnet erscheint. In der That, construiren 
wir eine geschlossene Jordan’sche Curve KK’ und sei H irgend ein 


zwischen AK und K’ und folglich innerhalb KK’ gelegener Punkt von xz, 
so muss es, da H eine Verdichtungsstelle von Punkten des Systems 8 ist, 


gewiss auch einen Punkt A in S geben, der innerhalb KK’ und daher 
auch zwischen K und K’ liegt. Die zu A gehérige rationale Zahl a 
bedingt daher jedenfalls eine Verschiedenheit der Schnitte, die unter Ver- 
mittelung der Punkte K und K’ entstanden sind. 

Wir wollen endlich zeigen, dass es auch umgekehrt zu jeder irratio- 
nalen Zahl « einen Punkt K auf x giebt, dem diese zugeordnet erscheint. 


Zu dem Zwecke sei a,,4,,--- eine Reihe zunehmender und ),, b,, bs, - - 
eine Reihe abnehmender Zahlen, deren jede gegen « convergirt. Man 
construire die diesen Zahlen zugehérigen Punkte A,, A,, As, --- bez. 


B,, B,, B,--- und bezeichne mit K irgend eine Verdichtungsstelle dieser 
Punkte A,, A,, A;,---, B,, B,, B,,---. Der Punkt K gehért dann nothwendig 
*) Diese Annalen Bd. 46, vgl. insbesondere § 11. 

*) Cantor l.c. § 9. 
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der Zahl « zu. Denn wenn wir allgemein eine geschlossene Jordan’sche 
Curve A,B; construiren, so liegen die Punkte A;,,, A;,9, A; ae?* 5 
B, 4, Bis, Bi3,-++ wnd folglich auch der Verdichtungspunkt K inner- 
halb A,B, d. h. zwischen den Punkten A,, B,. Der unter Vermittlung 
von K entstehende Schnitt ist mithin kein anderer als derjenige, der die 
Zahl « bestimmt. 

Betrachten wir nun die Punkte auf der Peripherie eines gewéhn- 
lichen Zahlenkreises mit dem Radius 1 und ordnen einem dieser Punkte 
das Zeichen + co und den Punkt K,, zu, den iibrigen Punkten dagegen 
in stetiger Folge die simmtlichen reellen Zahlen und diesen wiederum 
die entsprechenden Punkte des wahren Kreises x, so gelangen wir zu 
folgendem Resultat: Die Punkte des wahren Kreises x lassen sich unter 
Erhaltung ihrer Anordnung umkehrbar eindeutig auf die Punkte der Peri- 
pherie eines gewihnlichen Zahlenkreises mit dem Radius 1 abbilden. 


§ 8. 

Um das in § 4 bezeichnete Ziel zu erreichen, bleibt nur noch die 
Stetigkeit der gewonnenen Abbildung d. h. die Liickenlosigkeit des wahren 
Kreises x zu zeigen iibrig. Zu dem Zwecke denken wir uns die Punkte 
des wahren Kreises x durch die Coordinaten x, y der Zahlenebene und 
andererseits die Punkte des Zahlenkreises mit dem Radius 1 durch den 
Bogen ¢ von einem bestimmten Anfangspunkte an bestimmt: dann haben 
wir zu beweisen, dass 2, y stetige Functionen von ¢ sind. 

Es seien nun ¢t,, 4, t;,--- irgend eine Reihe gegen ¢ convergirender 
entweder simmtlich wachsender oder saimmtlich abnehmender Werthe 
und K,, K,, K,,--- seien bez. die diesen Parameterwerthen zugeordneten 
Punkte des wahren Kreises x, wiahrend der Werth ¢ einem Punkte K 
auf x entsprechen mége. Es sei ferner-Q eine Verdichtungsstelle der 


Punkte K,, K,, K, ,---. Construiren wir allgemein eine geschlossene 
Jordan’sche Curve K,K, so liegen nothwendig die Punkte K,,,, K;,», 


K;,3,-*+ und folglich auch deren Verdichtungsstelle @ innerhalb KK 
d. h. es liegt auch der Punkt Q@ zwischen K; und K; demnach muss 
sich auch der zu Q gehérige Werth des Parameters ¢ allgemein zwischen 
t, und ¢ befinden. Der letztere Widerspruch list sich nur, wenn @Q und 
K zusammenfillt; mithin convergiren die Punkte K,, K,, K;,--- gegen 
den Punkt K. Damit ist die Stetigkeit der Function 2, y vom Para- 
meter ¢ villig bewiesen und es folgt eine 'Thatsache, die wir in § 4 als 
das erste wichtige Ziel unserer Entwickelung hingestellt haben, namlich 
der folgende Satz: 

Der wahre Kreis x ist in der Zahlenebene eine geschlossene Jordan’ sche Curve. 
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Wir wissen, dass die Punkte des wahren Kreises x siimmtlich zu den 
Punkten auf kk gehéren; es wird sich auch zeigen, dass diese siimmtlich 
auf x liegen, so dass der weitergehende Satz gilt: 

Der wahre Kreis x ist identisch mit den Punkten auf kk; die inner- 
halb x liegenden Punkte sind zugleich die Punkte innerhalb kk und die 
ausserhalb x liegenden Punkte sind zugleich die Punkte ausserhalb kk. 

Um diesén Satz zu erkennen, zeigen wir zuniichst, dass der Punkt 
M, der ,,Mittelpunkt“ des wahren Kreises x mit jedem Punkte J inner- 
halb x durch eine stetige Curve verbunden werden kann, ohne dass dabei 
der wahre Kreis x iiberschritten wird. 

In der That, ziehen wir durch J irgend eine gewéhnliche Gerade in 
der Zahlenebene, eine sogenannte ,,Zahlengerade“, so seien K, und Ky, die 
ersten Punkte dieser Zahlengeraden, die auf x liegen, nach den beiden 
Richtungen hin von J aus gerechnet. Da K, und K, auch Punkte auf 
kk sind, so kénnen sie mit M durch je eine Jordan’sche Curve MK, 
bez. MK, verbunden werden, die ganz innerhalb 4k verlaufen und daher 
gewiss nicht den wahren Kreis x iiberschreiten. Trifft eine dieser Jordan’- 
schen Curven das Geradenstiick K,K, etwa im Punkte B, so bildet das 
Curvenstiick MB mit dem Geradenstiick JB zusammen den gesuchten 
Verbindungsweg. Im entgegengesetzten Falle bilden MK, und MK, zu- 
sammen mit dem Geradenstiick K, K, eine geschlossene Jordan’sche Curve y. 
Da diese Curve y ganz innerhalb des Zahlenkreises f liegt, so lisst sich 
der ausserhalb des Zahlenkreises R gelegene Punkt A gewiss nicht mit 
einem Punkte innerhalb y verbinden, ohne dass dabei ein Punkt der Curve 
y tiberschritten wird. Die Curve y besteht nun aus Punkten innerhalb ‘ih, 
aus Punkten auf kk und aus Punkten innerhalb x. Da die letzteren Punkte 
von A aus nur durch Ueberschreitung eines Punktes auf x, der ebenfalls 
ein Punkt auf kk ist, erreicht werden kann, so liegt das ganze innerhalb y 
gelegene Gebiet nothwendig auch innerhalb kk. Verbinden wir also M 
mit J durch einen stetigen innerhalb y verlaufenden Weg, so iiber- 
schreitet dieser Weg den wahren Kreis x sicher nicht und ist mithin 
von der gewiinschten Art. 

Wir schliessen daraus zuniichst, dass M innerhalb x liegt, d. h. der 
Mittelpunkt M des wahren Kreises x liegt innerhalb desselben. 

Da ferner alle Punkte auf kk mit M durch eine Jordan’sche Curve 
verbunden werden kénnen, die ganz innerhalb kh verliuft und also x 
gewiss nicht trifft, so liegen alle Punkte auf k/ nothwendig auf x oder 
innerhalb x. Giibe es cinen Punkt P auf kk, der innerhalb x liegt, so 
kéunte der ausserhalb  gelegene Punkt A nicht mit Punkten in beliebiger 
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Nihe von P verbunden werden, ohne dass dabei ein Punkt von x itiber- 
schritten wird; da aber jeder Punkt von x zu den bedeckten gehirt, so 
kénnte P nicht ein Punkt auf kk sein; dies ist ein Widerspruch. Alle 
Punkte auf kk liegen also zugleich auf x, womit die obige Behauptung 
vollig erwiesen ist. 


$ 10. 


Das Punktgebilde kk ist in § 2 durch eine gewisse Construction aus 
dem Zahlenkreise k hervorgegangen. Da der Zahlenkreis k, wie in § 3 
gezeigt worden ist, mindestens einen Punkt auf kk enthilt und ganz auf 
oder imerhalb kk liegt und die Punkte auf kk nach § 9 nichts anderes als 
der wahre Kreis x sind, so haben wir in der obigen Construction zugleich 
ein Mittel, um aus dem Zahlenkreise k einen wahren Kreis x zu con- 
struiren, welcher eine geschlossene Jordan’sche Curve ist und den Zahlen- 
kreis k umschliesst, diesen von aussen beriihrend. 

Durch eine geringe Abiinderung des friiheren Verfahrens, niimlich 
durch eine Vertauschung der Rollen, die den Punkten innerhalb und 
ausserhalb i zugetheilt worden sind, kénnen wir aus dem Zahlenkreise i 
noch einen anderen wahren Kreis construiren: wir bezeichnen kurz diejenigen 
Punkte der Zahlenebene, die bei irgend einer Drehung um © aus Punkten 
ausserhalb oder auf k entstehen, als bedeckt; alle andern Punkte dagegen 
als wnbedeckt. Wenn nun ein unbedeckter Punkt sich durch eine Jordan’sche 
Curve, die aus lauter unbedeckten Punkten besteht, mit M verbinden 
liisst, so heisse dieser Punkt innerhalb kkk. Die Grenzpunkte dieser 
Punkte innerhalb kkk heissen Punkte auf kkk und alle iibrigen Punkte 
heissen ausserhalb kkk. Wir zeigen dann thnlich wie in § 3—$§ 9, dass 
die Punkte auf kkk einen wahren Kreis um M bilden, der eine ge- 
schlossene Jordan’sche Curve ist, den Mittelpunkt M umschliesst und inner- 
halb des Zahlenkreises k verliuft, diesen von innen beriihrend. 


§ 11. 


An Stelle des Zahlenkreises k kann man nun eine beliebige geschlossene 
innerhalb & verlaufende Jordan’sche Curve z wihlen, die den Punkt M im 
Innern enthalt: durch Anwendung der niimlichen Construction erhalten wir 
dann zu dieser Curve z sowohl einen bestimmten sie umschliessenden wahren 
Kreis um M, der eine geschlossene Jordan’sche Curve ist und 2 von aussen 
beriihrt, als auch einen bestimmten innerhalb z verlaufenden wahren Kreis 
um M, der eine geschlossene Jordan’sche Curve ist und z von innen beriihet. 

Wir bemerken noch, dass jeder solche aus einer Jordan’schen Curve 2 
construirte wahre Kreis auch aus einem Zahlenkreise erzeugt werden kann: 
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man braucht nur denjenigen Zahlenkreis zu wihlen, der innerhalb des vor- 
gelegten wahren Kreises ihn von innen beriihrend verliiuft bez. ihn von 
aussen beriihrend umschliesst; denn zwei wahre Kreise, die geschlossene 
Jordan’sche Curven sind und denselben Zahlenkreis sei es umschliessend, 
sei es ganz innerhalb verlaufend beriihren, miissten gewiss einen Punkt 
gemein haben und wiiren folglich itiberhaupt mit einander identisch. 


§ 12. 


Nunmehr kénnen wir ohne erhebliche Schwierigkeit die wichtige 
Thatsache beweisen, dass jeder durch irgend einen Punkt P innerhalb x 
bestimmte wahre Kreis um M ebenso wie die in § 11 construirten wahren 
Kreise eine geschlossene Jordan’sche Curve ist, die M im Innern enthiilt. 

Zum Beweise fassen wir einerseits alle wahren Kreise um J ins 
Auge, die geschlossene Jordan’sche Curven sind und P ausschliessen: sie 
mégen wahre Kreise erster Art heissen; und andrerseits alle diejenigen, 
die geschlossene Jordan’sche Curven sind und P einschliessen: sie mégen 
wahre Kreise zweiter Art heissen. 

Wir denken uns zuniichst aus jedem Zahlenkreise mit dem Mittel- 
punkt M den wmschliessenden wahren Kreis erzeugt und fassen dann die- 
jenigen Zahlenkreise ins Auge, aus denen wahre Kreise entspringen, die 
erster Art sind. Sodann suchen wir fiir diese Zahlenkreise den Grenz- 
kreis g, d. h. den kleinsten Zahlenkreis, der sie simmtlich enthilt. Alle 
Zahlenkreise, die kleiner als g sind, liefern dann wahre Kreise erster Art. 
Der aus dem Zahlenkreise g entspringende wahre Kreis » miisste, wenn er 
nicht durch P geht, diesen Punkt ebenfalls ausschliessen. Denn liige P inner- 
halb y, so ziehe man eine ganz innerhalb y verlaufende, die Punkte M und 
P umschliessende geschlossene Jordan’sche Curve und erzeuge aus dieser 
den wahren Kreis, der sie umschliesst. Dieser wahre Kreis liesse sich, 
da er ja gewiss in das Innere des Zahlenkreises g hineintritt, durch 
einen Zahlenkreis erzeugen, der kleiner als g ist; er umschliesst ferner 
den Punkt P, was nicht méglich ist. Da, wie erwihnt, alle wahren 
Kreise um M, die geschlossene Jordan’sche Curven sind, auch aus Zahlen- 
kreisen um M entspringen, so ist offenbar der aus g entspringende wahre 
Kreis ein soleher Kreis erster Art, welcher alle anderen wahren Kreise 
erster Art umschliesst. 

Indem wir andererseits aus jedem Zahlenkreise mit dem Mittelpunkt 
M denjenigen wahren Kreis erzeugt denken, der jenen Zahlenkreis aus- 
schliesst, beweisen wir auf ahnlichem Wege die Existenz eines wahren 


Kreises zweiter Art, welcher von allen anderen wahren Kreisen zweiter Art ~ 


umschlossen wird. 
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Wiirden nun die gefundenen wahren Grenzkreise beide nicht durch 
P gehen, so kénnte man eine Jordan’sche Curve in dem zwischen ihnen 
gelegenen ringférmigen Gebiete ziehen, welche sicher durch unser Verfahren 
einen wahren Kreis liefern wiirde, der weder von der ersten noch von der 
zweiten Art wiire; dies ist ein Widerspruch und damit haben wir die zu 
Anfang von § 12 aufgestellte Behauptung bewiesen. 


§ 13. 


Nachdem wir im Vorstehenden die wichtigsten Eigenschaften der 
wahren Kreise um M gefunden haben, die durch Punkte innerhalb x 
laufen, wenden wir uns nun zur Untersuchung der Gruppe aller Bewegungen, 
die bei den Drehungen der Ebene um M ein bestimmter wahrer Kreis in 
sich erfithrt. 

Es seien den Entwickelungen in § 8 gemiiss die Punkte des wahren 
Kreises x auf die Punkte ¢ der Peripherie eines Zahlenkreises mit dem 
Radius 1 unter Erhaltung ihrer Anordnung abgebildet: dann entspricht 
einer jeden Drehung A unserer Ebene um M eine bestimmte umkehrbar 
eindeutige stetige Transformation der Punkte ¢ des Einheitskreises in 
sich, da ja nach § 5 bei einer Drehung die Anordnung der Punkte auf 
dem wahren Kreise und daher mit Riicksicht auf § 7 auch die Anordnung 
der Parameterwerthe ¢ ungeindert bleibt. Diese Transformation lisst sich 
durch eine Formel von der Gestalt 

t’ = A(t) 
darstellen, wo A(t) eine stetige Function ist, die mit wachsendem ¢ 
entweder stets wichst oder stets abnimmt und die bei Vermehrung des 
Arguments ¢ um 2z2 sich ebenfalls um den Betrag 2a indert. 

Diejenigen Functionen A(#), die bei wachsendem Argument ¢ ab- 
nehmen, entsprechen Transformationen, die den Umlaufssinn auf dem 
wahren Kreise iindern, und da zufolge unserer Fassung des Begriffes der 
Bewegung bei einer Bewegung der Umlaufssinn stets derselbe bleiben soll, 
so ergiebt sich, dass die Function A(é) bei wachsendem Argument ¢ stets 
wachsen muss. 


§ 14. 


Wir fragen zuniichst, ob es in dieser Gruppe aller Drehungen um M 
eine Drehung geben kann, bei welcher ein Punkt A des wahren Kreises x 
ungeiindert bleibt. Es sei ¢=a der Parameterwerth fiir einen solchen 
Punkt A und dieser bleibe bei der eigentlichen Drehung A fest, die 
durch die Formel 


t’ = A(t) 
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dargestellt wird. Ferner sei B irgend ein Punkt des wahren Kreises mit 
dem Parameterwerth ¢ =, der bei der Drehung A seine Lage veriindere; © 
wir machen etwa die Annahme b <a, worin keine Einschriinkung liegt. 

Sowohl A(é) als auch die umgekehrte Function A-‘'(é) sind von der 
Art, dass sie bei zunehmendem Argument zunehmen. Wegen A(a) =a 
schliessen wir hieraus der Reihe nach, dass simmtliche Gréssen, die durch 
die symbolischen Potenzen 


A(b), AA(b) ai A*(b), A*(b), Sty A-*(b), A-*(b), 4-*(6), ead 
dargestellt werden, unterhalb a liegen. Nun bilden, falls A(b) > aus- 
fallt, die Gréssen 

A(b), A*(b), A*(b), ay 
eine Reihe bestiindig zunehmender Werthe; im Falle A(b) <b gilt das 
Gleiche von der Gréssenreihe 
A~*(b), A-*(b), A-®), ++ 

Aus diesen Thatsachen entnehmen wir, dass im ersteren Falle die 

directen Wiederholungen der Drehung A auf b angewandt, im letzteren 


‘die symbolischen Potenzen von A(b) mit negativen Exponenten sich einem 


Grenzwerth g nihern miissen, der zwischen a und b liegt oder mit a iiber- 
einstimmt. Entspricht der Grenzzahl g etwa der Punkt G auf dem wahren 
Kreise x, so bilden die Potenzen von A mit positiven bez. negativen Expo- 
nenten Bewegungen, so dass durch sie der Punkt B in beliebige Nahe von G 
iibergeht und zugleich durch sie Punkte in beliebiger Nahe von G in 
beliebiger Nihe von G bleiben. Nach Axiom III miisste es demnach eine 
Bewegung geben, welche B in G iiberfiihrt und zugleich G ungeiindert 
lisst; dies widerspriche dem Begriffe der Bewegung. Es ist demnach die 
Drehung &, welche den Punkt A festlisst, nothwendig eine solche, die alle 
Punkte des Kreises festlisst, d. h. fiir diesen Kreis die Identitit ist. 


§ 15. 
Aus der Definition des wahren Kreises leuchtet unmittelbar die folgende 
Thatsache ein: 
Es giebt stets eine Drehung um M, welche den gegebenen Punkt O des 
wahren Kreises in einen anderen gegebenen Punkt S desselben iiberfiihrt. 


§ 16. 


Wir leiten jetzt eine weitere Higenschaft fiir die Grappe der Be- 
wegungen eines wahren Kreises in sich ab. 

Ks seien O, S, 7, Z vier solche Punkte auf dem wah.ren Kreise x, dass 
diejenige Drehung um M, vermége welcher O in S ijhergeht, den Punkt 
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T nach Z bewegt, so dass die Lage von Z eindeutig durch die Punkte 
O, S, T mitbestimmt ist. Halten wir O fest und bewegen S und 7’ auf 
dem wahren Kreise, so erfolgt bei stetiger Aenderung von S und T auch 
die Aenderung von Z stetig. 

Um dies zu beweisen, wihlen wir eine unendliche Reihe von Punkten 
S,, S., Ss,--+, die gegen den Punkt S convergiren, und eine unendliche 
Reihe von Punkten 7,, 7,, T;,---, die gegen den Punkt. 7’ convergiren. 
Die Drehungen um MM, vermége deren O in S,, S,, S,;,--- tibergeht, be- 
zeichnen wir bez. mit A,, A,, A;,--- und die durch diese Drehungen bez. 
aus T,, T,, T;,--- entspringenden Punkte seien Z,, Z,, Z,,---; dann haben 
wir zu zeigen, dass die Punkte Z,, Z,, Z,,--- gegen Z convergiren. Es 
sei Z* eine Verdichtungsstelle der Punkte Z,, Z,, Z,,---. Nach Axiom III 
giebt es dann eine Drehung um M, vermége deren O in S und zugleich 
T in Z* iibergeht. Hierdurch erweist sich aber Z* als eindeutig bestimmt 
und mit Z identisch. 


§ 17. 


In § 14—§ 16 haben wir erkannt, dass die Gruppe aller Drehungen 
eines wahren Kreises x in sich die folgenden EKigenschaften besitzt: 

1. Es giebt ausser der Identitiit keine Drehung um WM, welche einen 
Punkt des wahren Kreises festlisst. 

2. Wenn O, S irgend zwei beliebige Punkte des wahren Kreises sind, 
so giebt es gewiss eine Drehung um M, welche O und § iiberfiihrt. 

3. Bei einer Drehung um M, die O nach S bewegt, gehe zugleich 
T in Z iiber; der somit durch O, S, T eindeutig bestimmte Punkt Z 
erfaihrt auf x eine stetige Aenderung, wenn S und 7 auf x stetig ihre 
Lage andern. 

Diese drei Eigenschaften bestimmen vollstindig den Bau der Gruppe 
der Transformationen A(¢), die den Bewegungen des wahren Kreises in 
sich entsprechen. Wir stellen namlich den. folgenden Satz auf: 

Die Gruppe aller Bewegungen des wahren Kreises in sich, die Drehungen 
um M sind, ist holoedrisch-isomorph mit der Gruppe der gewdhnlichen 
Drehungen des Zahlenkreises um M in sich. 


§ 18. 


Wenn wir uns diejenige Drehung um M, die den Punkt O des wahren 
Kreises mit dem Parameterwerth 0 in den Punkt S mit dem Parameter- 
werth s iiberfiihrt, durch die Transformationsformel 


t’ = A(t, s) 


dargestellt denken, wobei wir den Functionswerth A(0,0)=0 nehmen, so 
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erkennen wir auf Grund der gefundenen Eigenschaften der Drehungs- 
gruppe, dass die Function A(t, s) eindeutig und stetig fiir alle Werthe 
der beiden Veriinderlichen ¢, s ist. Auch folgt, da s bis auf Vielfache 
von 2z eindeutig durch zwei zusammengehérige Werte ¢ und ¢’ bestimmt 
ist, dass die Function A(¢,s) bei constantem ¢ mit wachsendem s nur ent- 
weder bestiindig wichst oder abnimmt, und da sie fiir ¢=0 in s iibergeht, 
so tritt nothwendig der erstere Fall ein. Nun ist 


At, )>AO,), A0,)=t (>) 


A(2a, s) = 2a + A(O, s)=2a4+4+8 


und wegen 


folgt 
A(2a, 2x) = 42. 


Mithin hat die Function A(é, 4) (> ¢) der einen Verianderlichen ¢ die Eigen- 
schaft, bestiindig von 0 bis 4a zu wachsen, wihrend das Argument ¢ 
von 0 bis 2a wiichst. Aus diesem Umstande schliessen wir sofort folgende 
Thatsache: 

Wenn irgend eine positive Zahl ¢’< 2z vorgelegt ist, so giebt es 
stets eine und nur eine positive Zahl ¢, so dass 


A(t, t)=t 


wird; es ist ¢< ¢’. Der Parameterwerth ¢ liefert een Punkt des wahren 
Kreises von der Art, dass bei einer gewissen Drehung um M der Punkt 
¢=0 sich nach ¢ und zugleich der Punkt ¢ nach ¢’ bewegt. 

Wir bezeichnen nun denjenigen Werth von ¢, fiir welchen 


A(t, t) = 2a 
wird, mit » (5) , denjenigen, fiir welchen 
“42 
A(t, ) = 9(5) 


); denjenigen, fiir welchen 


A(t, t) — (5) 


, ' 1 , , 
wird, mit 9 (53) -++; ferner setzen wir allgemein 


q 1 1 
a (o(2).0(8)) -9C#) 
wo 2a eine gerade ganze Zahl bedeutet, und ferner setzen wir 


9(0)=0, 9(1)=22. 


Damit ist die Function fiir alle rationalen Argumente, deren Nenner 
eine Potenz von 2 ist, widerspruchslos definirt. 


1 


wird, mit (52 
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Ist nun 6 ein beliebiges positives Argument <1, so entwickeln wir 
6 in einen Dualbruch von der Form 


6= 24+ 34+34--, 
WO 2,, 2, 2, lauter Ziffern 0, 1 bedeuten. Da die Zahlen der Reihe 
2 2 z, 2, Ly £, 
9 (2), 9 (3 + 3), 9 (2 + 22 sg 3), . 


gewiss niemals abnehmen und simmtlich < (1) bleiben, so nihern sie 
sich einem Grenzwerth; diesen bezeichnen wir mit g(e). Die Function 
(6) ist eine Function, die mit wachsendem Argument stets wichst; wir 
wollen beweisen, dass sie auch stetig ist. In der That wiire sie an einer Stelle 





_ & 2, 8, a, a, +1 
Gestatea te L SaHL gn , 
n=O w= r=@ - 
a ” 2 z 
ange. | “2 owe in 
( = +e" T on 


nicht stetig, so miissten die beiden Grenzwerthe 


1 
Lo(%) oi o(**%) 


von einander verschieden ausfallen und mithin die unendliche Reihe von 
Punkten, die den Parametern 


t=9(3), t= 9(3). = 0(),-- 


entsprechen, gegen einen anderen Punkt convergiren als die unendliche 
Reihe von Punkten, die den Parametern 


t=o(“F°), t=9(*Z"), t=o(%F"),--- 


entsprechen. Nun fiihrt dieselbe Drehurig, vermége deren der Punkt 


‘a t+ 
t=@ (=) in den Punkt ¢ = » ( a ) iibergeht, auch zugleich den Punkt 


$= (5) in den Punkt ¢ = ° (4-1) iiber, und da die Zahlen 9(5)> 


»( 3)» @ (5s) ,°++ bestiindig abnehmen und die diesen Parameterwerthen 
entsprechenden Punkte daher jedenfalls gegen eine gewisse Stelle A con- 
vergiren miissen, so convergiren mit Riicksicht auf Axiom III einer oft 
angewandten Schlussweise zufolge auch die vorhin genannten unendlichen 
Reihen von Punkten beide gegen denselben Punkt. 

Die Function p(c) gestattet, da sie stets wiichst und stetig ist, auch 
eine eindeutige und stetige Umkehrung. 
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Die Drehung um WM, durch welche der Punkt ¢=0 in den 


b 
Punkt t= @) iibergeht, fiihrt zugleich den Punkt t= (=) in 


i= °(, — 43 ” :) iiber, unter b,, irgend eine ganze Zahl verstanden. Da fiir 


n = co die Werthe » (3 ) gegen g(o) und zugleich die Zahlen p (<2 4 = 


on 
yi 


pe 


gegen (= — + °) convergiren, so giebt es nach Axiom III eine Drehung, 
b 
welche den Punkt t=O nach t= (6) und zugleich den Punkt t= (=) 


/b 
nach t= g(— + en bewegt, d. h. es ist 


in 
A Om » (2 
gm ? 9 (6) 3” + 6 
und, da 6 eine stetige Function ist, so folgt hieraus allgemein fiir beliebige 
Parameterwerthe 1, 6 
A(H@), PO) = P(t +4). 
Damit ist bewiesen, dass, wenn wir in der Transformationsformel 
t’ = A(t, s) 
mittelst einer gewissen umkehrbar eindeutigen Function m an Stelle von 
t, t’, s neue Parameter tr, t’, 6 gemiiss 
t=9(r), #=g(r'), s=9(9) 
einfiihren, sich die Drehung in den neuen Parametern durch die Formel 
v=t+6 


ausdriickt. Dieser Satz lehrt die Richtigkeit der in § 17 aufgestellten 
Behauptung. 

Wir setzen noch an Stelle des Parameters 6 den Parameter = 226, 
und nennen diesen Parameterwerth den Winkel oder die Bogenlinge 
zwischen den Punkten O (6 =0) und S (d. h. 6) auf dem wahren Kreise x; 
die Drehung, bei welcher der Punkt O (6 =0) in den Punkt S (d. h. 6) iiber- 
geht, heisse eine Drehung A[a| des wahren Kreises in sich wm den Winkel o. 


§ 19. 


Durch diesen Beweis des Satzes in § 17 haben wir die Untersuchung 
der Drehungen eines einzelnen wahren Kreises in sich beendet und wenden 
uns nun zu den EKigenschaften der Gruppe der Transformationen aller Punkte 
bei den Drehungen der Ebene um den festen Punkt M. 
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Zum Zweck dieser Untersuchung beweisen wir der Reihe nach 
folgende Sitze: 

Es sei von einem wahren Kreise x wm M bekannt, dass er eine ge- 
schlossene Jordan’sche Curve ist, in deren Innerem M liegt: dann giebt es 
ausser der Identitiét keine Drehung der Ebene wm M, welche jeden Punkt 
des wahren Kreises x festliisst. 

Zum Beweise bezeichnen wir eine Drehung um M, die jeden Punkt 
auf x festliisst, mit K und nehmen dann erstens im Gegensatz zur Be- 
hauptung an, es giibe auf x einen Punkt <A, in dessen beliebiger Niihe 
Punkte liegen, die ihre Lage bei einer Drehung K veriindern. Um A 
schlagen wir, was nach § 12 gewiss méglich ist, einen wahren Kreis «, 
der durch einen gegeniiber K veriinderlichen Punkt gehe. Es sei B ein 
Schnittpunkt dieses Kreises mit x; dann charakterisirt sich die Bewegung 
K zugleich als eine Drehung des Kreises « in sich, bei der B festbleibt. 
Bei einer solchen Drehung bleiben aber nach § 14 alle Punkte auf a fest, 
was nicht der Fall ist; unsere erstere Annahme erweist sich demnach als 
unzulassig. 

Wir construiren nunmehr ein System von geschlossenen Jordan’schen 
Curven um WM, zu denen x gehért und von denen jede die andere ent- 
weder ganz ein- oder ganz umschliesst, so dass durch jeden Punkt der 
Zahlenebene eine und nur eine Curve des Systems hindurchgeht. Dann 
nehmen wir zweifens im Gegensatz zur obigen Behauptung an, es sei 4 
eine Curve dieses Systems innerhalb x bez. ausserhalb x, so dass alle 
Punkte in dem ringférmigen Gebiete zwischen x und 4 bei jeder Drehung 
K festbleiben, wihrend in beliebiger Nahe der Curve 4 solche Punkte vor- 
handen sind, die nicht bei jeder Drehung K festbleiben. 

Es sei A ein Punkt auf 4, in dessen beliebiger Nahe bei K bewegliche 
Punkte liegen; dann schlagen wir um A einen wahren Kreis, der durch 
einen dieser beweglichen Punkte liuft. Da dieser Kreis bei geniigender 
Kleinheit jedenfalls durch einen Theil des ringférmigen bei den Be- 
wegungen K festbleibenden Gebietes hindurchliuft, so charakterisirt sich 
die Bewegung K zugleich als eine Drehung des Kreises « in sich, bei 
welcher unendlich viele Punkte von « festbleiben. Bei K miissten daher 
nach § 14 alle Punkte von a festbleiben, was nicht der Fall ist. Damit 
ist gezeigt, dass bei den Drehungen K alle Punkte der Ebene festbleiben. 


§ 20. 


Wir stellen nun folgende wichtige Behauptungen auf: 
Jeder wahre Kreis ist eine geschlossene Jordan’sche Curve: das System aller 
wahren Kreise um irgend einen Punkt M erfiillt liickenlos unsere Ebene, so dass 
jeder wahre Kreis wm M jeden anderen solchen Kreis ein- oder wmschliesst. 
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Die stimmtlichen Drehungen A[@| unserer Ebene um M werden durch 
Transformationsformeln von der Gestalt 


a’ = f(x,y; @), 
y’ =g(«, y; @) 


ausgedriickt; darin bedeuten x, y bez. x’, y’ die Coordinaten in der Zahlen- 
ebene und f, g eindeutige stetige Functionen in den drei Veriinderlichen 
x, y,@. Ferner haben fiir jeden Punkt x,y die Functionen f,q hinsichtlich des 
Argumentes o die Zahl 2x zur kleinsten simultanen Periode, d. h. man 
erhalt jeden Punkt des wahren Kreises durch den Punkt (a, y) je einmal 
und nur einmal, wenn man @ die Werthe von 0 bis 2x durchlaufen liisst. 
Endlich gilt fiir die Zusammensetzung zweier Drehungen um die Winkel @, o' 
die Formel 
A[o@] Alo] = A[@+ a’). 


§ 21. 

Zum Beweise der aufgestellten Behauptungen construiren wir irgend 
einen wahren Kreis x um M, der eine geschlossene Jordan’sche Curve ist, 
und betrachtey zuniichst die Drehungen dieses wahren Kreises x in sich. 
Nach § 18 fiihren wir den Winkel @ ein, so dass durch die Angabe eines 
Werthes von w zwischen 0 und 27 eine Bewegung des wahren Kreises x 
in sich eindeutig bestimmt ist. Nun entspricht aber einer jeden Drehung 
des wahren Kreises in sich nur eine bestimmte Drehung der Ebene um M, 
da ja nach § 19 bei Festhaltung aller Punkte auf x iiberhaupt alle Punkte 
der Ebene festbleiben. Daraus folgt, dass in den in § 20 aufgestellten 
Formeln fiir die Drehung der Ebene um M die Functionen f, g fir alle 
2, y, @ eindeutige Functionen sind, die hinsichtlich @ die Periode 2z besitzen. 

Wir beweisen nun, dass f, g stetige Functionen in x, y, @ sind. Zu 
dem Zwecke sei O irgend ein Punkt auf x, ferner @,, @,, @;,--- eine 
unendliche Reihe von Werthen, die gegen einen bestimmten Werth @ 
convergiren, und 7,, 7,, 7;,--- eine unendliche Reihe von Punkten 
unserer Ebene, die gegen irgend einen Punkt 7 convergiren. Diejenigen 
Punkte, die aus O bez. bei Anwendung der Drehungen um den Winkel 
@,, @,, @,,-++ hervorgehen, bezeichnen wir mit S,, S,, S;,--- und die 
Punkte, die aus 7,, T,, T;,--- bez. bei den Drehungen @,, @,, @,,--- ent- 
stehen, mégen Z,, Z,, Z,,--- heissen. Endlich mégen die Punkte, die 
aus O bez. T durch eine Drehung um den Winkel w hervorgehen, bez. 
mit S, Z bezeichnet werden. Es kommt darauf an zu zeigen, dass die 
Punkte Z,, Z,, Z,,--- gegen Z convergiren. 

Da die Punkte 7,, 7,, 7;,--- gegen 7 convergiren, s» kénnen wir 
ein Jordan’sches Gebiet G bestimmen, in dessen Innerem di. siimmtlichen 
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Punkte M, T, T,, T,, T;,--- liegen. Auf dieses Jordan’sche Gebiet wenden 
wir dann diejenige Drehung um M an, welche O nach S bewegt. Das 
so aus G entstehende Jordan’sche Gebiet heisse H; dasselbe enthilt gewiss 
die Punkte M und Z. Endlich construiren wir eine geschlossene Jordan’sche 
Curve «, die das Gebiet H ganz umschliesst, ohne H zu beriihren. 

Wir wollen nun beweisen, dass von den Punkten Z,, Z,, Z,,--- gewiss 
nur eine endliche Anzahl ausserhalb der Curve «@ liegen. In der That, 
wiirden unendlichviele von ihnen, etwa die Punkte Z,, Z,, Z,,,--- ausser- 
halb « liegen, so denke man sich allgemein M mit 7, 7 durch eine 


Jordan’sche innerhalb G verlaufende Curve y, verbunden und dann mit y, 
die Drehung um den Winkel 0; ausgefiihrt. Die so entstehende Curve 


verbindet M mit Z, und schneidet folglich die Curve « gewiss in einem 


Punkte, etwa B,; es sei A, der Punkt auf y,, der bei der Drehung um 
den Winkel 0, in B, iibergeht. Da die Punkte A,, A,, A;,--- siimmtlich 


innerhalb G und die Punkte B,, B,, B,,--- simmtlich auf @ bleiben, so 
giebt es gewiss eine unendliche Reihe von Indices h,, h,,h,,--- von der 
Art, dass A,, A,, A,,--- gegen einen Punkt A innerhalb G oder auf 
der Grenze von G und zugleich B,, B,, B,,--- gegen einen Punkt B 
auf « convergiren. Nun wissen wir, dass die Punkte S,, S,, S8,,--- gegen 
S convergiren; mit Riicksicht auf Axiom III miisste es demnach eine 
Drehung um M geben, die O nach S und zugleich A nach B bewegt; 
dies ist aber nicht méglich. Denn bei dieser Drehung miisste A in einen 
Punkt innerhalb H oder auf der Grenze von H iibergehen; dagegen ist B 
ein Punkt auf der Curve «, die das Gebiet H umschliesst, ohne H zu beriihren. 

Damit haben wir erkannt, dass das Punktsystem Z,, Z,, Z,,--- ganz 
innerhalb eines gewissen Jordan’schen Gebietes liegen muss. 

Es sei nun Z* eine Verdichtungsstelle der Punkte Z,, Z,, Z,---. 
Da die Punkte S,, S,, S,,--- gegen S convergiren, so giebt es nach 
Axiom III eine Drehung um M, bei welcher O in S und zugleich 7 in Z* 
tibergeht. Da aber bei derjenigen Drehung um M, welche O in S iiber- 
‘fiihrt, T in Z iibergehen sollte, so folgt wegen der vorhin bewiesenen 
Eindeutigkeit der Functionen f, gy nothwendig Z* = Z, d. h. die Punkte 
Z,, Z,, Z,, +++ verdichten sich nur an einer Stelle, nimlich an der Stelle Z. 
Damit ist die Stetigkeit der Functionen f/f, g in 2, y, @ bewiesen. 

Wir setzen jetzt in f, g fiir x, y die Coordinaten irgend eines Punktes 
P unserer Ebene ein, der innerhalb oder ausserhalb des Kreises x liegt. Die 
dann entstehenden Functionen f(@), y(@) in der Veriinderlichen @ allein 
diirfen nicht beliebig kleine simultane Perioden haben. Denn da sie stetige 
Functionen von @ sind, so wiiren sie in diesem Falle Constante; dann 
aber wiirde der Punkt P bei allen Drehungen der Ebene um J festbleiben, 
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was Axiom II widerspriiche. Die kleinste simultane Periode jener beiden 


: ° 2x. . 
Functionen /(@), g(@) muss demnach von der Form ~~ sein, wo m eine 


ganze positive Zahl bedeutet. Hieraus folgt, dass der durch P gehende 
wahre Kreis erhalten wird, wenn man in den Formeln 


a=f(o), y=g(o) 
den Werth w von 0 bis <= laufen lisst. Diese Curve ist geschlossen und 


ohne Doppelpunkte; sie stellt daher den durch P gehenden wahren 
Kreis um JM dar. Wenden wir nunmehr auf die Ebene eine Drehung um 


den Winkel =m an, so bleiben dabei alle Punkte dieses durch P gelegten 


wahren Kreises fest, und daher miissten nach § 19 alle Punkte der Ebene 
fest bleiben; die Punkte auf dem wahren Kreise x bleiben aber bei jener 
Drehung nur fest, wenn » = 1 ist, und damit haben wir die Aussagen des 
in § 20 aufgestellten Satzes in allen Theilen bewiesen. 


§ 22. 

Wir erkennen jetzt leicht auch die Richtigkeit der folgenden That- 
sachen: 

Wenn irgend zwei Punkte bei einer Bewegung der Ebene festbleiben, 
so bleiben alle Punkte fest, d. h. die Bewegung ist die Identitit. 

Jeder Punkt der Ebene liisst sich durch eine Bewegung gewiss in jeden 
anderen Punkt der Ebene iiberfiihren. 

Die erstere Thatsache folgt sofort mit Riicksicht auf den Satz in 
§ 20; die letztere, wenn wir um jeden der Punkte den wahren Kreis durch 
den anderen legen, wobei diese Kreise sich nothwendig treffen miissen. 


§ 23. 


Unser wichtigstes weiteres Ziel besteht darin, den Begriff der wahren 
Geraden in unserer Geometrie einzufiihren und die fiir den Aufbau der Geo- 
metrie nothwendigen Eigenschaften dieses Begriffes zu entwickeln. 

Zu dem Zwecke setzen wir zuniichst folgende Benennungen fest: 
Wenn A, B und A’, B’ zwei Punktepaare von der Art sind, dass sich 
vermige einer Bewegung A in A’ und zugleich B in B’ iiberfiihren lisst, 
so sagen wir, die (wahre) Strecke AB sei congruent (in Zeichen =) der 
(wahren) Strecke A’ B’. Ferner nennen wir zwei wahre Kreise congruent, 
wenn es eine Bewegung giebt, welche ihre Mittelpunkte und zugleich 
sie selbst ineinander iiberfiihrt. 

Unter einer Halbdrehung H um einen Punkt M verstehen wir 
eine Drehung um den Winkel w d. h. eine Drehung, die noch einmal 
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ausgefiihrt die Identitét ergiebt. Wenn A, B, C drei Punkte sind, so 
dass A bei einer Halbdrehung um B in C und demnach auch zugleich C 
bei dieser Halbdrehung in A iibergeht, so heisse B die Mitte der Strecke AC. 

Wenn C ein Punkt innerhalb bez. ausserhalb des um A durch B 
geschlagenen wahren Kreises ist, so nennen wir die Strecke AC kleiner 
bez. grésser als die Strecke AB. Um in analoger Weise die Begriffe 
»kleiner“ und ,grésser“ fiir beliebige Strecken bez. fiir beliebige Kreise 
za definiren, fiihre man Bewegungen aus, vermége welcher die An- 
fangspunkte der Strecken bez. die Mittelpunkte der Kreise in den niim- 
lichen Punkt fallen. 


§ 24. 


Eine wahre Strecke AC hat héchstens eine Mitte; giibe es niimlich 
fiir AC zwei Mitten und bezeichnen wir die Halbdrehungen um diese 
Mitten mit H, und H,, so wiirde die zusammengesetzte Substitution 
H,H,~' eime Bewegung darstellen, welche jeden der Punkte A und C 
festliesse, und somit entnehmen wir nach § 22 symbolisch 


HH'=1 dh H=-Q,; 
mithin stimmen auch die Mitten selbst iiberein. Insbesondere folgern wir 
hieraus die weitere Thatsache: 


Wenn zwei Strecken einander congruent sind, so sind auch ihre 
Halften einander congruent. 


§ 25. 


Fiir die weiteren Entwicklungen brauchen wir folgenden Hilfssatz: 

Es mégen die Punkte A,, A,, A;,--- gegen den Punkt A und die 
Punkte M,, M,, M,,--- gegen den Punkt M convergiren; wenn dann 
allgemein bei Ausfiihrung der Halbdrehung um MM, der Punkt A; in B, 
iibergeht, so convergiren die Punkte B,, B,, B,,--- ebenfalls und zwar 
gegen denjenigen Punkt B, der durch die Halbdrehung um M aus A 
entsteht. 

Zuniichst liisst sich gewiss ein Jordan’sches Gebiet finden, innerhalb 
dessen das Punktsystem B,, B,, B,,--- gelegen ist. Davon itiberzeugen 
wir uns durch das nimliche Schlussverfahren, welches in § 21 auf das 
Punktsystem Z,, Z,, Z,,--- angewandt worden ist. 

Wir bezeichnen nun mit B* eine Verdichtungsstelle der Punkte 
B,, B,, Bs,---. Auf Grand des Axioms III muss es dann eine Bewegung 
geben, welche die Punkte .A, M, B* bez. in die Punkte B*, M, A tiber- 
fiihrt; d. h. B* geht aus A durch die Halbdrehung um M hervor. Da 
aber auch B aus A durch die Halbdrehong um WM hervorgeht, so 
folgt B* — B und damit ist der gewiinschte Nachweis erbracht. 
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§ 26. 


Es sei M die Mitte einer gewissen Strecke AB; dann wollen wir 
zeigen, dass jede Strecke AC, die kleiner als AB ist, ebenfalls eine Mitte N 
besttat. 

Zu dem Zwecke ziehen wir irgend eine stetige Curve y von A bis M 
und suchen zu jedem Punkte M’ dieser Curve y den Punkt B’, so dass 
M’ die Mitte von AB’ wird; dann ist der Ort der Punkte B’, wie wir 
aus dem in § 25 bewiesenen Hilfssatze schliessen, eine stetige Curve »’. 
Diese Curve y’ miindet gewiss in A, wenn der Punkt M’ auf der Curve y 
nach A hin liuft. Denn im anderen Falle nehmen wir an, es sei M,, M,, Mg... 
eine unendliche Reihe von Punkten auf y, die gegen A convergiren, und 
B,, B,, B,,... die entsprechenden Punkte auf der Curve »’. Wiirden nun 
B,, B,, B,,... eme von A verschiedene Verdichtungsstelle A* besitzen, so 
entnehmen wir daraus, dass es eine Bewegung giebt, welche gewisse 
Punkte in beliebiger Nahe von A in beliebiger Nihe von A lasst und 
zugleich den Punkt A in beliebige Nihe von A* bringt. Dann miisste 
also auf Grund des Axioms III bei einer gewissen Bewegung A fest 
bleiben und zugleich in A* iibergehen, was unméglich ist. 

Da nun unserer Annahme zufolge AC kleiner als AB ist, so muss 
der um A durch C geschlagene wahre Kreis die A mit B verbindende 
stetige Curve y’ in irgend einem Punkte DB’ treffen. Der diesem Punkte 
entsprechende Punkt M’ ayf y ist die Mitte der wahren Strecke ABD’ 
und da AC = AB’ ist, so findet man durch eine geeignete Drehung um 
A aus M’ auch die gesuchte Mitte N von AC. 

Da die Strecke AC durch die Halbdrehung um ihre Mitte N in 
die Strecke CA iibergeht, so folgt aus unserem eben bewiesenen Satze: 

Die Strecke AC ist stets der Strecke CA congruent — vorausgesetzt, 
dass die Strecke AC kleiner als die bestimmte am Anfange dieses § 26 zu 
Grunde gelegte Strecke AB ist. 

Zugleich erkennen wir, dass, wenn die Punkte C,, C,, C;,--- gegen 
den Punkt A convergiren, stets auch die Mitten N,, N,, N;,--- der 
Strecken bez. AC,, AC,, AC,,--- gegen A convergiren. 


§ 27. 


Fiir unsere weiteren Entwickelungen haben wir einige Siitze iiber 
sich beriihrende wahre Kreise néthig und zwar kommt es vor Allem darauf 
an, zwei zu einander congruente Kreise zu construiren, die sich einander 
von aussen in einem und nur in einem Punkte beriihren. 

Zu dem Zwecke wihlen wir einen Kreis x’ so klein, dass innerhalb 
desselben keine Strecke liegt, die der bestimmten in § 26 zu Grunde 
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gelegten Strecke AB congruent wird; der Satz in § 20 zeigt, dass dies 
gewiss méglich ist, da sich sonst die Punkte A und B gleichzeitig beliebig 
nahe an M bewegen liessen. Sodann sei x ein innerhalb x’ liegender Kreis 
um denselben Mittelpunkt wie x’. Wir nehmen nun auf dem Kreise x irgend 


zwei Punkte an und 


OY ee schlagen um diese zu 
Fn ed einander congruente 
Fal | ta a4 Kreise « und £ so 
/ 4 “/ \ klein, dass irgend 
/ / Sais siete 2 zwei Punkte auf x, 
/ | Ay ra ee die innerhalb «liegen, 
| ps f / iat sy niemals von irgend 
/ gil / a zwei Punkten auf x, 
alee | eC) die innerhalb fliegen, 
* B le im Sinne der Anord- 
\ Y °7 nung der Punkte auf 
\ \ ae & Z, / x getrennt liegen 
ida oS ) batt kénnen. Ausserdem 
seien die Kreise a, B 
ie Pal so klein gewahlt, dass 
es ae sie ganz innerhalb 

: a RE ae 
Mie a ll des Kreises x’ liegen. 


ee 


Dann nehme man 
einen Punkt P’ an, 
der innerhalb «@ und ausserhalb x liegt und einen Punkt F’ an, der inner- 
halb 6 und innerhalb x liegt, und schlage dann um P’ und R’ wm 
einander congruente Kreise a’ bez. 0’ so klein, dass 2 ganz innerhalb « 
und ausserhalb x und ferner @’ ganz innerhalb 8 und innerhalb ~ fiillt. 
Nun fiihre man eine Drehung um den Mittelpunkt von « aus, so dass der 
Kreis 2’ in einen Kreis x” iibergeht, der den Kreis x von aussen beriihrt: 
die Berihrungspunkte bilden ein Punktsystem, welches mit S bezeichnet 
werden mége. Sodann fiihre man eine Drehung um den Mittelpunkt von p 
aus, so dass der Kreis g’ in einen Kreis @ iibergeht, der den Kreis x 
von innen beriihrt. Die Beriihrungspunkte bilden ein Punktsystem, welches 
mit 7 bezeichnet werden mége. 

Da wegen der Wahl der Kreise «, 6 keine zwei Punkte des Systems 
S durch ein Punktepaar des Systems 7’ auf x getrennt werden, so ist es 
gewiss méglich, durch eine Drehung der Ebene um den Mittelpunkt des 
Kreises x einen der fiussersten Punkte von S auf x mit einem der iiussersten 
Punkte von 7 auf x derart zur Deckung zu bringen, dass die iibrigen 
Punkte von S in Punkte iibergehen, die von den Punkten des Systems 7’ 


Fig. 2. 
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durchweg verschieden sind. Bei dieser Drehung gelangt der Kreis 2” mit 
dem Kreise @ in Beriihrung in der Weise, dass der Punkt C, in dem das 
Zusammenfallen stattfindet, der einzige Beriihrungspunkt wird. Wir be- 
zeichnen den Kreis x” in seiner neuen Lage mit a und die Mittelpunkte 
von z und @ bez. mit P und R. 

Wir woilen nun beweisen, dass der Beriihrungspunkt C nothwendig 
die Mitte zwischen den beiden Mittelpunkten P, R ist. In der That 
wegen unserer Wahl von x’ ist die Strecke PR nothwendig kleiner als 
die bestimmte Strecke AB und besitzt daher nach § 26 gewiss eine Mitte; 
dieselbe heisse C*. Dann geht jeder der beiden Kreise 2, g durch eine 
Halbdrehung um C* in den andern iiber und daher wird aus jedem Punkte 
des einen Kreises ein Punkt des andern. Da der Punkt C beiden Kreisen 
a, @ gemeinsam ist, so muss er bei einer solchen Halbdrehung ebenfalls in 
einen den Kreisen x, 9 gemeinsamen Punkt iibergehen, er muss folglich 
bei dieser Halbdrehung ungeiindert bleiben und stimmt mithin nothwendig 
mit dem Punkte C* iiberein, um welchen die Halbdrehung ausgefiihrt wurde. 

Aus der eben bewiesenen Thatsache erkennen wir zugleich folgende 
Thatsache: 

Aus dem Kreise x entsteht durch Halbdrehung um den Punkt C auf x 
der Kreis 9, der x in C von aussen beriihrt; es giebt ausser @ keinen anderen 
Kreis, der mit dem Kreise x congruent ist und ihn im Punkte C und nur 
in diesem einen Punkte von aussen beriilut. 


§ 28. 
Ferner gilt der Satz: 
Wenn irgend ein Kreis « von dem Kreise x umschlossen und beriihrt 
wird, so findet diese Beriihrung nur in einem Punkte statt. 
Zum Beweise nehmen wir an, es seien 
Q, Q° zwei von einander verschiedene Be- 
rihrungspunkte der Kreise « und x. Dann 
fihren wir eine Halbdrehung um Q’ aus; 
durch diese geht x in einen Kreis 2’ iiber, 
der x nur im Punkte Q’ beriihrt, und ¢ geht 
in einen Kreis c’ tiber, der innerhalb 2’ und 
daher gewiss ganz ausserhalb a verliuft, 
beide Kreise 2, x’ nur in Q beriihrend. Fiihren 
wir jetzt diejenige Drehung um den Mittel- 
punkt des Kreises x aus, durch welche Q 
in Q' iibergeht, so entsteht aus « ein Kreis v”, 
welcher ganz innerhalb a und daher gewiss auch ausserhalb «’ liegt, diesen 
nur in Q’ beriihrend. Damit haben wir zwei Kreise 4,” die beide den 
21 
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congruenten Kreis ¢’ in Q’ und nur in diesem Punkte von aussen beriihren, 
und dieser Umstand widerspricht dem Satze in § 27. 

Die in § 27 und § 28 gefundenen Thatsachen bleiben giiltig, wenn 
wir statt 2, 9 kleinere Kreise nehmen. 


§ 29. 


Es sei P der Mittelpunkt des in § 27 construirten Kreises 2 und Q 
ein Punkt auf z, ferner sei O ein beliebiger Punkt. Dann kénnen wir 
unter Heranziehung der Bemerkung am Schluss von § 26 und wie in § 27, 
auf Grund des Satzes in § 20 gewiss einen Punkt E in solcher Nahe von O 
angeben, dass innerhalb des Kreises 1, der um die Mitte M der Strecke 
OE durch O und E gelegt wird, keine zu PQ congruente Strecke existirt 
und das Gleiche auch fiir jeden Punkt E’ und den entsprechenden Kreis 
e’ gilt, wenn E’ noch niher als EF an dem Punkte O gelegen ist. 

Alsdann gilt der Satz: 

Der wm die Mitte M (bez. M’) von OF (bez. OE’) durch O gelegte Kreis 
t (bez. «’) wird von dem Kreise um O durch E (bez. E’) ganz umschlossen 
und nur in E (bez. E’) beriihrt. 

Zum Beweise construiren wir zuniichst denjenigen Kreis um O, der 
den Kreis « umschliesst und zugleich beriihrt. Dieser Kreis ist noth- 
wendig kleiner als der Kreis 2; denn im anderen Falle wiirde der um 0 
gelegte zu a congruente Kreis in’s Innere des Kreises « eintreten und 

dann miisste innerhalb « eine zu PQ congruente 

Strecke existiren, was nicht der Fall sein 

sollte. Nach dem in § 28 bewiesenen Satze 
* kann dieser Kreis @ mit « nur einen Beriihrungs- 

punkt haben; derselbe sei E,. Wire nun £, 
verschieden von E, so fiihre man um M&M die- 

jenige Drehung aus, durch welche E, nach O 

gelangt; bei dieser Drehung gelangt dann O in 

einen Punkt EF, des Kreises 1, der von EF, ver- 

schieden sein miisste. Da die Strecke OF, der 
Strecke E,O und also auch OF, congruent wird, so miisste F, ebenfalls 
ein Punkt des Kreises @ sein, dies wiederspriche dem Umstande, dass F, 
der einzige den Kreisen und s gemeinsame Punkt sein sollte; d. h. der 
Kreis  liuft durch E und damit ist unsere Behauptung bewiesen. 





Fig. 4. 


§ 30. 


Bei den folgenden Entwickelungen legen wir die zu Beginn des § 29 
construirte Strecke OF zu Grunde und ertheilen den Punkten O, EF die 
Zahlenwerthe 0 bez. 1; sodann construiren wir die Mitte von OF und 
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ertheilen dieser Mitte den Zahienwerth ., ferner ertheilen wir den Mitten 
der Strecken (0, 5) bez. (> 1) die Werthe + bez. > und dann den Mitten 


4 
der Strecke (0, +) bez. (+, 5), (> 4)» (+; 1) die Werthe + bez. 
3 


3? we) und so fort. Ferner fiihren wir mit der ganzen Strecke (0, 1) 
um den Punkt 0 eine Halbdrehung aus und ertheilen allgemein demjenigen 
Punkte, der aus dem zur Zahl a gehérigen Punkte hervorgeht, den Zahlen- 
werth —a; sodann fiihren wir um den Punkt 1 eine Halbdrehung aus und 
ertheilen allgemein demjenigen Punkte, der aus dem zur Zahl a gehérigen 
Punkte hervorgeht, den Zahlenwerth 2—a und so fort denken wir uns 
abwechselnd Halbdrehungen um O und um E ausgefiihrt und die neu 
entstehenden Punkte entsprechend benannt, bis schliesslich jede Zahl a 
einem bestimmten Punkte zugeordnet erscheint, wenn a eine rationale Zahl 
bedeutet, deren Nenner eine Potenz von 2 ist. 


§ 31. 

Wir erkennen fiir diese Zuordnung leicht folgendes Gesetz: 

Durch eine Halbdrehung um den zur Zahl a gehérigen Punkt geht 
jeder Punkt « in den Punkt 2a —z iiber. Wenn wir mithin erst eine 
Halbdrehung um den Punkt O=0 und dann eine solehe um den Punkt 
a ausfiihren, so wird jeder Punkt x in den Punkt x + 2a verwandelt. 


§ 32. 

Um die Punkte, denen Zahlen zugehéren, unter einander anzuordnen 
und die von ihnen begrenzten Strecken mit einander zu vergleichen, 
benutzen wir den in § 29 aufge- 
stellten Satz iiber sich beriihrende 
Kreise in folgender Weise: 

Der Kreis um den Punkt 0 


durch den Punkt = umschliesst 

ganz den Kreis um + durch = 

und da dieser die Kreise um - 
2 1 3 

durch 5“z und um - s durch 


+= = umschliesst, die letzteren 


‘ ‘ ‘ 1 
wiederum die Kreise um is durch 


=, 
16 «8 





3 d h-* 1 
’ um <6 ure "oe um Fig. 5. 
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a durch - = of , um a durch 5 Fe > u.s.f., so erkennen wir, dass die Strecke 
(0, +) grésser als alle Strecken (0, a) ist, wenn a eine positive rationale 
Zahl bedeutet, deren Nenner eine Potenz von 2 ist und deren Werth unter- 
halb > liegt. 


7 ‘ ‘ 1 — 1 
Ferner umschliesst der Kreis um 0 durch = den Kreis um = durch 


9° 


2 1 a . " . r : — 
how Der zweite umschlossene Kreis umschliesst seinerseits die Kreise 
4 


1 2 3 . , ‘ . ‘ 
um 55 durch is und um is durch 73? diese umschliessen wiederum die klei- 


‘ eS = ee. ' : 
neren Kreise um , u.s.f.; daraus erkennen wir, dass die Strecke 


32’ 32? 32? 39 
(0, x) grésser ist als alle Strecken (0, a), wenn a eine positive rationale 
Zahl bedeutet, deren Nenner eine Potenz von 2 ist und deren Werth 
1 ;- 
unterhalb =- liegt. 
Weiter betrachten wir den Kreis um 0 durch ; ; derselbe umschliesst 


le 1 2 1 - . . i ‘ 
den Kreis um 7 durch ua">s und dieser wiederum umschliesst die klei- 


neren Kreise um = durch r u. s. f; daraus erkennen wir, dass die Strecke 
(0, =) grésser als alle Strecken (0, a) ist, wenn a eine positive rationale 
Zahl bedeutet, deren Nenner eine Potenz von 2 ist und deren Werth 
unterhalb = liegt. Durch Fortsetzung dieses Schlussverfahrens finden wir 


das allgemeine Resultat: 
Ist a eine positive rationale Zahl, deren Nenner eine Potenz von 2 ist 


und deren Werth unterhalb = liegt, so ist die Strecke (0, a) stets kleiner 
als die Strecke (0, z) 


§ 33. 


Nunmehr sind wir im Stande, der Reihe nach folgende Hilfssitze 
zu beweisen: 


Die Punkte, die den Zahlen 
gegen den Punkt 0. 


% 2 & 3 J ° 

2? a? B? 167 entsprechen, converguren 
. “ ;, 1 

Denn im entgegengesetzten Falle miissten, da die Strecken (0, 3) 
.. 4 

9? 4? 


=~ 


0, 2 , (0, RS , (0, p) ,- +: bestindig kleiner werden, die Punkte 
4 8 16 
1 


> 7g?°** thre Verdichtungsstellen auf einem bestimmten wahren Kreise x 


oo] 
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‘ Ss £-§% ° ‘ 
um den Punkt0 haben. Es sei etwa gr gh? gn? '** ome Reihe von Punkten, 
a’ ¢ 


die gegen einen Punkt K auf x convergiren: dann mégen die Punkte 
1 1 1 
g% +1? om +1? gts +1? a 
im Punkte K* eine Verdichtungsstelle haben. Aus dem Satze in § 25 
geht hervor, dass dann K* die Mitte der Strecke OK sein miisste; dies 
widerspricht unter Hinzuziehung der am Schlusse von § 27 gefundenen 
Thatsache dem Umstande, dass K* ebenfalls auf dem Kreise x liegt. 


8 34. 


Es mégen a,, &, 3,+++ positive rationale Zahlen bedeuten, deren Nenner 
Potenzen von 2 sind. Wenn dann die unendliche Zahlenreihe a,, dy, ds, -- 
gegen 0 convergirt, so convergirt auch die diesen Zahlen entsprechende Punkt- 
rethe gegen den Punkt 0. 

Zum Beweise wihlen wir die ganzen Exponenten 1,, ”., 5, --- 
derart dass 





1 1 
yj <—, & <=, & <= 


= i git 
9” 9” 


2% 
2 


wird, und die Reihe = 1 1 


pM 7 9? gts? 
2 2 2 


ebenfalls gegen 0 convergirt. Da 
zufolge des Satzes in § 32 allgemein der Punkt a; innerhalb des Kreises 


e 


um 0 durch liegt und nach dem in § 33 bewiesenen Hilfssatze die 


1 1 1 
gm? ? 


auch die zu beweisende Behauptung. 


Kreise um 0 durch <a? ajo’ * gegen O convergiren, so folgt sofort 


§ 35. 
Endlich gilt der folgende Satz: 
Es seien a,, dg, a; --~- eine umendliche Reihe von rationalen Zahlen, 


deren Nenner Potenzen von 2 sind und die gegen irgend eine reelle Zahl a 
convergiren: dann convergiren die entsprechenden Punkte a,, dy, as, --- 
ebenfalls gegen einen bestimmten Punkt. 

Zum Beweise nehmen wir das Gegentheil an: es seien etwa V’ und V 
zwei von einander verschiedene Verdichtungsstellen der Punkte a,, a, d,--- 
und zwar mégen die Punkte a,,, dy, @y,,--+ gegen V’ und ay,,, dy, Ay., °** 
gegen V” convergiren. Nach den Bemerkungen in § 31 giebt es fiir 
jeden Punkt a, eine aus zwei Halbdrehungen zusammengesetzte Be- 
wegung, die allgemein den Punkt a, in den Punkt a, — a, und zugleich 


” 
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den Punkt a,, in den Punkt a,, — a, iiberfiihrt, und da sowohl die Zahlen- 
werthe a, — a, als auch die Zahlenwerthe a,,— a, mit wachsenden Indices 
beliebig nahe an 0 kommen, so erkennen wir mit Riicksicht auf den Satz 
in § 34, dass es Bewegungen giebt, die einen Punkt in beliebiger Nihe 
von V’ und zugleich einen Punkt in beliebiger Nahe von V” in beliebige 
Nahe des Punktes 0 bringen. Dies ist im Hinblick auf Axiom III einer 
oft angewandten Schlussweise zufolge nicht méglich. 


§ 36. 


Ertheilen wir nun dem Punkte, gegen den die Punkte a,, ay, a5,--- 
convergiren, den Zahlenwerth a, so ist damit iiberhaupt jedem reellen 
Zahlenwerthe ein bestimmter Punkt unserer Ebene zugeordnet; wir nennen 
das System aller dieser Punkte eine wahre Gerade, so dass also die wahre 
Gerade dasjenige System von Punkten ist, die aus den Punkten O, E ent- 
stehen, wenn man fortgesetzt die Mitten nimmt, Halbdrehungen ausfiihrt und 
die Hiiufungsstellen aller erhaltenen Punkte hinzufiigt. Stmmtliche durch Be- 
wegung aus dieser wahren Geraden entstehenden Punktsysteme sind wiederum 
wahre Gerade. Die Gerade zerfillt vom Punkte O aus in zwei Halbgerade. 


§ 37. 


Mit Benutzung des Hilfssatzes in § 25 erkennen wir leicht, dass bei 
der Halbdrehung um einen beliebigen Punkt a@ unserer wahren Geraden 
allgemein der Punkt « in den Punkt 2a—~w iibergeht; bei der Aus- 
fiihrung zweier Halbdrehungen um die Punkte 0 und a geht also all- 
gemein x in 2 + 2a tiber. 

Aus dem Satze in § 35 folgern wir leicht, dass auch dann, wenn 
,, My, d3,°-*- beliebige gegen a convergente Zahlen sind, die entsprechen- 
den Punkte @,, a a3,--- stets gegen den entsprechenden Punkt a con- 
vergiren; d. h. die wahre Gerade ist eine stetige Curve. 


§ 38. 


Versuchen wir die Annahme, dass es zwei Zahlenwerthe a und b gabe, 
die auf der wahren Geraden den naimlichen Punkt P der Ebene darstellen. 
Der Punkt * ; ist die Mitte der Strecke (a, b); derselbe miisste daher 
mit dem Punkte P iibereinstimmen. Das Gleiche miisste dann von den 








Mitten der Strecken (a, at") und (* > 4 b) d. h. den Punkten = 
und ote gelten. Indem wir fortgesetzt die Mitten nehmen, erkennen 


A,a+B,b 








wir, dass simmtliche Punkte , wo A,, B, positive ganze Zahlen 
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mit der Summe 2” bedeuten, mit P identisch sein miissten, und hieraus 
folgt nach § 37, dass tiberhaupt allen zwischen a und b gelegenen reellen 
Zahlen der nimliche Punkt P der Geraden entsprechen miisste. Dieser 
Widerspruch zeigt, dass die wahre Gerade keinen Doppelpunkt besitzt. Ebenso 
erkennen wir, dass die wahre Gerade nicht in sich selbst zuriicklaufen kann. 


§ 39. 


Zwei Gerade haben hichstens einen Punkt gemein. 

In der That, hiitten sie die zwei Punkte A und B gemein und ent- 
spriichen diesen Punkten auf der einen Graden die Zahlenwerthe a, b und 
auf der andern Geraden die Zahlenwerthe a’, b’, so miissten nach § 24 auch 


; . b f 4. UY ae " , . 
die Mitten a und “ +- mit einander iibereinstimmen. Indem wir fort- 


gesetzt wie in § 38 die Mitten nehmen, schliessen wir in ahnlicher Weise, 
dass simmtliche zwischen a und b bez. a’ und b’ gelegenen Punkte auf 
beiden Geraden und mithin diese Geraden selbst mit einander identisch sind. 


g 40. 


Unsere wahre Gerade schneidet jeden um einen ihrer Punkte, etwa um 
den Punkt 0 gelegten Kreis. 

In der That, bei der entgegengesetzten Annahme sind nur zwei Fille 
miglich: entweder es giebt einen bestimmten Kreis x um den Punkt 0, 
der von der wahren Geraden g noch getroffen wird, wiihrend die den 
Kreis x umschliessenden Kreise um 0 von g nicht mehr getroffen werden; 
oder es giebt einen bestimmten Kreis x, der von g nicht getroffen wird, 
wihrend alle innerhalb x verlaufenden Kreise um den Punkt 0 von g 
getroffen werden. 

Da die Gerade g ihrer Construction gemiiss iibcr jeden ihrer Punkte 
hinaus stets fortgesetzt werden kann und, wie in § 38 gezeigt worden ist, 
keinen Doppelpunkt besitzen darf, so miisste es im ersteren Falle gewiss 
einen innerhalb x verlaufenden Kreis um den Punkt 0 geben, den sie auf 
derselben Seite von 0 an zwei Stellen A, B trife. Fiihrt man nun eine 
Drehung um den Punkt 0 aus, durch welche A in B iibergeht, so wiirde 
dabei unsere Gerade g in eine andere iibergehen, welche g ausser in 0 noch 
in B schnitte; dies ist dem in § 39 bewiesenen Satze zufolge unméglich. 

Im zweiten Falle bezeichne K einen Punkt des Kreises x, in dessen 
beliebige Nahe die wahre Gerade g gelangt. Man schlage dann um K 
einen wahren Kreis x*, der kleiner als x ist und g etwa im Punkte M 
treffe. Sodann schlage man um M einen Kreis x, der grésser als 2* und 
kleiner als x ist. Dieser Kreis a enthilt, da er grésser als 2* ist, den 
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Punkt K im Inneren und da er kleiner als x ist, so ergiebt unsere An- 


nahme in Verbindung mit dem vorhin Bewiesenen, dass die durch M gel 
gehende Gerade g stetig innerhalb 2 verliuft, nach der einen oder anderen Sel 
Richtung hin verlingert je durch einen Punkt auf a aus dem Kreise x Cor 


heraustritt und dann nicht mehr in den Kreis 2 zuriickliuft. Da die 
Gerade g andererseits dem innerhalb a gelegenen Punkte K beliebig nahe 
kommen soll, so enthilt sie nothwendig den Punkt K selbst; hierin liegt 
ein Widerspruch mit unserer gegenwirtigen Annahme. 

Da das System aller Kreise um einen Punkt die ganze Ebene liicken- 
los bedeckt, so folgt zugleich aus dem Vorigen, dass irgend zwei Punkte 
in unserer ebenen Geometrie stets durch eine wahre Gerade verbunden sek 
werden kinnen. 


i¢ 
§ 41. 
Wir haben nun zu zeigen, dass die Congruenzaxiome in unserer ebenen Ab 
Geometrie giiltig sind. das 
Zu dem Zwecke wihlen wir einen bestimmten wahren Kreis x aus und en: 
fiihren fiir die Punkte desselben nach § 18 die Parameterdarstellung durch let 
den Winkel @ ein: dann wird, wenn die Werthe 0 bis 27 erhilt, der wahre Ge 
Kreis in einem bestimmten Sinne durchlaufen. Aus dieser Einfiihrung 
folgt fiir jeden anderen mit x congruenten Kreis ebenfalls ein bestimmter ge 
Umlaufssinn, nimlich derjenige, der sich ergiebt, wenn wir den Mittel- uw 
punkt des Kreises x nach § 22 durch zwei hintereinander angewandte sie 
Drehungen mit dem Mittelpunkt des vorgelegten Kreises zur Deckung ge 
bringen. Da es im Hinblick auf den zu Anfang dieser Abhandlung definirten 
Begriff der Bewegung nicht méglich ist, den urspriinglichen Kreis x mit int 
sich selbst im umgekehrten Umlaufssinn zur Deckung zu bringen, so sal 
existirt in der That fiir jeden Kreis ein bestimmter Umlaufssinn. ge 
Jetzt nehmen wir zwei von einem Punkte M ausgehende Halbgeraden, an 
die nicht beide zusammen eine wahre Gerade ausmachen, schlagen um M ra 
einen zu x congruenten Kreis und fixiren dasjenige von den Halbgeraden Ui 
ausgeschnittene Stiick dieses Kreises, welches einem unterhalb der Zahl z wi 
liegenden Parameterintervall entspricht. Der festgesetzte Umlaufssinn fihrt F; 


dann innerhalb des fixirten Kreisbogenstiickes von einer der beiden Halb- 
geraden zu der anderen Halbgeraden: wir bezeichnen die erstere Halbgerade 
als den rechten, die letztere Halbgerade als den linken Schenkel des wi 
Winkels zwischen beiden Halbgeraden, wiihrend das Parameterintervall — 
(<x) selbst das Mass fiir diesen Winkel abgiebt. Aus unserem Begriffe 
der Bewegung folgt dann der erste Congruenzsatz fiir zwei Dreiecke in 
folgender Gestalt: 

Wenn fiir zwei Dreiecke ABC und A’ B’C’ die Congruenzen 


so 
in 
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AB=AB,AC=ACXBAC=XBAC 
gelten, wenn ferner AB bez. A’ B’ die rechten, AC bez. A’C’ die linken 
Schenkel der Winkel BAC bez. B’A'C’ sind, so gelten stets auch die 
Congruenzen 


xX ABC=XA'B'C’ und XACB=XA'C'B, 
BC=B'C’. 


§ 42. 

Nachdem in § 30—§ 40 die wahre Gerade definirt und ihre Eigen- 
schaften abgeleitet worden sind, haben wir zwei Fille zu unterscheiden: 

Erstens nehmen wir an, dass es durch einen Punkt nur eine Gerade 
giebt, die eine gegebene Gerade nicht schneidet (Parallelenaxiom). Fiir 
unsere Ebene gelten dann die simmtlichen Axiome, die ich in meiner 
Abhandlung iiber die Grundlagen der Geometrie aufgestellt habe, nur 
dass das Congruenzaxiom IV, 6 dort in der vorhin in § 41 aufgestellten 
engeren Fassung zu nehmen ist. Auch bei dieser engeren Fassung des 
letzten Congruenzaxioms folgt mit Nothwendigkeit die Euklidische ebene 
Geometrie*), 

Zweitens nehmen wir an, dass es durch jeden Punkt A zwei Halb- 
geraden giebt, die nicht zusammen ein und dieselbe Gerade ausmachen, 
und die eine gegebene Gerade nicht schneiden, wiihrend jede in dem durch 
sie gebildeten Winkelraum gelegene von A ausgehende Halbgerade die 
gegebene Gerade schneidet. 

Mit Hilfe der Stetigkeit folgt dann leicht, dass auch umgekehrt zu 
irgend zwei von einem Punkte A ausgehenden Halbgeraden, die nicht zu- 
sammen ein und dieselbe Gerade ausmachen, stets eine bestimmte Gerade g 
gehért, die jene beiden Halbgeraden nicht schneidet, dagegen von jeder 
anderen Halbgeraden getroffen wird, die von A ausgeht und in dem Winkel- 
raum zwischen den beiden gegebenen Halbgeraden verliuft. Unter diesen 
Umstiinden folgt dann die Bolyai-Lobatschefsky’sche ebene Geometrie, auch 
wenn wir das Congruenzaxiom IV, 6 in der vorhin aufgestellten engeren 
Fassung zu Grunde legen**), 


Zum Schlusse méchte ich auf den charakteristischen Unterschied hin- 
weisen, der uns entgegentritt, wenn wir die vorstehende Begriindung der 


*) Vgl. dazu meine demniichst in den Proceedings of the London mathematical 
society erscheinende Abhandlung ,,Ueber den Satz von der Gleichheit der Basiswinkel 
im gleichschenkligen Dreiecke“. 

**) Vogl. meine Begriindung der Bolyai-Lobatschefsky’schen Geometrie, die ich 
demniichst in diesen Annalen zu verdffentlichen gedenke. 
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Geometrie mit derjenigen vergleichen, die ich in meiner Festschrift ,,Grund- 
lagen der Geometrie“*) zu geben versucht habe. In dieser Festschrift 
ist eine solche Anordnnng der Axiome befolgt worden, wobei die Stetig- 
keit hinter allen iibrigen Axiomen an letzter Stelle gefordert wird, 
so dass dann naturgemiiss die Frage in den Vordergrund tritt, inwie- 
weit die bekannten Siitze und Schlussweisen der elementaren Geometrie 
von der Forderung der Stetigkeit unabhingig sind. In der vorstehenden 
Untersuchung dagegen wird die Stetigkeit vor alien iibrigen Axiomen an 
erster Stelle durch die Definitionen der Ebene und der Bewegung gefordert, 
so dass hier vielmehr die wichtigste Aufgabe darin bestand, das geringste 
Mass von Forderungen zu ermitteln, um aus demselben unter weitester 
Benutzung der Stetigkeit die elementaren Gebilde der Geometrie (Kreis 
und Gerade) und ihre zum Aufbau der Geometrie nothwendigen Eigen- 
schaften gewinnen zu kénnen. In der That hat die vorstehende Unter- 
suchung gezeigt, dass hierzu die in den obigen Axiomen I—III aus- 
gesprochenen Forderungen hinreichend sind. 


Géttingen, den 10. Mai 1902. 





*) Leipzig 1899. Vergleiche auch die mit Zusiitzen versehenen Uebersetzungen 
ins Franzisische (Annales de l’école Normale 1900) und Englische (Chicago 1902). 
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Beitrag zur Auflésung von Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, denen gewisse bestimmte Integrale gentigen. 


Von 
J. H. Grar in Bern. 


Im 45'" Band dieser Zeitschrift §. 235 u.s. f. haben wir im Ab- 
schnitte B darauf hingewiesen, dass man bei der Integration linearer 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung auch auf indirectem Wege vor- 
gehen kiénne, indem man eine Differentialgleichung bildet, der eine be- 
stimmte Integralform zukommt; die allgemeine Methode ist kurz folgende: 


(1) (a0 FO) E+ (yep bOI + + (Gynt +Oy 0) £2 + (4b,)¥=O, 


sei die Differentialgleichung n** Ordnung mit linearen Coefficienten. 


f(z) und (2) 


seien zwei ganze Functionen n" Grades in 2, 
f(a) = dyx" + a, 2"~* + +++ +O, 10 + Ay, 
g(x) = bya” + b,a"-1 +--+ +5,_ 04+ 5,; 
dann kann (1) dargestellt werden in der Form 


@ er(a)u+a(g)a=° 


Dieser Gleichung versuche man durch ein bestimmtes Integral zu ge- 
niigen, das die Form habe 


h(t 
y= fi og Us 


wo h(t) eine noch zu bestimmende Function von ¢ allein, ferner die Grenzen 


constant und noch aus den Bedingungen zu finden sind. 
Da 


f (2) cam e*'f(t), 


g (4) Cf = e*'g(t), 
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so giebt die Anwendung von (2) auf das Integral 
fer re wat 4 tie 9©) at — 
(3) f eth(t)adt eth(t) 9 dt =0. 
Der erste Term wird partiell integrirt, er wird 
={e*th(t)} — femoat, 
in (3) substituirt, giebt 
g(¢) hi (t) = 
(e*h(#)} + fem (2° —*O) at =0 


oe II 
als Bedingungsgleichung. 


Dieselbe wird am bequemsten dadurch erfiillt, dass die Grenzen so 
ausgewahlt werden, dass der Ausdruck I verschwindet und dass lings des 
ganzen Integrationsweges II das gleiche thut. Dann folgt 





gO _ *O 
fon 
(4) ¥O at — 92 at, 


hit) fe 


Log h(t) = 9 a dt. 

Der leichteste Fall ist der, bei welchem der Zihler g(t) den Nenner /(¢) 
nicht im Grad iibertrifft und alle Wurzeln der Gleichung /(#) verschieden 
und wirklich in der Anzahl n vorhanden sind. Da nun im Ausdruck fiir 
f(x) der Coefficient a, nicht verschwinden darf, so kann man es immer 
so einrichten, dass die erste Voraussetzung erfiillt wird, indem man die 
Variable x so um eine additive Constante veriindert, dass b, verschwindet 
und somit die Function g(t) den (n—1)'" Grad nicht iibersteigt. Schliess- 
lich darf man noch a, = 1 setzen, dann ist 


f(D) = (t—%) (¢—a) - - - ¢—a,) = T1(t—@) 


und der Bruch / ‘c lisst sich in Partialbriiche zerlegen 
A=n 
g@) SrA. 
fe) t—a, 
Az=1 


Irgend ein A ist nach bekannter Methode 


g(e) 
Am 5G 















nr Aer + &S., ~*~, 
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Log h(t) =>" fi paz dt = A >" Log (t—«) 
= >) Log (t—-«)4, 


(5) h(t) = T(t—«)4. 


Die Bedingung {e*‘h(t)} geht iiber in {e**TT(t—a)4} und es sind die 
Grenzen des bestimmten Integrals so zu wihlen, dass {¢*‘TT(t—«)4} lings 
des Weges verschwindet. Angenommen, auch alle Exponenten A wiiren 
negativ, so giebt es doch immer eine Gegend des Horizonts, wo e* in 
einer alle algebraischen Ordnungen iibertreffenden Kleinheit verschwindet. 
Von dieser Stelle aus kann man um jeden der » Pole « besonders eine 
Schleife legen. Hiner jeden solchen Schleife entspricht eines der  par- 
80 ticuliren Integrale von der Form 


Daher 





1 

7” y = J e'Ti(t—a)4-1dt 
I. Beispiel. 

(1) ood + aY _ day =0. 


a= 2a,+1, dann folgt 


x 
c=, 


) ys ae 4 (2a,+1)b zn bt. .y = 0, 
fiir lassen wir die Accente weg 

ner o2 : é 

die (2) x 4 + (2a+1) 54 — ay =0, 

det 


oe 1 
ee =42, 40¢=—2xdr, 02 =~ 202, 


beide Seiten mit ¢ = - a® dividirt, 


Oz Ox Ox 1 dz 0 
me, Sue, ap ez, 
dann ist 
2 Oy oy a (,.eY 
© dai t 25,7  5a( 5a) 
7 oy 
= 485, i (ai) 





= 4 (22 4 22M) 
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Man multiplicire daher (2) mit 2 und setze ein, so folgt 
0? a a 
4 (e+ 25%) + 4az 54 — 4ey = 0 
durch 42 gekiirzt; 


(3) 0244 atl) Y—y=0. 
Nach der allgemeinen Theorie ist nun hier 
f(t) = #@, 
g(t) = (at+1)t—1, 
gt)  a+i1 1 





ie eee 
Log h(#) -(% dt -{CF- ) dt = (a+1) Logét+ -, 


1 
h(t) =e é+? und es muss lings des ganzen Integrationsweges die Be- 
dingung erfiillt sein 


1 1 
t+ 
efet itianfe et!) — 0, 


Dann stecken die particuliiren Integrale, welche der Gleichung (3) 


oe 4 NJ 
geniigen, in der Form ’ 
st+— 
y= fe ‘e- dt, 


und es lassen sich, wenn z positiv vorausgesetzt ist, folgende zwei Inte- 
grationswege gebrauchen: 
I. Fall, Weg von der negativen Seite von Null zur negativen 
Seite von oo, 
II. Fall, Weg, eine von der negativen Seite von co um Null ge- 
worfene Schleife. 
I. Fall: 


a 1 
st+— 
y= fe 4¢-'dt, t—_—< @, a= ia, 
U 


dann erhalt man statt der Grenzen 0 und oo die Grenzen — oo und 


1 2 x 
—2.— —eP— —e-@ 2\a-1 2 
y- fe x 2 (-=) g*—'-—— edgy, 


= Gyife pera, 


—-@ 


die Potenz (—1)* kann als Constante weggelassen werden, 








(4) 


als 


wo 


vor 


wi 


Se 


80 


(5 
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v— (5) former ao "ff 


0 0 


~ 
forsneerag = fersie-s9— dg = fer*sie-svdy, 
es 0 


x 


1= (9) femmertemnin, 


0 


(4) y=2 (2) "fer cof apay, 


0 
als erstes particuldres Integral. 
Il. Fall: Man setze ¢ = = @, dann liiuft m von N—iz bis N+ iz, 


wo N eine sehr grosse zum unendlich werden bestimmte Zahl bedeutet. 
Fiihrt man zuerst m von N —ia bis — ia, dann von da bis ix und 


von da bis ix und endlich wieder zu N + iz, so geht ¢ von — 2 e’ bis 


~ =, dann rechtliufig im Kreise um Null zu — = zuriick und von da 





wieder bis — = el, also 
ore 
y= fe 
e 9 2 <«—<s a \, 
~—4 oe O 





» 


In diesem Sinne sei also der Weg von N— ia bis N+ ia aufgefasst. 
Setzt man 


so erhalt man 


N+in 
1 29,2 -@ 
—az?.—e" + 2\a-1 2 
- a e*# =, 2 i w=. 
y () e evdg, 
e 
N-in 
N+izn 
ere. 9 
“2\-a@ —(e +e 
y= (3) al Devag, 
N-in 
N+in 


(6) y= (2) | fariersodg. 


N-in 
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Man betrachte zuerst 


in 0 in 
fesierevdg =f+f, 
—in 

0 


-iz 0 
0 nt 
(a) fesiereodg a ermine. —idg mi f eome-iondg, 
-inz n 0 


a 


i” 
9 


0 


(«) und (8) zusammengenommen bekommt man 


ma 





I. 2i fem cosagpdg. 
0 
Nun betrachte man 
~in N+in 
fesiereedg +f exietovdg. 
Yin a 
1) 2) 


In 1) setze man g = g, — ia und lasse hernach die Accente weg, 
dann werden die Grenzen N und 0 


0 
1) = feio-insa0-imadg, 
N 
cof (p—iz) — cof Pp; 
: z 
(y) = fessivres -@7ain dg _ — ferssintey -e7ain dg. 
N 0 


In 2) setze man gy = gy, + ia und lasse hernach die Accente weg, 
dann werden die Grenzen zu 0 und N 


N N 
(0) 2) -{ eX 6oj (p—iz)+a(pt+iz) dy = fesse +a -eti*dg, 
0 0 


(y) und (0) zusammen ergeben, wenn N nun endlich gross wird, 
N N 


- > 
I. [ czetorag {&** —¢e-'4*) dg = 2i ferseiotey sin axdg . 
e 
0 0 








om 
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Setzt man I. und II. ein, so erhilt man als zweites particuléres Integral 


wo 
e 


na 
(6) y= 2% (3) ° { fers cos ag dg + sin anf essietes ap} . 
° 0 


Hieran schliessen wir einige Betrachtungen. Es sei 


co 


ma 
f(a, x) Oy cos ag dg + sin ax f e-ssioter dg, 
7 J 


foo) 
° 


4 
f(—a, x) = fee cos ag dg — sin ax e*%19-29d9, 
0 0 


f(a, x) — f(—a, x) = 2 sin an fers cos apdg. 


v0 


Das erste particuldre Integral (4) kann somit dargestellt werden 





- _(@# ‘pies f(a, x) — f(—4, 2) 
(7) jes (5) sin a7 
und das zweite (5) 
(8) y =2i (=) ° f(a, x). 
g ' Andrerseits kann nach Formel (5) f(a, 7) auch dargestellt werden 
N+i2z 
9) f(a, 2) = 3, [evivrevdg, 
Win 


und mittelst dieses Ausdruckes kann, man /(a,a) in eine Reihe von 
steigenden Potenzen von 2 entwickeln. 
Man hat 
et? -> (’ 5% “) (2 cof p)*-2"-1 2 fin g. 
y n=0 


N+iz 
°o n=@ 


f(a, x) = i fows? “~ (2 coj p)*-2"-12 fin pdg. 
N-ix 7 i 


Nun sei zcojg=u, xzfingdp=du, 


2 cof p= =", wjp=—, fin pdp = — du, 


x 


der Weg wird zu einer Schleife von — co um Null, also 





Mathematische Annalen. LVI. 22 











2n-—a 
) (2) fewnmsan 


a 
__2tx _ #) 
T(2n—a+1) ’’ 
oe x\2n—a 

¥ (=) 


neal a ~F@n—a+l) ’ 
n=0 


_ _ (a\-« ~~ G ay’ 
(10) f(a, x) = a(=) Ps nl(n—al 


n=0 


Fiihren wir die Function F(a, z) mit neuem Parameter a ein, wo 


r= xn 


n 


a x 
F(a, 2) = 4 ni(n--a!? 


n=0 


so ist obige Summe 


n=O i a? , 
Ps { +“) -F(-4, 72), 


n=0 
also 
/ x\-4 1 
(11) f(a, 2) = (3) F (-a, <7). 
In Beriicksichtigung von (9) hat man somit 
N+in 
a(3) F(-4 7) =i f. oar 
N-in 
oder 
N+ia 
a (3) “F-a te) =a fowrrae, 
N-ina 


und unter Beriicksichtigung von (6) 


*) Graf, Einleitung in die Theorie der Gammaf. u. Euler’schen Integrale S. 31 
Formel 39. 








od 


Be 


sil 


Th 
fal 


we 
au 
80) 
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(13) (3) F(- a, +) = 1 fame cos ag dg + - * 8 f e-scistendg, 
v 














nm 


a ? 
(14) (3) F( a, <e)=-- =— | &°? cos agpdgy — as oe | e~ #01 9-29 dg, 
“7 0 


Subtrahirt man (14) von (13) 


w YF Cate) - G42) 


. ” j x 
= ee fersaivtee dg — ma ferie-ee dg 
cd y  - 


0 
sin ee { 


oad | e~tcojptagp dg + fessiores dg} 


0 
is) 
_ O88 f e- 2001 9+ 29 dq, 
7 


—-@ 


—-@ 


oder auch 


Oe ed ore  e 


9 
1 
y fir #-* dt 


sind demnach die zwei bequemsten Integrationswege: 
1) eine Schleife von — oo rechtliufig um Null und zuriick, er 
liefert 


Bei der Form 


y= Qine-* F(— a, 2). 
2) Von oo aus westwiirts, dann rechtliufig um Null, dann zuriick, 
er liefert 
y = 2ix F(a, 2). 

Zieht man das zweite Integral vom ersten ab, so heben sich die 
Theile des Weges des Gesammtintegrals auf, die auf den Umlauf um 0 
fallen, der iibrig bleibende Theil besteht aus einem Weg von — ow bis 0, 
wo die Variable ¢ die Phase — a hat, und einem Weg von 0 bis — ox, 
wo die Phase a ist. Auf dem Hinweg hat man e’*” als drehenden Factor, 
auf dem Riickweg e~'** und zugleich das Wegelement entgegengesetzt; 
somit ist, wenn ¢ = — uw gesetzt wird 


- 1 
c -—2u- — 
y= (ease ian f e u u*-'du, 
0 
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Fain & 
(17) y = 2isin ax f« efi de, 
oder nach vorigem 
(18) y = 2isin az ($) fewioreodg, 
(19) y = 2ife-*F(—a, 2) — F(a, #)] 
Ist 2 negativ, 2 = — + x*, so geht das zweite Integral iiber in 


a 1 aa nm 
~— —-— +— xu ./2 ee . 
—%isinaxzje « 4 u-*-1du+i bad e~izsingt+iap dg, 
e 2 
0 


—2# 


2 . 
Setzt man « = = &%, so erhilt man 


ma a 
2i($) {_f cos (x sin » —ag)dg — sin ax fe-=9--vagl, 
0 0 


also 
a 


7 1 2 @ : in a ° . 
(3) F(a, as a) 7 + feos (esin p—ag) dy — * { e-*in9-erdg. 
9 0 


Da die Bessel’sche Function I. Art 


a ee 
J*(2) = a 1) eran (3) _ cere G) F (a,—*), 


so ist das letzte Integral ein Integral fiir J*(~) und in der That haben 
wir dasselbe in unserer Einleitung zur Theorie der Bessel’schen Func- 
tionen auch gegeben*) und damit ist der Zusammenhang der betrachteten 
Differentialgleichung dargelegt. 





Il. Beispiel. 
a? 4 4 (2a+1) oY — ay =0; 
f() = —1, 
g(t) = (2a+1)t, 


*) Graf und Gubler, Einleitung in die Theorie der Bessel’schen Functionen 
I. Heft S. 54 Formel (A,). 


man setze 
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Log h(t) = 10 a= eet dt= et! (3S —**+! Log (®—1), 
also 


h(t) = (#@—1)°* 

















Nach 
a 2 A(t) 
y =f “Rm * 
ist daher 
. a 
— = fet a - few 1)" Fat, 
wenn 


(e(e—ty"*?} 


lings des ganzen Integrationsweges verschwindet. 

1) Wenn 2 positiv, so fiihre man die Variable ¢, da die Pole des 
Integrals bei + 1 und — 1 sind, rechtliufig um + 1 und —1 nahe am 
Horizont vom Westpunkt, den wir mit — N bezeichnen wollen, aus, und 
wieder dahin zuriick, setze also 


y = fee Pat 
at 
Nun entwickelt man das Binom (#— 1)? nach fallenden Potenzen 


von ft, 
1 


ena? -Fen(’ eae 
(-1y ( “7 af aha Me wy = | 


niques 
= 2 2a—2n—1 
aed ) [n w. 


- ¥0) 





Setzt man zt =u, so wird 


fees 2n— ldt _— gen “— ‘et yia—an- ldu oa gin- 2a, _ fin a 


F@n—2a+1)’ 
iD, 

















22" 2a 


(1) y= | és r@n—fepi) | 








Nun ist | 
n—a+— (n—a—+)! r (» a+) (1 
0 Nd Soe ment eee ae 
nt(—a—=)! nit (> —a) se 
Nach dem Satz iiber die Verdoppelung des Arguments bei der Gamma- 
function hat man 
r (5) r(@a) = 2%-r@)r (a+ 5)*), mu 
di 
5 ee _ 
ah r@r(a+s) 
also 
2a—2n 1 
(8) a 
ee ¥ (n—a+ 3) T(n—a+1). 
(«) und (8) in (1) substituirt 
a) ey SG) | 
@) ties r(t—«) (3) 2 nif w— at) ; 
und nach der Formel F(a, x) “2 BGT D ' ( 
(=) —2a I 
(3) ogg F(-a, cw’). 
Da 
a ey 
ewe ey 4 
J-*(2) = (¥) 2 ate—at i? | 
so kann (2) in die Form gebracht werden i 
Ye peer: 
Jemeas r(i a) ‘(&) -G) - ni ee i? 
*) Graf, Einleitung und Theorie der Gammaf. etc. S. 21, Formel 27. 








na- 





also 


“G) (2) J-eGx 
j ) &) (iz) 


r(¢-« 


(1), (2), (8), (4) sind Formen des I. particuliren Integrals. 


(4) y = 2ia- 
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2) Wenn a+ 4 dstlich, so fiihre man die Variable ¢ vom Westpunkt 


aus siidlich an — 1 vorbei der Realitiatsgerade nach + 1. 
. 1 


In y= et(#—1)_ 2 dt haben westlich von —1 die Factoren ¢+1 
und ¢—1 die Phase —z, nachher erhilt ¢+1 die Phase 0, ¢—1 behiilt 


5) 


die Phase —z, der drehende Factor ist demnach i 3) = i“ 


somit 
1 


gue (9) f eae ae 


-1 


Setzt man ¢ = cos gm, so werden die Grenzen 2 und 0, 


0 
in ( -«) . i 
y=e \3 ers? sin®*-1 m-—singdg, 
a 
a 
i 1 
6) gai Pi (; ) fess sin?@ Q dg q 
0 


Es ist aber 


a 1 


a 1 1 
2n in?* @dqo = 1 )" 3 zz 3 ; lzg= (nts) (a +3) 
cos*"g sin*“gdg = J (1-2 dz= rm+a+i) 


e 
0 0 


1 
77* 


? 


und nach dem Satz iiber die Verdopplung des Arguments der Gamma- 


function 


22°F (n+1)0 (w+ 3) =f (3) [(2n+1), 


r(n++ (FS 
+3) a: (3) (3) 


daher 
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Formel 5) =e” VE /' @ = - sin?“ m -dg 


_ <*( :—* ae sin®?* m dg 
n=0 0 
_ el) SS .ae (O43) (43) 


(Qn)! Tim+a-+1) 





r= 


- 6) Fin (ry) ets) 


ut! Tim+a+1)’ 
— aw\2n 
6) ye") (4) r(a43) > = 
: n=0 
@ yn e"Ir 2) ra 3) FC 4). 


Hat nun ¢ den Pol 1 umlaufen, so hat ¢+ 1 die Phase 0 beibehalten, 
hingegen ¢— 1 die Phase x bekommen. Setzt man nun das den Riickweg 
von +1 und — 1 entsprechende Integral, so ist der drehende Factor 


oe i Fe = 2isin x (;-«) = 2i cos az. 
Man hat daher im Ganzen als Theilbetrag an das IL particulire 
Integral 
(8) y = 21 cos ax r(5) r(a+5) F(a, *) 
(—9) "(5 +9) — aie 


cos ax T (+ +a) = = 
(9) a -_—"s F(a, “). 


Nun miissen noch die Theile des Integrals beriicksichtigt werden, 


welche auf die Wege von 

—oo bis —1 
und von 

—1 bis —c 
fallen. 








di 








‘n, 


eg 








Auf dem Hinweg hat »n?—1 die Phase — 2x, auf dem Riickweg 
+ 2a, dann ist 


a” =) 
S = (eax ¢- tian) fe=w—1 2 du, 
“ 


u=cojg, w—1l=—fin®g, du=fingdg, 
die Grenzen werden 0 und oo, dann ist 


eo) 
a 


’ § = 2isin 2ax [case fin?* pdg, 
9 


co) 
S = 2i sin az-cos anf e-si9 fin®*@ dy. 


0 


Den nimlichen Werth erhilt man auch, wenn (9) von (3) subtrahirt wird 


2Qia-T i — 
oo ae [(s) “F(-4+9)-F(@4)), 
aus den beiden letzten Werthen folgt 


oO 


f e-=°019 fin? p dp 


0 


2ial (>) lia 
- ena a [(=) “, (—a, *) — F(a, “I, 


= 





co 


(10) fesse fin?“ pdg 


0 





eye -at)-76 9) 


% 1 1 
waaz =" (3-4) (Gta) 
eingesetzt wird, und hieraus durch Einfiihrung von ig fiir » 


5 4 


4 
(11) Pees (x cos p) sin®?* pdgy = r(5) r(¢+a) F(a, *); 


(12) F (5) fe-sese fin?“ p dp = (s)" (gta) fesme cos ag dg. 
% 


¢ 
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‘IIL. Beispiel. 


dy? ey = 
jas + Ot 5, + by =O 
= ‘= hs dz -V - dx, 


a Oy me | V= jy ‘ 


—= AG vit aay f pt + by =0, 


- 


Ks sei 





also 


durch © dividirt und der Index a 


> 
- 


__ 2b 
oy _oy ey _ 20, _ 9. 
Ox ie a 


Setzt man fiir = ein neues a, so folgt die Gleichung 
a 





. . 
oY _ 94 2Y _ say = 0. 
Ox Cx 
Nun sei 
1 4 
ya scams a ee. 7. Y 
eae eee Ox 08 Ou 2Ve dz? 
ey _9(@y ory 
ont ’ (53 + 2s aa)? i 
die Gleichung lautet daher 


© 0 s 0? © a - 0 
2 (5% + 22 oa) —2Y2-2Vz 5, — 4ay = 0, 


durch 4 gekiirzt 





sat(s- 2) SY — ay = 0. 


Nach dem allgemeinen Verfahren ist 


= @ 


1 
— 1 

2 , a 
a? h(t) = #(t—1)? , 


f(t) =t(t-1), g(t) = +t —a, O44 


— oo 
y= ferry? dt, 


lig 
{e*e(t—1)? “| | 
lings des ganzen Integrationsweges verschwindet. 
I. Setzt man ein Integral zt=wu und fihrt man, wenn z positiv, 
¢ vom Westpunkt aus rechtliiufig um 0 und wieder zuriick, so folgt 


somit 


wenn 
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u u 2—u 1 
t=—_*, 1-t—1—-*=4"", at=+au, 
=Lug +e 
y= fetut—tzi-4(z—a) 2? 2? - edu, 


—@ 0 


1 1 
a -—-a 
y=2? [cue-"(u—2) a da, 
e 


a 
F 1 
a ——-—a\ 1 
(u—2z) ” =->)(-1" : e 3 a "2", 
n=0 


1 1 
on )-(" 


ferner sei z wieder = 2 gesetzt, daher 
? 


1 a 
© n+ a— > ’ = 
y= > rs eentt fevuw 2 du, 
0 


“2D 


aber 


as ~ nta—— gett 

y= 2iz >’ Tle 5) 
2 

: Sg (n+44+5) 
r(«+ 3) mr mit (n+) 


Qin 


gentt a 








Aber nach dem Satz iiber die Verdoppelung des Arguments bei der 
Gammafunction ist 
" (>) r(an + 2) 
P(n+1)F (n + 3) —— 
somit 
1 
, peso I (x +a+ 3) 

2 2 

(1) $° a 5 - @npin * @a)**?. 
r(s)r (« 4 ) ( 


re rm) n=0 
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Setzt man in 


a 1 
2s -+-a 
y= a? f eur-1(u—z) 2 du, 


u=t-+2, so wird 


1 or 
yaar fer(tpayntt ” 


1 
y=ste fet 2 (t+2)*-1 dt 


(t+2)*-! -> (“ i. ‘) fa-1—n gr 


n=0 


oder 


(.)- (- r("=C1 y" Te nfo 2" dt = -(e43) 





T(n—a+1) ix: 2” 
y=" te Do y nif a—a) ae wy 


a—=e2, i(—1f = i+}, 








folgt 
9 @ r(n—a+1) eins 
(2) y= + (iat? 
si site mit (>+n 
Nach 
1 
r (5) [ (2a) = 2-1 (a)F (a+ 3), 
r (5) F@n+2) = 2+1r(wt1) 0 (n+), 
somit 
2 r(m—a-+1) 
3) 9a Sy Gata ia) 
ra—ar (> ) G@a+D! 
Vergleicht man die (3) mit (1), so hat man die Gleichung 
g ? Sg 
1 
(4) 1 > (nta+3) a a e> T@—a+t) | (—2)" 
r(a+ 3) 7 nit (n+) ra—@ © - nit (n+ 3) 


als identisch richtig. 








de 


d: 


di 














Beitrag zur Auflisung von Differentialgleichungen zweiter Ordnung etc. 441 


Il. Sind @ und ¢ positiv, so kann man beim Integral 


— 
y= fee-1(t—1) 2" ag 


die Variable ¢ rechtliufig von 0 aus um 1 und zuriickfiihren und dann 
e nach z entwickeln, dann ist 





also der Coefficient von 


2" J -1l-a 
i= — 7 a. 
o ~4 


Zieht man nun den Weg auf die Strecke von 0 bis 1 zusammen, so ist 


beim Hinweg die Phase = — z, 
beim Riickweg_,, » @=+2, 


der drehende Factor, somit 
(1 - 
_ inlet) — «(; ” ) = 2i sin (+a) x, 
daher das Integral 


1 
> 
= 2% cos ax frte1(1—t) a dt 
0 


rin-a)r(>—a) 

r(n re 
5 
7 r (5+ a) r (5 —a) r(n+ =) 
st Qin _ Fa+a) 

r(>+¢) r(n +3) 


dies ist mit - zu multipliciren und zu summiren von »=0 bis oo, dann folgt 


___ tix NQ_let+@ 
4 r(>+4) 2 ar(ors) f 





= 21 cos ax 








Da aber 
r(5) r(2n+1)= 2" (n+) T(n+ 1), 


ist 





J. H. Grar. 








+ r(3) r(an+-1) 
wey = 
also 
© maya ee 


Zieht man dieses Integral vom vorigen ab, so bleibt die Summe von zwei 
Integralen. Eines entspricht dem Hinweg von — oo bis 0, das andere 
von 0 bis — co. Die Summe beider Integrale ist daher: 


as 
= 2i f eett-1(¢41) - @, 
0 


was gleich ist der Differenz der beiden vorigen Integrale. Wir dividiren 
beide Seiten mit 27 


@ 


(5) ee dt 


0 


+0) |S mir(ne ty’ 8 nir(n¢3) |’ 
eo, ((F+a 
(6) = > G ) ceay, 


( rene mr(n+3) 
n+1 


n+1 
+ —— — a 


(7) = U@) os en) (i =9 =4 (2ia) etx) ‘3 =. —- (—2iz)*} | 
0 


2x j 


a a | =] T(n-+- a) a 3 sitter) 


Giebt man der anfinglichen Gleichung eine andere Form, so erhiilt 
man andere Resultate. Sie war 


aa Y+a an! vy by =0 
Jetzt 


— = 
 % c=, dz = =" dz, ’ 


oat +0V wi PY + by =0 0, 


so folgt 


Index weg, 








di 


er 


W 


80 


80 
O, 


Wi 






en 
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dividirt mit 4 





d*y 1 oy b : 
aay — = 2%) Fea — aa — % 
b , 
ersetzt man 5- durch ein neues a 
ey 1 9,) _2Y ” 
o@a)* 2 (22) d@a) “Y= 0. 


Wird hier das allgemeine Verfahren angewendet, so ist 





1 t i? — 2 
, f(®=--Zt g®-f-a, 7 —— ~- P 8, 
2 


Log h(?) -{* dt — 2 f tat, h(t) =e", 


Wenn {e~"*?*#4)} lings des ganzen Integrationsweges verschwindet, 
so ist die allgemeine Form des Integrals 


y = fertmiaesat, 


Wie auch a beschaffen sein mag, so ist wegen der Potenz e* der Horizont 
sowohl im Osten als auch im Westen zugiinglich. Man kann somit von 
Osten um Null eine Schleife legen oder von Westen und beide Schleifen 
werden zwei von einander unabhiingige particulire Integrale liefern. 

Ist a dstlich, so wird auch der Nullpunkt zugiinglich sein und der 
erste Weg wird in diesem Fall einfach zu einem geradlinigen von oo 
bis 0, also das Integral 


0 ’ 


fecemeesa + gtian f e-esserpte—rat — (ier) fere+terpe—ray 
. . 4 

also 

I. y = e'*'¢ 24 sin ana fe-etite- at 


0 
als erstes particulires Integral. 


Im zweiten Fall wird der Nullpunkt ebenfalls zugiinglich und wir 
haben 


ig y= (— erina fetinay fere-tetpen dt 
0 


7. 
y = 2i sin Daca f e-*-*1H0-1 a4 
e 
0 


als zweites particuliires Integral. 
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Daher kann man kurzweg sagen, die beiden particuliiren Integrale sind 


ie 


L fertsessat, 
0 . 

Il. fescmessat. 
0 


Diese Ausdriicke lassen sich wegen der raschen Abnahme von e~* nach 
steigenden Potenzen von « entwickeln, dann erhiilt man 1) wenn a Sstlich, 
x positiv und lings des ganzen Weges Log ¢, Log(¢+1) reell verstanden 


wird 
: 1 > 
r(>+¢) - 
—-P—2xt pa-1 lt Promises... Ae ae p— at fa—1 (t 1 2 lt. 
€ ( 3 e (t+1) ( 
e 


e 
0 0 


2) Wenn ¢ von O aus rechtliiufig um — 1 siidlich an 0 vorbei nach 
Osten geht und der Weg mit einer auf der positiven Hiilfte der Realitiits- 
geraden befindlichen Strecke beginnt 


+ r(>+4) ye 3 “a 
e~ P+ ixt pa-1 ge — _\*. e~#t fa~1(¢+ 1) 3 dt. 
2Vx be 
0 


Endlich hat man auch, wenn der Weg nérdlich von —ixz durchgeht und 
Log (t+ 27) am Ende des Weges (im Ostpunkt) reell verstanden wird 


pees dt = 2-24 [ (2a) pian e-*(t+ia)-2 dt. 
Vz 


e e 
0 —-@ 


Die Anregung zu dieser Arbeit wie auch zu der friiheren verdanke 


ich L. Schlaefli. 
Bern, Mai 1902. 
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Die Differentialresolvente einer algebraischen Gleichung sechsten 
Grades allgemeiner Art. 


Von 


L. Lacutri in Moskau. 


Einleitung. 


In einer, Band 51 der ,,.Mathematischen Annalen“ gedruckten, Arbeit 
(datirt Marz 1898) ist es mir gelungen, die Differentialresolvente einer 
algebraischen Gleichung 6" Grades mit einer Gruppe 360*** Ordnung zu 
gewinnen. In der Einleitung zu jener Arbeit sprach ich die Vermuthung 
aus, ,dass hier der Schliissel zur Lésung von Gleichungen 6°" Grades zu 
suchen sei, analog der Lésung von Gleichungen 5°" Grades, wie sie von 
Prof. Klein angegeben wurde.“ 

Darauf veréffentlichte Prof. Klein unter dem 9. April 1899 eine Note 
in den ,,Rendiconti della reale accademia dei lincei* unter dem Titel ,,Sulla 
risoluzione delle equazioni di sesto grado.“ Dort zeigt er die Méglichkeit, 
drei irrationale Functionen der Wurzeln einer Gleichung 6°" Grades zu 
bilden, welche bei geraden Substitutionen dieser Wurzeln sich linear trans- 
formiren. 

Dieser Hinweis bestiirkte mich in dem Gedanken, es miisse sich fiir 
jede Gleichung 6°" Grades eine Differentialresolvente 3" Ordnung con- 
struiren lassen. 

In meiner im XXII. Bande der ,.Moskauer Mathematischen Sammlung“ 
in russischer Sprache erschienenen Arbeit (datirt August 1901) habe ich 
den von Prof. Klein in seiner Note ausgesprochenen Gedanken ausfiihrlich 
behandelt und gezeigt, dass die Wurzeln jeglicher Gleichung 6%" Grades 
mit Hilfe von quadratischen und cubischen Radikalen sich ausdriicken 
lassen durch ein Lésungspaar des Fundamentalgleichungssystems 


_ OU, Uy) _ H(u,, Uy) 
(1) _— F'*(u,,u,)’ oe F?(u,, uy)’ 
a 


wo 


F(u,, uy), Hu, uy), (uy, uy) 


Mathematische Annalen. LVI. 
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die von Wiman*) gefundenen, in Bezug auf die Substitutionen der 
Valentiner’schen Gruppe G,, invarianten Formen, v und w rationale Fune- 
tionen einer Variablen ¢ sind, 


(2) v=@), w=4), 
und die Variable ¢ sich mit Hilfe quadratischer und cubischer Wurzeln durch 
die Coefficienten der gegebenen Gleichung 6%" Grades ausdriicken lisst. 
So wird die Auflésung jeder Gleichung 6" Grades auf die Auffindung 
der Wurzeln eines Fundamental-Gleichungssystems zuriickgefiihrt. 
Betrachten wir ein Gréssenpaar u,, u., welches den Gleichungen (1) 
geniigt, als ein Paar von Functionen der Variablen ¢, so sehen wir, dass 
die Functionen u,, «, bei Umliufen der Variablen ¢ in ihrer Ebene lineare 
nichthomogene Substitutionen der Valentiner’schen Gruppe G5,. erleiden. 
Hieraus folgt, dass die Gréssen u,, vu. unter der Form der Verhiiltnisse 


(3) 5 > , u, = > 
dargestellt werden kénnen, wo 
(4) Yar Yar Ys 


Integrale einer linearen Differentialgleichung 3" Ordnung mit rationalen 
Coefficienten in ¢ sind. Diese Gleichung ist die Differentialresolvente 3” 
Ordnung fiir die algebraische Gleichung 6%" Grades allgemeiner Art. 

Wenn wir in den Gleichungen (1) v und w als unabhiingige Variabelen 
betrachten, so sind die Gréssen (4) Integrale eines Systems dreier partieller 
Differentialgleichungen 2** Ordnung. Man kann dieses System gleichfalls 
Differentialresolvente einer algebraischen Gleichung 6°" Grades nennen. 

In vorliegender Arbeit habe ich die Absicht, die Berechnung der 
Differentialresolvente in beiden Formen zu zeigen. 

Mit der Lisung fast derselben Aufgabe fiir die Gruppen G,,, von 
Hesse und G,,, von Klein hat sich Boulanger in den Jahren 1898 und 1901 
im ,Journal de l’Ecole Polytechnique“ beschiiftigt. 

Seiner Berechnung legt er die Differentialcovarianten von Goursat 
und Painlevé za Grunde, und entwickelt hieraus eine Methode zur Bildung 
einer Differentialresolvente fiir die Gruppen G,,, und G,,,. Was nun die 
Valentiner’sche Gruppe G,,,. betrifft, so sagt Boulanger von der Anwendung 
seiner Methode auf diesen Fall Folgendes: ,,Ce calcul devient presque 
rebutant pour le groupe de M. Valentiner.“ 

Es ist mir gelungen, die Lésung dieser Aufgabe, abgesehen von 
einigen sehr miihsamen, aber in der Idee durchaus einfachen, arithmetischen 
Rechnungen, zu Ende zu fiihren. 





*) Mathem. Annalen Bd. 47. 
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ler 
1C- : $ 1. 
8 Einige vorliufige Formeln. 
ch Wie in der Einleitung erwaihnt war, wollen wir ,,Fundamental-Glei- 
chungssystem“ folgende Gleichungen nennen: 
nm 2%» %) a 2M,» %) 
7 (1) = Fu su)? = F651)? 
e)) wo wir v und w als unabhingige Variabele betrachten werden. Schafft 
488 man in den Gleichungen (1) die Nenner weg, so ergiebt sich 
(5) H(u,, Uy) — wF?(u,, uy) = 0, 
vi (6) D(u,, Uy) — VE(uy, uy) = 0. 
Setzen wir fiir «, und «, deren Ausdriicke durch die Gréssen y,, y,, Ys 
nach den Formeln (3), so finden wir 
(5') A(Y,, Yas Ys) — WE" (Y, Yo» Ys) = 9, 
(6’) O(Y%, Ye, Ys) — vFP°(Y,, Ye, Ys) = 0. 
len Die Form F(y,, ¥2, ys) ist vom 6" Grade. Sie ist die einfachste 
asd Form, die beziiglich der Collineationen der Gruppe G,. invariant ist. 
Sie hat folgende Gestalt: 
len , a al " 
“te F (Ys) Yor Ys) = LOY? yg? + OY? +92") ¥s — 45.91? Yo" Ys* — 1354) Yoys' + 27 ys". 
ills Die Form H(y,, ¥2, ¥3) ist die Hesse’sche Covariante von F'(y,, Y, Ys); sie 
ist vom 12'" Grade. O(y,, y, y;) ist die gerinderte Covariante derselben 
der Form vom 30**" Grade. Ausser diesen Covarianten giebt es nur noch eine 
einzige rational unabhingige Covariante von F'(y, ,y,,y;), und zwar ¥ (Yy; , Yo, Ys) 
ron 45**" Ordnung. Das ist die Jacobi’sche Determinante von 
01 FY, Yo» Ys), H(Ys, Yo» Ys), P(Yss Yor Ys): 
sid Wiman hat gezeigt*), dass jede Covariante der Form F' sich als 
‘ ganze rationale Function von F, H, %, ¥, und ausserdem Y? sich als 
P ganze rationale Function von F, H, ® ausdriicken lisst. 
on Letzterer Ausdruck stellt sich folgendermassen dar: 
que (7) 274? = 0° + (A, H?4+ A, HF? + A, F*\ Fo? 
+ {|A,H°+ A, H'F?+A,H®F*+A,H?F’ + A,HF*+A,F")® 
si + {A, H'+ A,, HF? + A, H°F* + A,,H'*F* + A,,H*F® 
1: + Ay HF" + Ay HF + Ay F") F, 
wo A,, .A;,.A,,-++,A,, constante Zahlen sind. 
“*) Mathem. Annalen Bd. 47, p. 555. 
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Um diese Coefficienten zu berechnen, setzen wir in der Identitit (7) 
statt F(y,,Yo,Ys), H(Ys, Yo» Ys)» P(Yr,Ye»Ys)» Y (Ys Ye» Ys) die entsprechenden 
Formeln ein und setzen die Coefficienten gleicher Potenzen zur rechten 
und zur linken Hand einander gleich. Dann finden wir ein System von 
Gleichungen 1**° Grades zur Bestimmung der unbekannten Gréssen 


A,, Ay, A,, ileal Aj;. 


Die Lésung dieses Systems wiirde freilich nur arithmetische, aber 
sehr miihsame Rechnungen erfordern. Wir unterlassen daher diese Rechnung 
und werden die constanten Zahlen A,, A,, A,,---,-A,; als bekannt betrachten. 

Vermittelst der Formeln (5’) und (6’) geben wir der Gleichung (7) 
folgende Gestalt: 


(8) 27 ¥°(Y,,2,Ys) = {0°+(A,w?+ A,w-+ As) v* 
+(A,w*+A,wt+ A,w*+ A,w?+ A,w+ Ay)v 
+A,,w'+A,,w®+A,.w*+A,,wt+A,,w*>+ A,,w 
+A,;w+Ayz } FY, Yor Ys): 

Der Kiirze halber bedienen wir uns fernerhin folgender Bezeichnungen: 

a,(w) = A,w?+ A,w+ A;, 

a,(w) = A,w®+ A,w* + A,w® + A,w*?+ A,w+ Ag, 

Gy (W) = Aygw" + Ay, w* + Aj, 0° + A,3w* + A,,w® + Ay, w? + Aygw + Aj: 
Folglich sind a,(w), a;(w), a,(w) in Bezug auf w ganze Polynome mit 
constanten Coefficienten; der Grad dieser Polynome iibersteigt nicht die 
unten stehenden Indices. Die Gleichung (8) nimmt daraufhin folgende 
Gestalt an: 

(9) 27¥7(y,, Yes Ys) = {0° + a,(w)v* + a, (w)v + a, (w)} FY (y,, Yor Ys): 

Der in Gleichung (9) in Klammern stehende Ausdruck ist ein Polynom 


3'° Grades in v und 7 Grades in w. Kurz werden wir dasselbe so 
bezeichnen: 





(10) f(w, v) = + a,(w)v* + a,(w)v + a,(w). 
Die Gleichung (9) erscheint dann in der Form 
(11) 27 ¥?(y,, Yo» Ys) = f(w, v) -FY(y,, Yo) Ys): 
Nehmen wir die Formel 
| OF 0H @é0| 
oe oy,’ ey,’ Oo”, | 
OF oH ® 
(12) YY, Yes Ys) = | Oy,’ : 


| ar éH @éo 
| OYs’ OY,’ OYs 


Oy,’ OY: 

















ne fn! a 





(7) 
den 
iten 
von 


aber 


ung 
ten. 


(7) 


0" 


gen: 


mit 
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ende 


nom 
e so 
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Die entsprechende nicht homogene Form ¥(u,, u,) stellt sich folgender- 


massen dar: 
oF 0H 20 
Ou,’ Ou,’ Ou 
V(u,, My) =| OF OH ao | 
Ou,’ 


Ou,’ is 


6F, 12H, 300 


Wenn man diese Determinante nach den Elementen der 3'" Zeile ent- 


wickelt und setzt: 





OF 0H OF 0H 

| P= ou Fm — Om Om,” 
oF 0d) 0F 60 
(7,9) ~ a Sa fe 
/ 0H @o OH bo 
(H,%) = 5a bu, ~ Guy Gu,? 





so wird 


(13) 2 ¥ (4, 0) = (H, ©) F (uy ty) —2(F, ©) H(t, ty) + 5 (FH) (4, 0). 


Diese und iihnliche Formeln werden fiir unsere weiteren Rechnungen sehr 


geeignet sein. 


Obgleich wir wissen, dass jede Covariante der Form F sich rational 
durch die Fundamentalcovarianten F, H, >, Y ausdriicken liisst, so ist es 
dennoch niitzlich, einige nichtfundamentale Covarianten, welche uns spiiter 
begegnen werden, im voraus durch besondere Symbole zu_bezeichnen. 


Hierher gehéren die Covarianten D und E: 


\aF eH av 
ay? by? by, 
(14) D(Y;, Ys, Ys) = | i= ae in 
oF cH @¥ 
Oys’ Oys’ OYs 

vom Grade 60 und 
aF a ay 
Oy,’ Oy’ Oy 
dF oo @Y 
Oy,’ Cys? OYs 
ak @@ oy 
| Oy,’ Cys’ OYs 


(15) E(Y;; Ys, Ys) = 


vom Grade 78. 
Nimmt man in den Formeln (14) und (15) 
formation vor, wie in (12), so ergiebt sich 


eine ahnliche Trans- 
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4D (Uy Uy) = (HY) F (uy ty) —2(F, ¥) H(t, ) + (FEY (0,14), 


(16) 
& E(t, ty) = (, ¥) F(t; ty) — 5 (Fy ¥)® (uy, ty) + > (F, )¥ (04). 


Die Ausdriicke der Covarianten D und E durch die Fundamentalcovarianten 
F, H, %, ¥ kénnen nach derselben Methode, wie oben die Formel (7), 


gefunden werden. Die Zahlencoefficienten dieser Formeln erfordern nur 
arithmetische Rechnung. 


g 2. 


Ausdruck der Functionen y,, y,, y, und ihrer Derivirten nach 
v und w durch die Gréssen u, und x,. 


Nehmen wir die Formeln 
1 


(17) Yy =F 6 (uy, ts), r= Ys, Yo = UeYs- 
Sie geniigen allen Forderungen, welche man an die Gréssen 
(4) Yi» Yor Ys 


stellt, denn in der That: 

1) aus den Formeln (17) ist direct zu sehen, dass 
) wok, weds 

2) machen wir in den Formeln (17) eine der nichthomogenen Sub- 
stitutionen der Gruppe G,,,, so ergiebt sich, dass die durch die Formeln 
definirten Gréssen y,, ¥,, y, die entsprechende Collineation der Valentiner’- 
schen Gruppe erleiden. 

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir unter y,, y,, ys gerade 
die Gréssen (17) verstehen und uns bemiihen, diejenigen Differential- 
resolventen zu finden, denen obige Gréssen geniigen. 

Berechnen wir die partiellen Derivirten der Gréssen (17) nach v und w. 
Indem wir die erste der Gleichungen (17), v als constant betrachtend, 
nach w differenziren, kommt 





1 
Oy, = 1 ag! OF cu, , OF ou,| 
éwSt«CS F (mys My) Sa dw Ou, dw)’ 
oder 
OY, oF oh OF ou, 
(18) 6F- ow ou, + ie dw | Ys» 


wo F' kurz die nichthomogene Form F'(u,, wu.) bezeichnet. 


. ‘ ‘ " Ou, Ou. — 
Um aus dieser Gleichung die Gréssen jy und =} zu eliminiren, 


wollen wir die Gleichungen (5) und (6) nach w differenziren. So kommt: 





eee 














Uy), 
Us). 


iten 
(7), 


hur 


en, 








me: 
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eee: oF) oy + (52 oF. w w. SF a 


oo dw . 

| [f2-oree ZF) t+ ore 22230, 
oder 

op [Pee enieia stron 

| be RR #4 —. 





a 


Durch Elimination von und ¢ = aus den Gleichungen (18) und (19) 
Ow 


ergiebt sich 





OYs oF oF 
6F- Bw? du, Ys? du, 4 
— F', Pom 2am Fe 2H.°F | _ 9. 
Ou, Ou, Ou, 
ao : 20 ar 
0, FF 50.5°, FZ _ +4 


Entwickeln wir diese Determinante und bedienen wir uns der oben vor- 
geschlagenen Bezeichnungen, so kommt 


6F*. {(H,®)- F—2(F,)-H+5(F, H)o) 2% + F*.(F,o)y =0, 
oder, nach Reducirung durch F? und vermittelst der Identitit (13), 
(20) y. OM 4 (Fo). Fy = 0. 

Diese Gleichung definirt die erste partielle Derivirte om 

Um on zu finden, differenziren wir die Gleichung (20) nach w und 
eliminiren re und he vermittelst der Gleichungen (19). 

Nach einigen Umformungen ergiebt sich als Resultat der Elimination 
folgende Gleichung: 


(21) wt. 2% _ pr. p. Ot _ FL .y, = 0, 


wo L die nichthomogene Form 67**" Grades ist, welche der homogenen 
OF 60 @(F,%) 
oy,’ Oy,’ CO”; 
OF @0 @(F,®) 
Oy,’ Oy,’ 0% 





(22) L(Y;5Y2) Ys) = 


OF a0 @6(F,%) 


Oy,’ Oys’ OY 








entspricht. 
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Diese Form ist keine Covariante. 


Die Derivirten om und os lassen sich ganz auf dieselbe Weise 


finden, und zwar ergiebt sich 


0% 
(23) W. Ss _ (F, H)-F*-y,=0, 
f 07 Ys é 3 
(24) we. —% + FS. D. — F®. M-y, =0, 


wo M die nichthomogene Form 31% Grades ist, welche der homogenen 
oF 0H OF, | 
dy,’ oy,’ ey, | 
@F @H FH) 





(25) M(y,, Ye» Ys) na ey,’ Ou. Ou, 
OF oH 2a F,H) 
Oy,’ Oy,’ Oy, | 
entspricht. 


Diese Form ist keine Covariante. Die Grasse D ist die Covariante 
60"*" Grades, welche wir schon oben durch Gleichung (14) definirt haben. 
Differenziren wir die Gleichung (23) nach w, so ergiebt sich nach 
denselben Umformungen, wie oben, Folgendes: 
‘ a2 e 7 
(26) we. <. — Ft. B.S + F.N-y, =0, 
wo N die nichthomogene Form 49**" Grades ist, welche der homogenen 
\@F co a(F,H)| 
dy,’ Oy,’ dy, | 
_|aF @0 a@(F,#)| 
(27) N(y, Yo, Ys) = ey,’ Oy,’ OY, | 
oF 0 oH) 
lon,’ Oy? — Oy 








entspricht. Sie ist keine Covariante. 
Ebenso finden wir durch Differenzirung der Gleichungen 


Y, = Ys, Yo = Us Ys 


die Formeln, welche die Derivirten von y, und y, bestimmen: 


aes oy, 1 
(20°) i 3 + (F), 95) m9, 

, o* eu , i 
(21’) yw. 4 —F?. BE. — FL. -y, = 0, 


ii ———_ 1 
(23’) i 2 — (Fy, Hy) -F*: ot = 9). 
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24" vt Oh 4 ps. ph _ ro. a+ .y 0, 
) . a? ; ’ 
(26’) 1 PhP phe PN Sy a0 
(20”) y. OY, + (F; ,).F?.+. = 0 
Ow 8» “1 Us Ye ? 
01°" o* 2 0 “i 1 
(21”) W. 5a — Ft E-5S- FL" -—-y,=0, 
— . eC 7 1 
’ (23”) ¥- on — (Fs, Hy) F° tr = 9, 
Be ¥ all ” 
(24 wr. Sh 4 Fs, Do _ Fe. yr”. ‘zh, 
(26”) 2% wr. th + FT". N".=-y, =0, 


wo die Bedeutung der eingefiihrten Bezeichnungen folgende ist: 
(A) (Fy, %3), (Fy, Hs), (Fs, 1), (Ms, Ay) 
— sind die nichthomogenen Formen, welche den homogenen 


OF (Y, » Yes Ys) , OD(Y, + Yes Ys) i OF (Y; + Ya» Ys) . OD(Y, > Yas Ys) 





1 OY, Cus OYs OU: " 
OF (Y; > Yes Ys) : OY, Yes) OF ly, 1 Yo Vs) _ OY; + Yo>Ys) 
Os OYs CYs OYs ' 
us. W. 
entsprechen; 
(B) L(Y, Ya, Ys), M'(Yss Yo, Ys)> N’ (Yrs Yas Ys) 


ergeben sich aus den Formeln (22), (25), (27), wenn man in der dritten 
Colonne der Determinanten die Gréssen (F,) und (F, H) bezw. durch 
(F,, 0,) und (F,, H,) ersetzt; 


(C) Ll" (Ys5 Yar Ys)» MY Yas Ys)» N” (Yas Yor Ys) 
ergeben sich, wenn man in denselben Formeln die Gréssen (F, ®) und { 
(F, H) durch (F,,,) und (F;, H,) ersetzt. 
Die Grade der Formen L’, M’, N’, bezw. L”, M” , N" ” sind dieselben, 
wie die der Formen L, M, N. 
Diese Formen sind keine Covarianten. 
Zur Erleichterung der folgenden Rechnungen schreiben wir die von 
uns bisher eingefiihrten covarianten und nichtcovarianten Formen und ihre 
Grade in folgender Tabelle: 
Covarianten sind: F, H, 9%, YW, OD, E. 
Thre Grade sind: 6, 12, 30, 45, 60, 78. 

Die nichtcovarianten Formen sind: L, L’, L”, M, M’, M”, N, N’, N”. 
Thre Grade sind: 67, 31, 49. 
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«88. 
Die Differentialresolvente in der Gestalt eines Systems dreier 
linearer partieller Differentialgleichungen 2‘ Ordnung. 


Nehmen wir die Gleichung 


o*y oy ey , 
Ow?’ Ow’ dv’ y 


Oy Ch e% ¥, 
Ow?’ Qw’ adv’ 
(28) a ‘ ° = 0, 
O'"s C¥% OY , 
dwt? dw? Ov’ I 
OY, OY, OYs 


ow? ew?’ Cv’ 








WO 4, Ye, Ys jene Functionen sind, iiber die wir im vorigen Paragraphen 
gesprochen haben. 

Es leuchtet ein, dass die Gleichung (28) beziiglich y eine lineare 
partielle Differentialgleichung 2‘** Ordnung mit den unabhingigen Verinder- 
lichen v und w ist. 

Es ist auch klar, dass bei der Transformation von y,, y,, y,; vermittelst 
einer linearen homogenen Substitution mit einer von Null verschiedenen 
Determinante A die linke Seite der Gleichung (28), abgesehen vom 
Factor A, unverindert bleibt. 


——— 
Hieraus folgt, dass die Coefficienten von y, 2”, 2% oy 


dv’ dw’? dw?’ 
bei Entwicklung der Determinante (28) ergeben, solche Functionen von 
Y1> Ye» Ys Sein werden, welche unter dem Einflusse einer linearen homogenen 
Substitution der letzteren Gréssen, abgesehen vom Factor A, unveriindert 
bleiben. 

Diese Coefficienten sind also Covarianten. 

Endlich folgt unmittelbar aus der ausséren Gestalt der Gleichung (28), 
dass die Gréssen y,, y¥,, y; derselben geniigen. 

Formen wir jetzt die linke Seite der Gleichung (28) um, ohne ihren 
Werth zu verandern. Nach der bekannten Eigenschaft der Determinanten 
kann man sie in folgende Gestalt bringen: 


welche sich 

















yw. 9 _ peg. oy v.32, y 5, y 
yw. £8 _ 7. Boh, you, v.%, Y; 











rm 


- ct 
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Vermittelst der Gleichungen (21), (20), (23), (21'), (20’), (23’), (21”), (20”), 
(23”) bringen wir diese Grosse in die Form folgender Determinante: 








(29) ee F*-L' - ys, —(F,,%5)-F?-ys, (Fy,Hs)-F?-ys, Ys |. 
F*. L"-ys, —(Fy,%,)-F?-y5, (F3,H,)-F?-y5, Uys 
EY. L -ys, — (F,%) F*y;, (FH) -F°-ys3, 9s 
Wir setzen jetzt: 
(F293), (Fs,Hs), uy | |LL’, (Fy, Hg), uy | 


, 7 “i | 
— | (F5,%,), (F5,H), us | = Fy, (Uy Mg), — | L", (FA), te | = Fy, (uy, Us), 








a0) |B), FH), 1 L, (BH),1| 
LU’, (Fy%s), 4; | L’, (Fy,%s), (FH) | 

—|L", (Fs,%1), Ue | = Foe (U4,%y), ”) (Fs, %1), (Fs, Ay)  =Fyrr(tye)5 
iL, (#9), 1 Iz, (F,%), (FA) 


dann sind F5,(uy, tp), P(My, M2)» Fro (Ms Me)» Firz(%y, Mp) ganze nicht- 

homogene Formen, deren Grade durch die resp. Indices bezeichnet werden. 

Diese Formen sind durch die Gleichungen (30) vollstindig definirt. 
Fiihren wir diese Bezeichnungen in die Formel (29) ein und ersetzen 

wir u, und uw, durch die Formeln 

(3) uy = - Us = € 

so bekommt (29) folgende Gestalt: 











FY, Yes Ys): Fs; Ya > Yo» Ys) : ory 
Y7(Yy 5 Ye» Ys) ow* 
(pF Fix Yi 0Ys>Ys) F°Y; 599» Ys) | OY 
3] + | EY; Yos Ys) YY» Yes Ys) + Fouts ¥es¥s)} wage ge ye ow 
(31) F°(Y, 5 Y2>Ys)* Fios (Yrs Ye» Ys) OY 
4 = Yr 2 Ya2 Ys) * A102 (Ys Ya Ys) |? 
¥°(Y, Yes Ys) ov 
* Fy, Ys > Ys) Fiz (Ys > Yo Ys) -y. 
¥*(Ys 5 Yes Ys) 





Wir haben bereits gesehen, dass die Coefficienten von 
Oty ey by 
3w®? Jw? do? 9 
Covarianten sein miissen. 

Hieraus folgt, dass F;,, F,,, Fyog, F,, Covarianten sind und sich als 
ganze Functionen von F, H, ®, ¥ ausdriicken lassen. Zunichst bemerken 
wir, dass die Grade aller Fundamentalcovarianten, ausser Y, durch 6 theil- 
bare Zahlen sind; nur der Grad 45 der Covariante ¥ lisst sich durch 6 
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nicht dividiren. Hieraus folgt, dass die Covarianten F,, und F’,,, deren 
Grade nicht durch 6 theilbar sind, Y als Factor enthalten miissen: 


(32) Fy Yr» Yor Ys) = YY» Yar Ys) * Fe Yi» Yos Ys)» 
Fins; Ys) Ys) — ¥(%; Ye, Ys) 7 Fia(%s, Y2> Ys), 
wo F, und F,, wieder Covarianten sind, deren Grade durch die Indices 
angezeigt werden. 
Da die einzige linear unabhingige Covariante 6°" Grades die Form F' 
selbst ist, so haben wir 


(33) Fy(Y1> Yas Ys) = C- FC; Yas Ys); 
wo C eine Constante ist. 

Da (31) die linke Seite der Gleichung (28) darstellt, so bringen wir 
letztere vermittelst der Formeln (31), (32), (33) in folgende Gestalt: 


‘ , oe? 
C. F°(y,, Yas Ys) ° ¥7(y,, Yes Ys) ; rat 
, ; 
(34) \+ {Foas, Yes 4s) — C-E (Yt, Yor Ys)" FY» Yo» Ys) } - F? (Ys Yes Ys): Ve 


é ' . 
+ Free (Yi Yes Ys) ° oe + Fis (Yss Yor Ys)" F? (Ys Yo, Ys) y = 9. 


Da wir die Ausdriicke der Covarianten F,,, F,, Fj,, E in den y,, ys, Ys 
kennen, so ist es méglich, dieselben nach der in § 1 fiir Y*? angewandten 
Methode durch die Fundamentalcovarianten F', H, %, Y auszudriicken. 

Als Resultat ergiebt sich: 


27 6 
© * Fsa(Ys> Yas Ys) — 2TE(Y, Yos Ys) FCs» Yor Ys) 


= {b,(w) - v? + b,(w)-0 + b,(w)}- F™(y,, Ye, Ys) 


3 
satel c * Fro (Ys 1Ya2Ys) = { &(w)- v°+e5(w)-v*+-¢4(w)-0-+-c,() } -F!(Y,,Ya,¥s), 
2 


> * Fra(Yss Ya Ys) ={ 4, (w)-v* + dy (w)-v + de (w)} -F' (4, Yo5 Ys), 
wo b,(w), b,(w),---,d,(w), in Bezug auf w ganze Polynome sind, deren 
Grade die resp. Indices nicht iibersteigen. 

Die Werthe der in diesen Polynomen enthaltenen Zahlencoefficienten 
kénnen nach der Methode der unbestimmten Coefficienten rein arithmetisch 
berechnet werden. 

Vermittelst (35) und (11) nimmt die Gleichung (28) schliesslich folgende 
Form an: 





fw, 0) S24 + (Dg()-0® + By(w)- 0 + By (0)} - 24 
6°) +{¢,(w)-08 + (w)-v* + cg(w)-v + cy(w)| - ey 


+ {d,(w)- 0? + dy(w)-v + de(w)}-y = 0. 
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Nehmen wir jetzt die Gleichung 


aS Ss Sg! 
Cvow’ ow? Ov ? y 
ay Oy, om 
dvdw? bw? dv? %) 
ay, o% O% | 
dvdw? dw’? dv’? % | 

O*y, OY, OYs | 
dviw? Bw’ dv’? %| 


(37) 





In Bezug auf dieselbe kann man das von der Gleichung (28) Gesagte 
wiederholen. 
Setzen wir: 


NN’, (F,, Hs), uy, N’, (F2,%5), % 
| N”, (Fy, Hy), ty | = Frog (ey , Me)5 N", (Fs,9,), Uy | = Pyy (4, Uy)*); 
IN, (FH), 1 N, (fF), 1 


NV’, Fy), Fa, Hy) 
—|N", (F3, ®,), (F;, H,) =— 99 (%y » Uy), 
N, ,%), (#4) 


so sind die Formen 


Foe(Yis Yo» Ys)» Fea(Yr» Yor)» Foo(Ys> Yor Ys) 
gleichfalls Covarianten. Insbesondere lisst sich die letzte Form so aus- 
driicken: 
(39) Fy (Yi Yes Ys) = ¥(% Yo, Ys) * Fs4(Yss Yor Ys) 


wo F;, ein ganzes Polynom ist und zwar eine Covariante 54°" Grades. 
Vermittelst der Formeln (30), (32), (38), (39) bringen wir die Glei- 
chung (37) in folgende Gestalt: 


a? a 
C-¥? (Yas Ys) soho + Foe (Yr5 Yor Ys) F* (Yr Yo» Ys) a 


, a 
(40) ) + (Bi 1s¥00%s) — CEs %0%s) * FYns¥er¥s)) * FQr9er¥s) * 52 


+ Fy(Yss Yor Ys) * F°(Y1; Yor Ys) > y = 9. 


Wenn wir die in dieser Formel enthaltenen Covarianten durch F, H, 
®, ¥ ausdriicken, so ergiebt sich 


*) Wir bezeichnen diese Form durch das Symbol F,(u,,«,) zum Unterschiede 
von der in (30) definirten Form Fy, (u, , U,). 
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27 - ¥7(y,, Ye Ys) = f(w, v) - F¥(y,, Ye, Ys), 


27 
T° Fee(Yr» Yor Ys) = {0+ 0® + €(w)-v + e(w)} F(y,, Ye, Ys); 
__ 

(41) | ct Fy(Yrs Yar Ys) — 2T EY, Yor Ys) Fr Yes Ys) 


= { fy() - 0® + fy(w) + 0 + fy(t0)) F™(,, Yor ta), 
Z * Fa Ys Yo Ys) = (Ga (0) © + gute) FY, Yas Ys), 





WO &, €,(w), €;(w),---,9,(w) in Bezug auf w ganze Polynome sind, deren 
Grade die resp. Indices nicht iibersteigen. Die Gleichung (37) sieht schliess- 
lich so aus: 


f(w, ») ‘ nae + fev? + e; (w) -o+ €;(w) } oy 
| + (fale) -08 + f(t) 0 + fy(w)) 22 
+ {g,(w)-0 + 9,(w)}y = 0. 


Nehmen wir endlich die Gleichung 

Oy dy oy 

av?’ dw’ dav’? y 

ay, Oy, OM y 

6h ee Creer 

43 = 0. 

- OY, OY, OY 

ov? , Ow ? ov ? Yg 

Gry, OY, Ys, 

dv?’ bw’ dv’ 4 
Auch hier lasst sich das fiir die Gleichungen (28), (37) Gesagte 

wiederholen. Setzen wir: 








| M’, (F,,H,), %, | Me’, Fa»), | 
= | M”", (F;,H,), Ug =F (u,,%), on) M", (F;, ,), Ug | = Fy, (u1,%)*), 
M, (F,H),1 \M, (Fo), 1) 


44 
_ | M", (Fs), (FAs) 


| M”, (Fs,%,), (F's,H,) | = Fy, (u,, Ug), 
\M, (F,®), (FA) | 
so sind die Formen 


Fyg(Yr> Yor Ys)» Feg(Ys> Yor Ys)» For (Yrs Yo Ys) 
wiederum Covarianten. 
*) Wir bezeichnen diese Form durch das Symbol F¢,(u,,%,) zum Unterschiede 
von der in (38) definirten Form F,, (uw, , u,). 
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Die letzte Form lasst sicu so ausdriicken: 


(45) Fo (Yrs Yor Ys) = ¥ (Yrs Yor Ys) * Fae (Yi» Yo» Ys)» 
wo F;, ein ganzes Polynom ist und zwar eine Covariante 36%" Grades. 
Die Gleichung (43) nimmt jetzt folgende Gestalt an: 


o 0 
C-¥?(y,, Yor Ys) ° one + Fig (Yy5 Yo, Ys) * F(Ys5 Yes Ys) * oA 


' C7) 
+{ C- D(Y,, Yas Ys)° Fs, Ya» Ys) + Foe(Yrs Yas Ys)} E81» Yo Ys) ed 
+ Fse(Yi> Yo» Ys) * Fr, Yo» Ys) - y = 9. 


Wenn wir die in dieser Formel enthaltenen Covarianten durch F, H, 
®, ¥ ausdriicken, so ergiebt sich 


(46) 


27 
Fas (Yas Yor Ys) = {hy (w) «0 + hy(w)} FS(%, Yes Ys); 


(47) J? POs ta» Ys)» POs, to» 9) + © Fea(Yhs Yor Ms) 

= (Ky: 0? + kg(w) - 0 + k,(w)} FP" (4, Yo, Ys), 
Fea Ys Yas Ys) = (lo + 0 + y(w)) Fn, Yo» Ys): 
Die Gleichung (43) sieht zum Schluss so aus: 





f(w, 0) £% + (Ia (w) +0 + hy(w)) 22 + (hy? + hy(w)- 0+ hg (wo) 2Y 
+ {h-v+)(w)}y =0. 


(48) 


Im vorliegenden Paragraphen haben wir also ein System dreier par- 
tieller, zur Definirung von y dienender Differentialgleichungen gefunden: 


flow, v) 2H + {4(w) - 0% + dg(w) 0 + Dy(0e)) 2 ; 


+ {6(w) - 0 + c(t) 08 + c6(w) + 0 + e(w)} $¢ 
+ {d,(w) - o? + d,(w) -v + d,(w)} y = 0, 


(36) 


ws x 0) oH + (ego? + e(w) «0 + eg(w)} 2 
+ { fate)? + f,(w)-0-+ fy(w)} SY + (g(w)-0-+94,()} y= 0, 
f (w, 0) £% + (Hy (0) +0 + hy(eo)} 22 + {hy 0 + hy (w)- 0+ g(to)} 24 


+ {h-v+1,(w)}y = 0. 


Dieses Gleichungssystem hat ein vollstindiges Integra) mit drei will- 
kiirlichen Constanten. 


(48) | 
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Da die Gleichungen dieses Systems linear sind und als particulire 
Integrale die Functionen 
(4) Yas Yor Ys 
haben, so geniigt ihnen auch folgender Ausdruck: 

y = Cy, + Cry, + Cyys, 

wo C,, C,, C, willkiirliche Constanten sind. 

Es ist klar, dass letzterer Ausdruck das vollstiindige Integral des 
Gleichungssystems (36), (42), (48) ist. 

Dieses System simultaner partieller Differentialgleichungen kinnen wir 
die Differentialresolvente der algebraischen Gleichungen (1) und folglich auch 
jeder algebraischen Gleichung 6°" Grades nennen*). 


§ 4. 
Die Differentialresolvente in der Gestalt einer linearen Differential- 
gleichung 3‘ Ordnung mit einer unabhingigen Verinderlichen 
v oder w. 


Differenziren wir die Gleichung (48) nach v, so kommt: 
fw, v) £% + {£5 (w, 0) + kyo® + ky(w) 0 + k(w)} 
(49) + {[2hy + ll] + [hy (we) + ty(eo)]} $2 + doy 
+ {hy (w) - 0 + hy(w)} 2% + hy (w) SY = 0, 
wo f, (w,v) die partielle Derivirte von f(w,v) nach v ist. Durch Eliminirung 


von = 4) und se aus den Gleichungen (49), (42), (48) finden wir 


lrg sa fi’ +hyo-+hge-thy) O%+ (ko tlt (ke th)} 22 +hy, yothy — I 
re at (hyo*-thy ot hy } set {Iv + ls} y, 0, hwth, 


(hotteoth) 

*) Es leuchtet ein, dass das Gleichungssystem (36), (42), (48), abgesehen von den 
Bezeichnungen, dieselbe Bedeutung hat, wie die Gleichungen A, in § 2 des 2. Theiles 
der oben citirten Arbeit von Boulanger ,,Journal de l’école a Pa 1898. Der 
Unterschied besteht nur darin, dass Boulanger die Coefficienten dieser Gleichungen 
nicht endgiiltig durch die unabhiingigen Variablen, sondern durch die Differential- 
invarianten von Goursat und Painlevé ausdriickt. Vergleicht man die obigen Formeln 
(36), (42), (48) mit denen von Boulanger, so kann man die Ausdriicke*der Differential- 
invarianten fiir die Valentiner’sche Gruppe durch die unabhingigen Variabelen finden. 
Ausserdem kann uns dieselbe Vergleichung eine einfachere Methode, als die oben 
angedeutete, zur Berechnung der Zahlencoefficienten bieten. 


av 


4+ {90+ %)}Y, h ed 1 e046 | 











du 


(5 


(5 











\f 
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wo der Kiirze wegen die Functionen f(w,v), f,’(w,v), k,(w), k,(w), --- 
durch die Buchstaben f, f,’, k,,k;,--- bezeichnet sind. 
Entwickeln wir die letztere Determinante, so ergiebt sich 


(f?-(Ihy-v-+Iy) oy + FLA + ho +eo)e® + (ks +6s)0 
+ (ls + 6,)](Iy 0h) — hy} 2Y 
+ {f[(2hy+h)v + (hs +1s)] Myo +h,) 
(50) + (Kg: v? + kis-0+ hs) | (Co-0*+ €5-0+ 65) (ty 0 +I4)—hy Ff] 
(feo + fev hy) (hy-0+h,)?) SY 
+ {lf (hy-0+-Iy)+(ly-0+ Us) [(hy-0 +14) (Cg:0-+6,-0+¢5) —hy -f'] 
— (Go V+94) (hy V+My)*} y = 9 


Diese Gleichung kann man Differentialresolvente 3° Ordnung fiir den 
Fall nennen, wo v als unabhiingige Verdnderliche dient. 





Differenziren wir die Gleichung (36) nach w, so bekommen wir 


f: zs e+ {fo + by: -w* + b,- -o-+ by) 2 
+ { (Dy'+.d, 0+ (by'+ds) 0+ oy +06) } 2+ (dy-0%4-dy-v+dy’}y 





(51) . a2 
eC” + {cy-0°+05-0° +6005} 
+ {¢,'-v8+¢,'-v? +¢,"- 0-6, | OY = 0, 
wo fu, by’, by, --- Derivirte von Fe, 0), by(w), b,(w), --+ nach w sind. 


Durch Eliminirung von —— cy 


Fodw und A aus den Gleichungen (51), (36), (42) 


finden wir 


C+ ¢,-0% — ¢,'- v8 4¢,'- v? 
, , 
+o,:0U+C,, +¢,°0+6, 


p54 (fotby-v? +b,: v+b,) = oe => 
+ {(b.’+d,)v? + (db, +d;) 0+ (b, ‘+d,)) 2Y 


ow 
+ {dv?+d,'0+d,'}y : 
2 ¢,- 0° + ¢y-v* 
sant (By:0" +b,-0 vty} 5% ” : + ,:0 +e, 
+ {d,-v? + ds-0+d,} y , 
{eyo + eyo 65} OY + (4 {JV +I}Y¥ , f , fr&+feoth 


Mathematische Annalen. LVI. 24 





=(). 
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Entwickeln wir diese Determinante, so ergiebt sich: 


£?-{6,-v8 +¢5-07 +6,-0+ ¢, | ry 
+ f:{(G-8+ 6-0? +¢6-0+ 6) [fot (a, +h)O+O+fh)ot+b,+h)] 
—f-(G-0* + 6/08 + 05-06) 5m 
+ {f-[(by' +4,) 0? + (by + dy)v + (b,' +g) ](c,-0° + ¢g-0? + €6-v + eg) 
52 + (by-0? + by-0 + b,)[(G-0° + 6-0? + 60+ &) (f+ fv th) 
taal — G08 + 6-08 464-0 +6) 
— (€-0" + 5-0 + 6) (G,-0* + ¢,-07-+ c-v + Cg)? } 52 
+ (f:(d/-0? + ds’-v + dy’) (¢,-0° + ¢5-0? + c4-v + Cy) 
+ (d,-v? + ds-v + de) [(G-0° + Cy-0? + G0 + ¢) (fo P+f-ot+h) 
—f(e,'-0° + ¢,'-0? + '-v + cy] 
— (Gg-¥ +94) (G-0° + Cy-0* + Cg-v+ ¢)*} y = 0. 


Diese Gleichung kann man Differentialresolvente 3°" Ordnung fiir den 
Fall nennen, wo w als unabhiingige Veriinderliche dient. 





In den drei folgenden Paragraphen werden wir einige Eigenschaften 
der Functionen y,, ¥,, ¥; Von v resp. w zeigen, und auf Grund der Kenntnis 
dieser Eigenschaften werden wir dann im Stande sein, die iiussere Gestalt 
der Gleichungen (50) und (52) zu vereinfachen. 


§ 5. 
Primformen. 


Es seien ¥,, ¥2, Ys Integrale der oben gefundenen Differentialglei- 
chungen; dann wollen wir ,,Primform“ ein derartiges homogenes Polynom in 
den genannten Verinderlichen nennen, welches entweder einer rationalen 
Function der Gréssen v, w oder einem Radikale aus einer rationalen 
Function derselben Gréssen gleich ist. 

Es ist klar, dass jede Covariante eine Primform ist. Suchen wir 
insbesondere die Ausdriicke der Fundamentalcovarianten F', H, ®, Y durch 
die Verinderlichen v und w. 

Wenn man die Ausdriicke 

1 
(17) Yj =F °F (uy, Ue), Y= U1Ys, Yo = Mos 
in die Form F'(y,, ¥, ys) einsetzt, so ergiebt sich 


F(y, Yo Ys) =1. 


' 
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Genau so finden wir 


H 19 “2 
H(Y;,Y2)Ys) = Fe =, 


O(u,, 
P(Y;5 Ye» Ys) = ree wets | 
v 2° “2 
¥(%; Yo» Ys) = nae . 
F? (u,, Ug) 
Auf Grund der Gleichung 
(11)  2TP(Y;, Yas Ys) = f(r, &) - FM (Ys Yas Ys) 
bringen wir letztere Formel in folgende Gestalt: 
. ae 
Vs; Yo, Ys) = 3y3 Vi (w, v) : 


Somit haben wir gefunden: 


F(y,, Yo» Ys) = 1, 
A(Y,,Y25Y3) = W, 
(53) O(y,, Ye) Ys) =v, 
1 at 
Vs, Yor Ys) = 33 Vf(w, v). 
Diese Formeln geben die Ausdriicke der fundamentalen Primformen durch 
v und w. 


§ 6. 


Die Riemann’schen Flichen R;,, und Rj,,, auf welchen die 
Functionen u, und u, eindeutig ausgebreitet sind. 


Wir wollen jetzt zuniichst v als unabhingige Veriinderliche und w 
als Parameter betrachten. 

Dann sind bei festgehaltenem w dié w, und wu, zwei algebraische Func- 
tionen der Veriinderlichen v, die eindeutig auf ein und derselben reguliiren 
360-blittrigen (mit w veriinderlichen) Riemann’schen Fliiche ausgebreitet 
sind, welche wir mit dem Symbole Rj,, bezeichnen. 

Wenn die constante Grisse w gegeben ist, so entspricht jedem Punkte 
der Fliche Rggo ein vollstindig bestimmtes Gréssenpaar u,, u.. Und um- 
gekehrt entspricht jedem méglichen Gréssenpaare u,, uw, ein einzelner 
Punkt der Fliche Rgéo. 

Nehmen wir die Curve 12“* Ordnung 
(5) H(u,, U:) — wF*(u,, uy) = 0, 
wo w ein constanter Parameter ist, und nennen wir diese Curve die 
Fundamentaleurve. Jedem méglichen Gréssenpaar w,, «, entspricht ein 
volistiindig bestimmter Punkt dieser Curve, und umgekehrt entspricht 
jedem Punkte derselben ein vollstindig bestimmtes Gréssenpaar w,, us. 
24* 
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Hieraus folgt, dass die Riemann’sche Fliche Rjg und die Curve (5) 
auf einander eindeutig bezogen sind. Sie haben ein und dasselbe Geschlecht, 
ihre Eigenschaften hiingen unter einander eng zusammen. 

Die Curve (5) gehért zu einem Biischel von Curven, welche durch alle 
Schnittpunkte der Curven 

H(u,, u,) = 0, F?(u,, uy) = 0 
gehen. 

Die Eigenschaften der Curve 


F(u,, U3) = 0 


und einiger anderer verwandter Curven wurden bereits von Wiman studirt*). 

Wir erinnern an diejenigen Eigenschaften dieser Curven, welche uns 
bald néthig sein werden. 

1) Die Curve H(u,, vu.) = 0 geht durch jeden ihrer Schnittpunkte mit 
der Curve F'(u,, uv.) = 0 nur ein Mal. Hieraus folgt unter anderem, dass 
die Curve F(u,,u,) = 9 nur ein Mal durch jeden ihrer Schnittpunkte mit 
der Curve (5) gehen wird. 

2) Die Curve O(u,, uv.) = 9 geht zwei Mal durch jeden ihrer Schnitt- 
punkte mit der Curve F(u,, wu.) = 0. 

3) Die drei Curven F'(u,, wu.) = 0, H(u,, ug) = 0, O(u,,u,) = 0 kénnen 
sich in keinem Punkte der Ebene treffen. Mit anderen Worten: Die drei 
Functionen F(u,, u,), H(u,, ug), P(u,,%,) kénnen fiir kein Werthsystem u,, u, 
gleichzeitig verschwinden. 

Wenden wir uns jetzt zur Bestimmung der Lage der kritischen Punkte 
der Function u, oder, was dasselbe ist, der Lage der Windungspunkte 
der Fliche Rye. 

Wir finden die Abhingigkeit zwischen u, und v vermittelst Elimi- 
nirung von u, aus den Gleichungen 


(5) H(u,, uy) — wF? (uy, uy) = 0, 
(6) D(u,, Uy) — 0 F%(u,, uy) = 0. 
Als Resultat gewinnen wir eine Gleichung der Form 
(54) Q(u,, v, w) = 0, 


welche u, als Function der Verinderlichen v bestimmt, wobei w als 
constanter Parameter betrachtet wird. Um die Lage der kritischen Punkte 
der Function u, zu finden, setzen wir die partielle Derivirte nach u, der 
linken Seite der Gleichung (54) gleich Null. 

Nun ist klar, dass wir dasselbe Ziel erreichen, wenn wir die Glei- 





*) Math. Annalen Bd. 47 ,,Ueber eine einfache Gruppe von 360 ebenen Collinea- 
tionen“. 
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D) chungen (5) und (6) unter der Voraussetzung, dass u, Function von «, 
it, . ist, nach w, differenziren und aus den gewonnenen Gleichungen 

oH oF , (oH OF\ buy _ 
7 (85) gu, — 20F + 5 + (ju, — 20 * a) oat — 9, 

ao . oF , (ae aF\ du 

Fu, — O0F*: 5 + (5, — Su’. 5) 5 = 0 


die Ableitung ~~ eliminiren. Das Resultat dieser Elimination ist 





%, 
yp {(H, %)- F—2(F, 0) H+5(F, H)-0) =0, 
us oder, auf Grund der Gleichung (13), 
Y (u, , Ue) 
Lit Fs) 7 
ss Erhebt man diese Gleichung zum Quadrat, so kommt auf Grund der oben 
sit gefundenen Gleichung (11) 
f(w, v) - F*(u,, uy) = 9. 
it Hieraus folgt, dass die Windungspunkte der Fliiche Rjgo denjenigen 
Werthen von v entsprechen, welche durch folgende Gleichungen bestimmt 
™ werden: 
“ (56) 1. f(w, v) =0, 
Uy 
also auch 
te | (57) ¥ (t, Mp) = 95 
te | (58) IT. F(u,, uy) = 0. 
I. Die Gleichung (56), oder in entwickelter Form, 
- (59) v® + dy(w) + v? + a;(w) - 0 + a,(w) = 0 
} bestimmt die Lage von drei endlichen kritischen Punkten. Bezeichnen 
wir die Wurzeln der in Bezug auf v gelésten Gleichung (59) mit den 
Buchstaben «, 8, y, so kénnen wir sagen, dass die Fliiche Rggo an drei 
unter einander verschiedenen endlichen Stellen a, 8, y Windungspunkte hat. 
Il. Aus den Gleichungen (5) und (6) ist zu sehen, dass die Glei- 
chung (58) nur unter der Bedingung v = oo statthaben kann*). Folglich 
Is bestimmt die Gleichung (58) die Lage eines vierten, in der Unendlichkeit 
te befindlichen kritischen Punktes. 
er I. Wir fangen mit dem Punkte « an. Wenn bei v = @ die Wurzel u, 
eine mehr als zweifache Wurzel der Gleichung (54) ist, so wird bei diesem 
2i- Werthe von v sowohl die erste als auch die zweite Derivirte der linken 
‘a *) Andernfalls wiirden die Functionen F'(u,,u,), H(u,,%,), P(u,,%,) an der 


nimlichen Stelle verschwinden, was, wie wir oben gesehen haben, unmiglich ist. 
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Seite der Gleichung (54) verschwinden. Hieraus folgt, dass im genannten 
Falle, ausser der Gleichung (57), noch die folgende Gleichung 


ov OV OU, 


(60) in Ving oe“ * 
statthaben muss, wo oo durch die erste der Gleichungen (55) definirt wird. 
7 


Durch Eliminirung von OM aus der Gleichung (60) und der ersten der 
Ou, 


Gleichungen (55) ergiebt sich dann 
yp \(H,¥)- F—2(F,¥)-H)=0, 


oder, auf Grund der Gleichung (16), 
(61) D(u,, Uy) = 0. 


Also, wenn » =a eine mehr als zweifache Wurzel der Gleichung (54) 
ist, so muss, bei beliebigem w, der Werth v =a den Gleichungen (5), 
(6), (57), (61) gleichzeitig geniigen. Dieses kénnte nur in dem Falle 
geschehen, wenn die Covarianten Y(u,,u,) und D(u,, uv.) einen gemein- 
schaftlichen Theiler hitten, welcher dann seinerseits eine Covariante wiire. 
Aber in diesem Falle wiirde Y sich durch die iibrigen Covarianten F, H, ® 
rational ausdriicken lassen und wire keine Fundamentalcovariante. Also 
ist « nur eine zweifache Wurzel der Gleichung (54). 

Das von der Wurzel « Gesagte bezieht sich sofort auch auf 8 und y. 
Folglich sind wir zu dem Schlusse gekommen, dass die Fliche Ryo im 
Endlichen Windungspunkte nur an drei Stellen a, 8, y besitzt. Diese werden 
durch die Gleichung 
(56) f(w, v) = 0 
bestimmt. Die Windungspunkte sind einfach, d. h. alle Blitter der Fliche 
Ryo sind in ihnen paarweise unter einander verbunden. 

Il. Es eriibrigt noch den Charakter der unendlich entfernten Win- 
dungspunkte zu betrachten. 

Bei v = co nimmt die Gleichung (6) die Form 


(62) F (1, ty) = 0 


an. Wir haben aber schon oben erwihnt, dass die Curve F(u,, u.) = 0 
jeden ihrer Schnittpunkte mit der Curve (5) nur ein Mal passirt. Hieraus 
folgt direct, dass die Curve (62) durch jeden ihrer Schnittpunkte mit der 
Curve (5) fiinf Mal hindurchgeht. Also héngen alle Bliitter der Fliche 
Reo in den unendlich entfernten Windungspunkten zu je fiinf’ mit einander 
zusammen. 
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0 Die gefundenen Kigenschaften der Fliche Rg lassen das Geschlecht 
derselben leicht berechnen. 
Wenn man mit N die Blatterzahl einer reguliren Riemann’schen 
Fliche, mit p ihr Geschlecht, mit @ die Zahl der verschiedenen Stellen, 
wo ihre Windungspunkte liegen, und mit 4,, 4, 43,--+,4, die Zahlen der 
d. an diesen Stellen mit einander verbundenen Blatter bezeichnet, so muss 
™ bekanntlich folgende Relation gelten: 
Se—8,1,1,1 1 , 
(63) ~~ Sse =e 
Fiir die Fliche Rggo haben wir nun 
N = 360, 9 = 4; 4, =A, =A, =2, 4, =5. . 
Die Gleichung (63) lautet daher | 
p-—l 3 1 | 
1) “wo tate m4, 
) woraus 
le p=5d. 
6 
" Die Fliiche Reo ist vom Geschlecht 55. 
a Wir haben schon oben erwihnt, dass das Geschlecht der Fundamental- 


curve (5) dem Geschlecht der Fliiche Rggo gleich ist. Bezeichnet man die 
Ordnung einer nicht zerfallenden Curve mit , ihr Geschlecht mit p und 


‘ die Zahl der Doppelpunkte mit d, so gilt zwischen diesen Gréssen folgende 
y Relation: | 
3 | = — | 
2 t o- 90-9 _ gay. | 
n | In unserem Falle haben wir 
m=12, p=55. 

Folglich ist 
* d=0, 

d. h. die Curve (5) hat keine Doppelpunkte. 
1- 

Betrachten wir jetzt umgekehrt w als unabhingige Veranderliche und 

v als constanten Parameter. Dann sind wu, und u, zwei algebraische 

Functionen der Veriinderlichen w, die eindeutig auf ein und derselben 
0 regularen Riemann’schen Fliche Rg ausgebreitet sind. Die Fliche hangt | 

dabei noch von dem Parameter v ab. 
‘ Diese Fliche ist auf die Fundamentalcurve 
e (6) P(u,, Uy) — vF?(u,, uy) = 0 : 
, eindeutig bezogen. Ihr Geschlecht ist dem dieser Curve gleich. 

In Betreff der Fliche Ryo gilt mutatis mutandis das von Rjg Gesagte. 
Daher beschrinken wir uns auf die Resultate. 
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I. Die endlichen Windungspunkte der Fliche Rj werden durch die 
Gleichung siebenten Grades 


(59) v® + a,(w) - v? + a;(w)- 0 + a,(w) = 0 
bestimmt. Jn allen diesen Punkten sind die Blitter der Fliiche Rsgo paar- 
weise unter einander verbunden. 

Il. Die Flache Rsgo hat unendlich entfernte Windungspunkte. Bei 
w =co gewinnt die Gleichung (5) folgende Gestalt: 

(65) F*(u, 4) = 0. 

Nun haben wir oben bereits erwihnt, dass die Curve ®(u,, u,) = 0 jeden 
ihrer Schnittpunkte mit F'(u,, uu.) = 0 zweimal passirt. Daher passirt die 
Curve (65) jeden ihrer Schnittpunkte mit der Fundamentalcurve (6) vier- 
mal. Hieraus folgt, dass im Unendlichen die Blitter der Fliiche Rygo zu je 
vier unter einander verbunden sind. 

Bezeichnen wir das Geschlecht der Fliche Rjgo abermals mit p, so 
kénnen wir diese Zahl aus der Gleichung (63) berechnen, indem wir in 
derselben ‘ 

N= 360, e=8, 4 —A4,=-:-=4,=2, 14,=4 
setzen. So kommt 


p—l 7 a 
“to tet 7=6; p= 406. 


Das Geschlecht der Fliiche Rsgo ist gleich 406. 

Ebenso gross muss demnach das Geschlecht der Fundamentalcurve 
30*** Ordnung (6) sein. Bezeichnen wir die Anzahl der Doppelpunkte 
dieser Curve mit d und setzen wir in die Gleichung (64) 

n= 30, p= 406, 
so kommt 
d=0. 
Die Curve (6) hat also keine Doppelpunkte. 


§ 7. 
Berechnung der Wurzeln der determinirenden Gleichungen fiir die 
im § 4 gefundenen Differentialresolventen 3** Ordnung. 


Nehmen wir die in § 4 gefundene Differentialresolvente (50). Die 
Verhiltnisse «, und uw, ihrer Integrale y,, y,, y, sind die Wurzeln des 
Fundamentalgleichungssystems (1). Demnach sind durchaus kritische Punkte 
der Integrale der Gleichung (50) alle Windungspunkte der Fliche Rio, 
daneben aber vielleicht auch noch einige andere Punkte. 

Im vorigen Paragraphen haben wir gesehen, dass als Windungspunkte 
der Fliche Ro die folgenden auftreten: 
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I. die drei durch die Gleichung 
(56) f(w, v) = 0 
bestimmten Punkte «, B, y, 

Il. der Punkt 

v=o. 

Aus der Gleichung (50) sehen wir andererseits, dass als kritische 
Punkte ihrer Integrale auftreten kénnen: 

I. die durch die Gleichung 
(56) f(w, v) = 0 
bestimmten Punkte a, 6, y, 

Il. der Punkt 


v=o, 

Il. ein neuer durch die Gleichung 
(66) h,(w)-v + hy(w) =0 
bestimmter Punkt v). 

Beginnen wir mit letzterem. 

Wenn man fiir diesen Punkt nach dem gewéhnlichen Verfahren die 
determinirende Gleichung der Resolvente (50) berechnet, so kommt 

f?(w, %) + hy(w) - r(r—1) (r—2) — f?7(w, v9) + hy (w) + r(r—1) = 0,7 
woraus 

r(r—1) (r—3) = 0. 
Die Wurzeln der determinirenden Gleichung fiir v = v sind also 
i & 
Folglich giebt es drei linear unabhingige particulaire Integrale der Glei- 
chung (50), die im Gebiete des Punktes v) sich so darstellen: 
(61) ¥ = (049,04), y’ =(0—4) B,(v—a), yf” = Py(v—), 
wo 
P,(v—%), P,(v—v%), Ps(v—r) 

im Gebiete des Punktes » holomorphe Functionen sind, die bei v = v% 
nicht verschwinden. 

Hieraus folgt: Der Punkt v, ist ein pseudokritischer Punkt der Integrale 
der Gleichung (50). 

Wir setzen jetzt 
(68) “= 


Da ¥;, Yo, Yz lineare homogene Functionen von y’, y”, y” sind, so sind 
u, und uw, lineare nichthomogene Functionen von w’ und uw”. Die Gréssen 
wu’, w” kénnen daher als nichthomogene Coordinaten eines Punktes der- 
selben Curve (5) nach einer linearen Transformation betrachtet werden. 
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In der Nahe des, dem Werthe v =», entsprechenden, Punktes der 
Curve (5) werden dessen Coordinaten sich so ausdriicken lassen: 


P, (v—%) "> P,(v—%) 
Peon)?  * = @—%): pee)’ 





u’ = (v—y)*- 
In erster Approximation stellt sich folglich der Verlauf der Curve (5) an 
der genannten Stelle folgendermassen dar: 


/_ P.O PAO ns 
“= “P70, * 





Da der Factor 
P, (0) - P,*(0) 
PO) 
endlich und von Null verschieden ist, so ist der betrachtete Punkt ein 
Wendepunkt der Curve (5). 
Hieraus folgt: die Curve 
(66) h,(w)-v + h,(w) =0 
schneidet auf der Curve (5) ein System von Punkten aus, welche Wendepunkte 
der leteteren sind. 
Setzt man in der Gleichung (66) statt » dessen Ausdruck aus der 
Gleichung (6), so erhalt man 


h,(w) - D(u,, Uy) + hy(w) - F®(u,, uy) = 0. 


Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Form 30%" Grades, ebenso wie 
die Hesse’sche Covariante der linken Seite der Gleichung 


(5) H(u,, Ug) — w+ F?(u,, uy) = 0. 
Hieraus folgt, dass die Form 
h,(w) - D(u,, Uy) + Ay(w) - F?(u,, uy) 
von der genannten Hesse’schen Covariante sich nur durch einen constanten 
Factor unterscheiden kann. 


Dieses Resultat bietet ein dreifaches Interesse: 

1) Es erkliirt den geometrischen Sinn des Factors 

hy(w) -0 + hy(w), 
welcher in den Coefficienten der Gleichung (50) fungirt. 

2) Es erlaubt die Berechnung der Coefficienten der Polynome h,(w), 
h,(w) zu vereinfachen, da es nicht schwierig ist, die Hesse’sche Covariante 
der linken Seite der Gleichung (5) zu bilden. 

3) Es gestattet den Schluss, dass diejenigen Punkte der Curve (5), 
fiir welche die Gleichung (66) nicht gilt, keime Wendepunkte sind. 

Letzteres Ergebnis wird uns bald zu Statten kommen. 








ee 
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Wenden wir uns jetzt zu denjenigen kritischen Punkten, die den 
Wurzeln der Gleichung (56) entsprechen. 

Wir bezeichnen die Wurzeln der determinirenden Gleichung fiir einen 
dieser Punkte, z. B. a, mit r,, 7,, 73, und setzen fest 
(69) 1, >> 1%. 
Indem wir dieselben Bezeichnungen, wie in der vorigen Untersuchung, 


ver 


behalten, sagen wir, dass es drei linear unabhingige Integrale y’, y”, y 
der Gleichung (50) giebt, die sich im Gebiete des Punktes @ durch die 
Formeln 
(70) y= (v—a)" P, (v—a), y” = (v—a)" P, (v—a), y" = (v—a) P,(v—a), 
darstellen lassen, wo 

P,(v—a), P,(v—a), P,(v—«) 
im Gebiete des Punktes « holomorphe Functionen sind, die bei v = a 


nicht verschwinden. 
Weiter haben wir 


uw’ = ¥y = (v—a)" mi. P, (e—e) P 
(7 1) y P, (v— ee) 
) dan f, an (o~ ans. SE. 
o= y” = (v a) P, (v—a) 


Da w’ und w” lineare Functionen von u, und uw, sind, so ist @ fir w’ 
und w” ein kritischer Punkt desselben Charakters, wie fiir u, und u,: in 
diesem Punkte hingen die Werthe jeder dieser Functionen paarweise zu- 
sammen. Hieraus folgt, dass r, —7, und r, — 7, rationale Briiche sind, 
die nach der Reducirung zum Nenner entweder 2 oder 1 haben. Also 
sind wir berechtigt zu schreiben 

(72) n—m=4, h—n=t, 
wo p und g ganze Zahlen sind, die der Ungleichung 


(73) p>q>0 
geniigen. 
Setzt man die Ausdriicke (72) in die Formeln (71) ein und setzt 
ausserdem 
Q(v—«) = FES, Q(v—a) — FES, 
wo Q,(v—a) unc Q(v—«) im Gebiete des Punktes « holomorphe Func- 
tionen sind, die bei v = « nicht verschwinden, so kommt 





» Q 
(74) u’ = (v—a)*? Y,(v—a), wu” = (v—a)* V,(v—«). 

Nachdem man die Grdssen y,, y,, ys als lineare homogene Functionen 
von yy’, y” ausgedriickt und in die Formeln (53) des § 5 eingesetzt 
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hat, kann man die beiden Seiten jeder der gewonnenen Gleichungen in 
Reihen nach steigenden Potenzen von v—« entwickeln und die niedrigsten 
Exponenten von v—« in beiden Seiten jeder Formel einander gleichsetzen. 
So erhalt man 


r,=0, gq=1, 

und es ist somit 
p 1 
r, a 9? % a 2 ? 


Die Formeln (74) nehmen daher folgende Gestalt an: 


r, =0 


2 3 
uw =(v—a)*? Q,(v—a), wu” = (v—«)* Q,(v—a), 
woraus folgt, dass der Lauf der Curve (5) in der Niihe des dem Werthe 
v =a entsprechenden Punktes approximativ durch die Gleichung 


(75) uo = @: (9) uP 


2 

dargestellt werden kann. a © 

Wire nun p grosser als 2, so hiitte die Curve (5) bei v = @ einen 
Wendepunkt. Da aber « keine Wurzel der Gleichung (66) ist, so schliessen 
wir aus dem oben Gesagten, dass bei v = a die Curve (5) keinen Wende- 
punkt haben kann; daher ist in der Formel (75) die Zahl p nicht grésser 
als 2. Da andererseits diese Zahl p der Ungleichung (73) geniigen muss, 
so kommt p=2. 


Das Resumé des iiber den kritischen Punkt a Gesagten lautet: Fiir 

den Punkt « sind die Wurzeln der determinirenden Gleichung 
1, $ ? 0, 
Dasselbe gilt natiirlich auch fiir die Punkte B und y. 

Wenden wir uns endlich zum Punkte v= oo. Da die Blatter der 
Riemann’schen Fliche Ryo bei v = co zu je fiinf unter einander verbun- 
den sind, so miissen die Differenzen zwischen je zwei Wurzeln der deter- 
minirenden Gleichung Briiche sein, deren Nenner nach der Reducirung 
entweder 5 oder 1 sind. Mit Hilfe analoger Erwigungen, wie fiir die 
Punkte «, 6, y, finden wir von hier aus, dass fiir den Punkt v = © die 
Wurzeln der determinirenden Gleichung 


11 1 1 
| Tt 307 Te? — 30 
sind. 


Fiir die Gleichung (52) kann man, mit geringen Veriinderungen, das 
iiber die Resolvente (50) Gesagte wiederholen. Daher bringen wir nur 
die Resultate. 
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Die Integrale der Gleichung (52) haben kritische Punkte bei den 
Werthen der Veriinderlichen w, die 
1) durch die Gleichung 


(76) ,(w) - 0 + 64 (w) +o? + o(w) - v + e(w) = 0, 
2) durch 
(56) f(w, v) = 0, 
3) durch 
w= oo 


bestimmt werden. 

I. Berechnen wir die determinirende Gleichung fiir einen durch die 

Gleichung (76) bestimmten Punkt, so finden wir: 
r(r—1) (r—3) = 0. 

Folglich sind alle durch die Gleichung (76) bestimmten Punkte pseudo- 
kritische Punkte der Integrale der Resolvente (52). 

Die ihnen entsprechenden Punkte der Fundamentalcurve (6) sind 
Wendepunkte. 

Der Grad der Gleichung (76), in Bezug auf w, iibersteigt nicht 8; 
aber wie gross derselbe in Wirklichkeit ist, wissen wir noch nicht. Wir 
bezeichnen ihn mit 8—k, wo k eine ganze positive Zahl oder gleich 
Null ist. 

Wenn wir in die Gleichung (76) statt w seinen Ausdruck aus der 
Gleichung (5) einsetzen und in der gefundenen Gleichung den gemeinsamen 
Nenner wegschaffen, so erhalten wir zur linken Hand eine Form des 
Grades 12(8—k) in u, und wu. Diese muss ein Theiler der Hesse’schen 
Covariante der linken Seite der Gleichung (6) sein. Daher kann sie sich 
von dieser Hesse’schen Covariante entweder nur durch einen constanten 
Factor unterscheiden, oder durch einen Factor, der wiederum eine co- 
variante Form ist. 

Der Grad der genannten Hesse’schen Form in u, und wu, ist nun 


gleich 84. Daher ist 
12(8—k) < 84, 


k>1. 

Falls = 1, so sind alle Wendepunkte der Curve (6) durch die 
Wurzeln der Gleichung (76) erschépft. Falls jedoch k>1, so hat die 
Curve (6) ausser diesen noch andere Wendepunkte. Diese complemen- 
téren Wendepunkte werden unbedingt den kritischen Punkten der Integrale 
der Gleichung (52) entsprechen. Sie kénnen den Wurzeln der Gleichung 
(56) nicht entsprechen, da die Form Y(u,, u,) nicht in rationale covariante 
Factoren zerfallen kann. Sie kénnen auch nicht dem Punkte w = oo ent- 
sprechen, da in solchem Falle die Curve (6) in ihren Schnittpunkten mit 


folglich 
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der Curve F'(u,, u,) = 0 Wendepunkte hiitte, durch welche dann auch 
die Curven H(u,, wu) = 0 und (u,, u,) = 0 hindurchgehen miissten, was 
aber nicht der Fall ist. 

So kommen wir zu dem Schlusse, dass k = 1. 

Daher hat die Curve (6) keine Wendepunkte ausser den durch die 
Gleichung 


(76) ¢,(w) - v? + ¢,(w) - v? + c,(w) - v + e(w) = 0 
bestimmten. Der Grad letzterer Gleichung in w, folglich auch der Grad 
von ¢,(w), ist hiernach gleich 7*); wenn wir in die linke Seite der Glei- 
chung (76) statt w seinen Ausdruck aus der Gleichung (5) einsetzen und 
den gemeinschaftlichen Nenner wegschaffen, so erhalten wir eine Form vom 
Grade 84, die von der Hesse’schen Covariante der Gleichung (6) nur durch 
einen constanten Factor sich unterscheidet. 

Il. Fiir die durch die Gleichung (56) gegebenen Punkte sind die 
Wurzeln der determinirenden Gleichung 


1, +>, 0. 


Ill. Fiir w= oo sind die Wurzeln der determinirenden Gleichung 


5 1 1 
12? 6? 12 
8 8. 


Vereinfachung der iusseren Gestalt der im § 4 gewonnenen 
Differentialresolventen dritter Ordnung. 

Die Kenntniss der determinirenden Gleichungen der Differentialresol- 
vente (50) fiir alle ihre kritischen Punkte gestattet uns einige Schliisse 
auf die Eigenschaften der Coefficienten dieser Resolvente. 

I. Berechnen wir nach der allgemeinen Methode die determinirende 
Gleichung fiir den Punkt «, so erhalten wir: 


fa? (w, a) (h,-@+h,) r(r—1) (r—2) 
+ | fa?(w, &) + fa(w, o) [(hiy +e) 0? + (hy +65) 0 
(77) + (is + ¢5)]} (ys + ly) r(r—1) 
+ { (Kig-? + hig -@ + kis) (q-02+ €5-c@ + 65) 
— (fe + frat fy) (hye +hy)} (hye + hy)r = 0. 


*) Um diese Eigenthiimiichkeit hervorzuheben, werden wir das Polynom ¢, (w) 
fortan mit c,(w) bezeichnen. 


Si 











Ik 
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| Ihre Wurzeln waren aber die Zahlen 


1, =, 0. 
Diese miissen also der Gleichung (77) geniigen. 
Dass 0 der Gleichung geniigt, ist evident. Damit auch 1 und $ ihr 


geniigen, sind die Bedingungen 
(Kg-00? + kg -@ +h) (€g:00? + €-0@ + €5) — (fg-a° + fy-e+ fz) (hy-a +h.) = 0, 
~ + fal (w, ct) + (lig + €)a? + (Iby +6) + (Kg +65) = 0 


zu erfiillen. Das von der Wurzel « Gesagte gilt aber auch fiir die 
Wurzeln 8 und y der cubischen Gleichung 


(56) f(w, v) = 90. 

Mit anderen Worten: jedes der Polynome 

(78) (Ky-0? + hg-v + hs) (9-0? + €5-0 + 65) — (fv tfy-e +f) y-e+hy), 
(79) — = fe (W, 0) + (ho +e)0* + (hy + 6)0 + (he +65) 


muss mit der cubischen Gleichung (56) drei gemeinsame Wurzeln haben. 

Dafiir aber ist nothwendig und hinreichend, dass 

1) das Polynom (78) durch f(w,v) theilbar ist, 

2) dass die Identitiit 

1 pg, 
(80) (hy + eq) v* + (hy + ¢3)0 + (hs + 65) = fe (™, ») 
stattfindet. 

Aus der ersten Bedingung folgt, dass der Coefficient von 4 in der 
Gleichung (50) sich durch f(w, v) dividiren lisst. Das Resultat dieser 
Division 

[(2hy+y)v + (hg+Us)] Fy ody) — hy + (hig-0* + hig-0 + hs) 
(81) \+ Fe. 3" | (kg-0? + kig-0 + ky) (€y-07 + €5:0 + €;) 

— (fy +feothy) Gye + hy)} yo + hy) 
ist also ein ganzes Polynom in v und w und muss folgende Form haben 
(82) ay (w) + 08 + ay (w) + 0 + ee (w), 
wo «,(w), «,(w), «,(w) in Bezug auf w ganze Polynome sind, deren Grade 
die beigefiigten Indices nicht iibersteigen. 

Kennen wir die Polynome ky, J, ks, Us, hy, 4y,---, 80 ist es auch 
miglich, «,(w), «,(w), «,(w) durch die in Formel (81) angegebene Division 
za berechnen. 
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Der Coefficient von os in der Gleichung (50) nimmt die Form 
(83) f+ (a0? + a-0 + a) 


an. 

Nachdem wir weiter die Ausdriicke (80) und (83) in die Gleichung (50) 
eingesetzt haben, ergiebt sich, dass f in die Coefficienten der drei ersten 
Glieder der Gleichung (50) als Factor eintritt. Daraus folgt imsbesondere, 
dass die Coefficienten der genannten drei ersten Glieder durch (v—a) theil- 
bar sind. 

Indem wir die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen beibehalten, 
bemerken wir, dass dasjenige Integral, welches der Wurzel 0 der determi- 
nirenden Gleichung entspricht, sich durch die Formel 
(70) y” = P,(v—a) 
ausdriicken lisst, wo P,(v—«) eine im Gebiet des Punktes « holomorphe 
Function ist, die bei v =a@ nicht verschwindet. Setzen wir in die Glei- 
chung (50) statt y den Ausdruck (70’), so bemerken wir, dass alle Glieder 
des gewonnenen Resultates bei va verschwinden, mit Ausnahme vielleicht 
des letzten Gliedes. Dieses wird von Null verschieden sein, wenn der 
Coefficient von y in der Gleichung (50) durch v — @ nicht theilbar ist. 

Da im letzten Falle der Ausdruck (70') nicht der Gleichung (50) 
geniigen kénnte, so kommen wir zu dem Schlusse, dass auch der Coef- 
ficient von y, ebenso wie die drei ersten Coefficienten der Gleichung (50), 
sich durch v — @ theilen lasst. 

Aus demselben Grunde muss genannter Coefficient durch v — 6 und 
v—y, also auch durch das ganze Polynom /(w, v) theilbar sein. 

Der Quotient dieser Division stellt sich in folgender Form dar: 


(84) by hy — hy «by + {(ly-+1s) (ey:0* + ¢4°0 + 6) 

— (GeV + 94) (Ry-v + hy)} (hyo + hy). 
Nach Vollziehung der Division hat der Ausdruck die Gestalt 
(85) 6, (w)- v + B,(w), 


wo £,(w) und £,(w) in Bezug auf w ganze Polynome sind, deren Grade 
die beigefiigten Indices nicht iibersteigen. 

Kennen wir |,, h,, h,, ls,---, so ist es auch méglich, 6,(w) und B,(w) 
durch Vollziehung der in der Formel (84) angegebenen Division zu 
berechnen. 

Der Coefficient von y in der Gleichung (50) nimmt die Gestalt 
(86) f- (Bo + B,) 


an. 











fi 
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Setzt man die Ausdriicke (80), (83), (86) in die Gleichung (50) ein und 
schafft man den gemeinsamen Factor f weg, so kommt also im ganzen: 


fF (yok) £8 + [S A/-(iy-0-t hy) — byt} SY 
(87) A 
+ (@,0° + a0 + @,) > + (6,0 + B,)y = 0. 


II. Die dem Punkte » = oo entsprechende determinirende Gleichung 
fiir (87) hat die Form 


7 
h,- r(r+1) (r+2) — ah: r(r+1)+a,-r— pf, =0 
oder 
1, 3 a, Bb. os 
i el os -t (->+%)r-2 = (0. 
Im vorigen Paragraphen haben wir aber gesehen, dass die Wurzeln 
dieser Gleichung den Zahlen 
il 1 1 
30’ + 6? — 30 
gleich sein miissen. Die Summe dieser Zahlen, die Summe ihrer Producte 
zu je zwei und das Product aller drei Zahlen sind beziehungsweise gleich 
1 12 11 
+> 3007 — 5400" 
Auf Grund der bekannten Relationen zwischen den Coefficienten und den 
Wurzeln der Gleichung finden wir daher die Beziehungen 


. «= 
- 2? 

3, oy 13 
“ste 
ae 8 

h,  —- 5400 


Die erste dieser Identitiiten ist evident und kann als Probe fiir die 
Richtigkeit der obigen, ziemlich schwierigen Rechnungen dienen. Aus den 
zwei letzten Gleichungen finden wir 


463 11 


(88) a; = 300 h,, B, => 5400 h,. 


Die Gleichung (87) lautet also schliesslich 


“ ay: 9s 

f-(hy-0 + hy) re + {> fy (hy-0 + hy) — h,-f} 7A 

(89) : 
6 11 

+ (ses hy 0° + ao + «) rd (~ 5400 4°? + B.)y = 0. 


Mathematische Annalen. LVI. 25 














478 


L. Lacuti. 


Das ist die endgiiltige Gestalt der Differentialresolvente 3” Ordnung 
mit der unabhingigen Verdnderlichen v. 

Die Zahlencoefficienten dieser Gleichung lassen sich, wie erwihnt, 
rein arithmetisch berechnen. 

Transformiren wir die Gleichung (89) durch die Substitution 


(90) ee Vf "GY, 
wo g eine neue unbekannte Function ist, so ergiebt sich fiir g eine 
lineare homogene Differentialgleichung 3‘°* Ordnung. Die kritischen Punkte 
der Integrale der transformirten Differentialresolvente werden dieselben 
sein, wie in (89). Die Wurzeln der ihnen entsprechenden determinirenden 
Gleichungen werden folgende sein: 

1) fir den Punkt v, die friiheren 

3, 1, 0; 
2) fiir die Punkte «, 6, y werden alle drei Wurzeln um — = grésser 


und sind also 
1 1 


+ my » - my 
3) fiir v = co werden alle drei Wurzeln um + ; grésser, also gleich 
28 5 22 
15? 38’ 16° 
Daraus folgt, dass das nach v genommene unbestimmte Integral der Func- 
tion g bei allen Werthen von v endlich bleibt; es ist also ein Abel’sches 
Integral 1*** Gattung. 
Also ist die durch Gleichwng (90) definirte Function p eine Riemann’sche 
g-Function fiir die Fliche Rego. 


Fiir die Gleichung (52) kann man mutatis mutandis alles oben von 
der Gleichung (50) Gesagte wiederholen. Daher beschrinken wir uns auf 
Angabe der Resultate: 

I. Damit fiir die durch die Gleichung f(w,v) =0 definirten Punkte 
die Wurzeln der determinirenden Gleichung 


1 


i, -37, @ 
werden, ist nothwendig, dass 
1) die Gleichung 
1 pw 
(91) (+f)v + Oth)ot+h +h = 5 fe 


git, 


2) die Coefficienten von es und von y durch f(w, v) sich theilen lassen. 











er 
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Il. Nachdem wir alle Glieder der Resolvente (52) mit Beriicksichtigung 
von Gleichung (91) durch f(w, v) getheilt haben, bekommt die Resolvente 
folgende Gestalt: 


f-{e,-v8+¢,-0° +c: vtec} 2 as 
f {+ fe: (¢,-08+-¢5-v?+-¢,-0-+¢,) — f: (6,08 +050? + 6, - v+¢y)} 2Y aot 
+ (ro: 758+ 74-0 + 50-08 + 790+ M49) oY 
+ {0,-v°+0,-vt+ d,-0° + 0,-0? +4),-0+0,}y¥ = 90, 


(92) 





WO Ye, Ys) ¥z,°°* in Bezug auf w ganze Polynome sind, deren Grade die 
Indices nicht iibersteigen. Diese Polynome lassen sich durch einfache 
Divisionen berechnen. 

Transformiren wir diese Gleichung (92) vermittelst der Formel (90), 
so ergiebt sich fiir m eine lineare Differentialgleichung 3°" Grades mit 
der unabhiingigen Veriinderlichen w; die Function ist eine Riemann’sche 
y-Function fiir die Fliache Rgéo . 


§ 9. 
Berechnung der Differentialresolvente 3** Ordnung 
im allgemeinen Falle, wo v und w Functionen einer unabhingigen 
Veriinderlichen ¢ sind. 


Es seien v und w gegebene rationale Functionen der Verinderlichen ¢, 


(2) v=9(), w=9¥(d); 
ihre Ableitungen nach ¢ bezeichnen wir durch 


” wr 


v, w’, v, w”, v ac > 
Ferner sei, wie vorher, y eine lineare homogene Function der Gréssen 
Yi> Ye, Ys, die durch die Gleichungen (17) bestimmt sind. 
Diese Gréssen geniigen, wie § 3 erwiihnt, einem System dreier par- 
tieller Differentialgleichungen 2%" Ordnung (36), (42), (48). Wir schreiben 
diese Gleichungen kurz so: 


(36’) i —P,%4P, ie + Py, 
(42’) em + + ay, 
(48’) Oy = R, 1 4 ROY + Ray, 
wo P,, Py, Ps, Q,, Qe, °*+ bekannte Functionen der Veriinderlichen v und 


w sind. Auf Grund der Gleichungen (2) werden sie explicite Functionen 
von ¢ sein. 


25* 
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Die Ableitung von y nach ¢ ist 


di dy , 
(93) oY am OY wo 4 OY yy, 


Differenziren wir diese —_— nochmals, so kommt 


” Ul v , o? y 
= 1 9” 4% + Fh wot + 2 Oe Uw + 50 . 


d*y 
dt? 


oder, vermittelst der Formeln (36’), (42’), (48’), 
oY = {w” + P,w'? + 2Q,0'w' + R,v'*} Hi 
+{v" + Piw’? + 2Q,0'w’ + Rv’?} sf 
+{ Pw’? + 2Q,0'w' + Rv'*} y. 


Die in Klammern stehenden Ausdriicke sind bekannte Functionen von t¢. 
Bezeichnen wir kurz jede derselben mit einem Buchstaben, so kommt 


(94) ee 


dt? 1 Ow 


a 
ot Sa 55 + Sey: 
Die prienseatiep dieser Gleichung nach ¢ giebt 


as Has a+. w+ ity) 
(95) 
ciliata oY + 30 TY 
dvd Ov”? 

wo S,', S,’, 8,’ die Ableitungen der Functionen S,, S,, S, nach ¢ sind. 
Vermittelst der Gleichungen (36’), (42’), (48’) nimmt die Gleichung (95) 
dann schliesslich folgende Gestalt an: 

a’ , , , , , , 

pr = {S)'+ S,w’+ 8, P,w'+ (S,o'+ Sw’) Q, + 8, R,v'} sf 


+ {8,'+ S,o’ + 8, Pyw’ + (S,v'+S,w’) Q, + S,Ryv’} v 
+ {S,'+ 8, P,w’+ (8,0'+S,w’) Q, + Sy R,v'} y. 


Die in Klammern stehenden Ausdriicke sind bekannte Functionen von t¢. 
Indem wir jede derselben mit einem Buchstaben bezeichnen, erhalten wir 


d®y 7 7 
(96) ce = hh set Ts a+ Tsy. 


Als Endresultat ergiebt sich endlich durch Elimination von se und 


aus den drei Gleichungen (93), (94), (96): 











(s 


“sn 
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| a 
| Sa — Zs¥ T,, TT; 


@ 
a —Sy, 8, S|) =0. 

dy , ’ 

dt a eis 


(97) 


Das ist eine lineare Differentialgleichung 3'* Ordnung beziiglich y 
mit der unabhiingigen Verinderlichen ¢. Ihre Coefficienten sind bekannte 
Functionen von ¢. Die Gleichung (97) ist die gesuchte Differentialresolvente 
3” Ordnung im allgemeinsten Falle, wo v und w beliebige Functionen 
von t sind. 
Die im vorigen Paragraphen gewonnenen Gleichungen sind diejenigen 
Specialfiille, in welchen ¢ einer der Gréssen v oder w gleich ist, wobei 
dann die andere constant bleibt. | 


4. 
Moskau, im Februar 1902. 
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E. Nerro. 


Ueber die Zusammensetzung von Substitutionen aus den 
Transpositionen. 


Von 


E. Nerro in Giessen. 


Herr A. Hurwitz ist wohl der Erste gewesen, welcher die Frage 
nach der Anzahl der Darstellungen einer vorgelegten Substitution durch 
ein Product einer bestimmten Anzahl von Transpositionen gegebener n 
Elemente behandelt hat (Math. Ann. 39; (1891) p. 1, § 3). Er ist auf 
Grund sehr scharfsinniger Betrachtungen zu folgendem Resultate gelangt: 

Die Anzahl der Darstellungen einer mit n Elementen gebildeten Sub- 
stitution als Product von w Transpositionen ist gleich 
(1) Qh” + Gf” +++ + Gh", 
wo die Zahlen ¢,, ¢,--+ G3 fiyfe,***f, von w nicht abhiingen. Die Coef- 
ficienten ¢,, C,---¢, sind rationale von der Substitution und von der Zahl n 
abhiingende Zahlen. Dagegen sind f,, f,,---f, ganze Zahlen, welche aus- 
schliesslich von n abhiingen und folgendermassen gebildet werden. Man zerlegt 
n auf alle méglichen Weisen in positive ganzzahlige Summanden 
(2) namtyteity, 
wobei v, >», > ¥, >--->v,>O0 vorausgesetet wird, und setat 





*r (Pr 


2 


si cal —1 
(3) fam D 4 AMD 4g MOXY 
— (vy, +2¥,+3y,+---+rv,) +n. 
Die auf diese Weise entstehenden Zahlen f sind gerade die oben mit 
fis far*+ +f, bezeichneten Zahlen. 

Im fiinften Paragraphen seines Aufsatzes giebt Herr A. Hurwitz als 
Beispiele die Darstellung der identischen Substitution 1 bei »= 3, 4, 5,6, 
jedoch ohne Mittheilung dariiber zu machen, auf welche Art die Coef- 
ficienten ¢,,¢,,---+¢, bestimmt worden sind. Ich will im Folgenden eine 
Methode der Herleitung dieser Coefficienten liefern und sie auf alle Arten 
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von Substitutionen fiir 3,4,5,6,7 Elemente anwenden. Dabei dringen 
sich sehr merkwiirdige, zum Theil freilich nur durch Induction bestitigte 
Verhiltnisse dem Beobachter auf. 


§ 1. 

Wir leiten zunichst die Formel (1) her. 

Wir bezeichnen die Zypen der Substitutionen, welche aus einer ge- 
raden Anzahl. von Transpositionen hergestellt werden kénnen, mit 
(9:1, [9], [9s],--°3 die, welche aus einer ungeraden Anzahl von Trans- 
positionen bestehen, mit [w,]|, [u,], [%s],---. Dann werden zu den [g,] 
alle Transpositionen gehéren, welche in Cyklen geschrieben eine der 
Formen haben 


1; (abc); (ab) (cd); (abede); (abed) (ef); (abe) (de) (fg); --- 
oder in kiirzerer Bezeichnung 
[9]; [3]; (2, 2] = [2°]; [5]; [4, 21; (3, 2, 2] = [3, 2%]; ---. 
Zu den [u,] gehdren, in Cyklen geschrieben 
(ab); (abed); (abe) (de); (abedef); (ab) (ed) (ef); --- 
oder in kiirzerer Bezeichnung 
[2]; [4]; [3, 2]; (6); [2, 2, 2] = [2%];---. 

Multiplicirt man alle [w,], die mit » Elementen a, b, c,d, --- gebildet 
werden kénnen, mit einer Transposition dieser Elemente, so entstehen 
lauter [g,] und umgekehrt. Bezeichnen wir nun die Anzahl aller [u,] und 
die aller [g,], welche aus den » Elementen durch Multiplication von x 
Transpositionen unter Beriicksichtigung ihrer Folge gebildet werden 
kénnen, mit 

[wl,” und [g.l,”, 
dann kann man alle [w,], die aus (x+1) Transpositionen gebildet sind, 


durch alle [g,] von x Transpositionen vermittels einer neuen Transposition 
als letzten Factor herstellen. Wir schreiben dies in leicht verstindlicher 


Bezeichnung 
[9al, = >Is),-1 T ge 
Daher bestehen Gleichungen 
[ut = ays[94\0” + ayo[ 99)” +---, 
[may sn dys [9s ).” + diye 92.” $e 


. . 


(4) 


und ebenso erhalt man fiir die [g] 
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(5) [9,1 af - ley] + Dy [uw] + 
(ale /- by, [w]e + dys [| + 


Benutzt man nun jedes dieser Gleichungssysteme zur Umgestaltung und 
weiteren Indices-Verminderung der rechten Seite des andern, so erhilt 
man Gleichungen 


6) [wels2 = Acila]” + Ausf]? + 
(a =1,2,- ‘) 
und 
(7) [a afl = Buln + Baal ge)” +: 
(« =1,2,---). 
Aus (6) und (7) kann man dann mit Hiilfe geeigneter Coefficienten 
Uy, Mg, °°: bekanntlich lineare Functionen 


wy [ee]? + wey[eg | + 


herstellen, welche sich bei der Vermehrung des Index x um 2 bis auf 
einen Zahlenfactor @ reproduciren. Man erhilt also 


(8) Uy eS +> Mg, ale. + = QO, {sal 2, + Me, ale] _, + ii \; 
dabei kann fiir g, jede Wurzel @ von 
Ay—@ Ay As, 
(9) Ais Ay,—@ Ase eT ae 
Aj; Ag, A;,; — @-- 


genommen werden. 

Achnliches gilt fiir die [g,]t”. 

Lést man endlich alle Gleichungen (8) fiir die verschiedenen o,, die 
man durch fortgesetzte Verminderung der unteren Klammerindices auf 
die Form 


(8a) My, al |” +1 + Hs, elle |e? 4, + > = Oa z{ iy alt” + bg, alM | + +f 
(«=1,2,---) 


bringen kann, nach den [wu I 4: auf, so entsteht die Form des Herrn 


A. Hurwitz; jedoch sind dabei die 9,, 9,,--- durch die Gréssen /,’, /,°,--- 
zu ersetzen. 
Fiir die [gu|? gelten die gleichen Ueberlegungen. 











—_ -—- tA se 
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§ 2. 


Die Coefficienten der Gleichungen (4) bezw. (5) lassen sich allgemein 
bestimmen. Auf der linken Seite von (4) oder (5) stehe eine Substitution 
s vom Typus 


(10) S=[hy,hgy- ++ hy Kuga hl; (2k = mM <n). 
In ihr mégen die ersten w Cyklen von zweiter Ordnung sein, d. h. 
ky, he, -k, = 2; Kasay --+k, >2. 
Es handelt sich um die Bestimmung von 
(10*) [hy Kay > BI = (24, Baya bi] 
durch Betrachtung der Producte passender 
(11) 6=|g| oder [ul], 


welche aus (x—1) Transpositionen zusammengesetzt sind, mit je einer 
passenden Transposition t= (a8). Dabei sind fiir die Typen 6 und t 
verschiedene Formen méglich, durch welche 6-t mit dem Typus (10) 
iibereinstimmend gemacht werden kann. 

I. Es habe die hinzugefiigte Transposition t zwei in (11) noch nicht 
vorkommende neue Elemente. Das ist nur méglich, wenn (11) die Form 


(12) 6 = [2"-}, Kkusi'** &,] 

hat, und rt gleich dem, in 6 gegen s fehlenden Cyklus zweiter Ordnung ist. 
Die beiden Elemente von t kénnen aus den (n—m)+2) in 6 nicht vor- 
kommenden Elementen beliebig gewihlt werden; folglich kann man fiir 


n—n +2 
2 


jedes 6 vom Typus (12) ( Transpositionen t herstellen, fiir die 


6t den Typus (10) besitzt. Dieser Fall liefert also zu (10*) den Beitrag 
(A,) (" a = + *) [2"- Ku say di is ky”, 


Il. Es habe die hinzugefiigte Transposition t ein in (11) noch nicht 
vorkommendes neues Element. Das andere Element von 1, welches auch 
in 6 auftritt, mag in dieser Substitution einem Cyklus von r Elementen 
angehéren. Dann unterscheidet sich der Typus des 6t von dem des 6 
nur dadurch, dass jener Cyklus von r Elementen durch einen solchen von 
(r+1) Elementen ersetzt ist; entsteht dann der Typus (10) so wird, da 
r>2 ist r+1>3 sein, d. h. r kommt nicht unter k,, k,,---k, vor, 
und es ist 

6 =[2", kysiy s+ (ha—1),°+ +h] (uti sesy). 
Das mit t gemeinsame Element kann dem Cyklus der Ordnung (k,—1) 
auf (k,—1) Arten entnommen werden; fiir das nicht gemeinsame Element 
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haben wir die Wahl unter (n—m,+1). Dieser Fall liefert sonach zu 
(10*) den Beitrag ; 


(Ay) (n—my +1) >" ha—1) Day 0) e— 1), I”. 
a=ut+l 

Der an das Summenzeichen gesetzte Accent soll andeuten, dass die 
Summation nur iiber je eins der etwa unter einander gleichen i, erstreckt 
werden darf. Diese Einschrankung ist néthig, da es nur auf den Typus 
der Substitutionen ankommt. 

Ill*. Es habe die hinzugefiigte Transposition t zwei Elemente, die 
schon in 6 vorkommen; beide sollen dagegen in or verschwunden sein. 
Das ist nur méglich fiir ein 


o=[2+1 hk 4,---h] 


> utd) 
und ein t, welches gleich dem in s verschwundenen Cyklus zweiter Ord- 
nung ist. Da dieser Cyklus unter den (u+ 1) vorhandenen beliebig gewihlt 
werden kann, weil es ja nur auf den Typus der Substitutionen ankommt, 
so erhalten wir hier den Beitrag 


(As) (w+ 1) -[2"+%, Kugay sh (*) 


vy —1° 
III”. Es habe die hinzugefiigte Transposition t zwei schon in 6 vor- 
kommende Elemente, von denen eins in 6t verbleibt, waihrend das andere 
in 6t nicht mehr vorkommt. Dies ist nur méglich, wenn rt aus zwei, in 
einem Cyklus von 6 aufeinanderfolgenden Elementen besteht; die Ord- 
nung dieses Cyklus muss > 2 sein. Es ist also 


C= [k,, ie (ka + 1), abet k, 1, 


und da rt hiernach auf (k,+ 1) Arten gewihlt werden kann, so erhiilt 
man als Beitrag 


(A,) (ka +1) -[hy, -*+, (k, +1), --- kJ. 
a=1 

Der an das Summenzeichen gesetzte Accent soll andeuten, dass die 
Summation nur tiber je eins der etwa unter einander gleichen k, erstreckt 
werden darf. 

Ili°*. Es habe die hinzugefiigte Transposition t zwei schon in 6 
vorkommende Elemente; beide sollen auch in 6t vorkommen. Sie sollen 
demselben Cyklus von der Ordnung h in 6 als erstes und als (@ + 1) 
angehéren. In dem Producte ér tritt statt jenes Cyklus von h Hlementen 
ein solcher von g und ein anderer von (h—g) Elementen auf. Da or 
den Typus (10) haben soll, so muss ep =k,, h—@ =k, und 


6 =[hy,- > +, (kathy), >> + hy] 
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sein. t besteht dann aus zwei Elementen des Cyklus von der Ordnung 

(k, +k,), die um k, Elemente von einander entfernt sind. Ist k, =k, 
1 ~ , 

dann kann man t auf —-(k,-+k,) Arten wihlen; ist k, += k,, auf (k,+ ks) 


Arten. Bedeutet « die Zahlen 0 oder 1, je nachdem k, =k, oder =k, 
ist, so giebt es fir t 





1+e (ky + ky) 


2 


Méglichkeiten,- und wir erhalten in diesem Falle als Beitrag 
- ‘1 ; n 
(As) SE het hy) hye at) hl, (eB). 
a,p=1 
Auch hier bedeutet der Accent, dass jeder Typus nur einmal aufgenommen 
werden darf. 

Tile’. Es habe die hinzugefiigte Transposition r+ zwei schon in 6 
vorkommende Elemente; beide sollen auch in 6t vorkommen. Sie sollen 
in 6 verschiedenen Cyklen angehéren. In dem Producte 6t werden dann 
beide Cyklen in einen iibergehen, dessen Ordnung die Summe der Ord- 
nungen jener beiden ist. Folglich ist 

v= [h;, kg, ie (kh, — 9), mere k, | (o=2, 3,---,k,—2), 
und hier ergiebt sich als Beitrag zu (10*) 
» bend 
(Ag) Po Do Q,(k = 0.) ‘ [hy, ks, 1. oe (ka ii Qu)» es -. . 
“21 Gq =2 
Auch hier bedeutet der Accent, dass jeder Typus nur einmal aufgenommen 
werden darf. ; 

Aus der Summe der Ausdriicke (A,), (A,),--- (Ag) setzt sich der 
Werth von (10*) zusammen. 

Als Beispiele fiihre ich an, indem ich den oberen Index » unterdriicke, 


[Shays — [2 be a413 

[2har1 = (5) [Skat 313k e+ 2[2*hai 

[Bheage = 2(m—2) [2hags + 44lecgs + 113, 2h ays; 

[4hag1 = 3(m—3)[3},, + 412, 2. + 5[3}, + 1[2, 4]; 

lags = (&—1) (n—k+1)[k—1], + [h, 2]. + (+1) [K+], 

+ 2(k—2)[k—2, 2], + 3(k—3) [k—3, 3], + 4(k—4) [k—4, 4], +++. 
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§ 3. 

Auf diese Art kann man die Gleichungen (4) und (5) herstellen. Wie 
schon oben bemerkt wurde, folgen dann die Gleichungen (6) und (7) ohne 
jede Schwierigkeit. Ihre directe allgemeine Herstellung ist selbst bei ein- 
facherem Typus der linksseitigen Substitution ziemlich beschwerlich. Wir 
geben sie deshalb auch nur fir [0},,,,=([2},,,, und fiir [3},,,9. 

Es ist zu setzen 


[Olas2 = Alba + (Sb. + Il2, 2h a} 
weitere Glieder kénnen auf der rechten Seite nicht auftreten, da das 
Product t,-t, zweier Transpositionen héchstens vier Elemente und diese 
nur in der Verbindung [2, 2] enthilt. — Um von [0],, auf [0],,,, zu 
gelangen, muss t, -t, =1, d. h. tr, = 1, sein; t, ist auf (>) Arten wihlbar; 
also ist g, = (°): 

Um von [3], = («yf) auf [0],,,, za kommen, muss 1,1, = («fy) 
sein, d. h. 

t, =(«B),  —=(ay) oder t,=(ay), t,=(By) oder t,=(By), t =(aA). 
Es bestehen also drei Méglichkeiten, und es ist g, = 3. 

Um von [2?],, auf [0],,,. zu kommen, muss, wenn [2°] = (@{) (y@) 
ist, t, = (@8), t. =(yd) sein oder tr, =(yd), t, =(aB). Es bestehen 
also zwei Méglichkeiten, und es ist g, = 2. 

Also erhilt man 


[Chars = (9) [ka + 313k a+ 2[2*ha- 
Wir setzen ferner 
[Bhasrs=Alat+Iel3batIsl2, 2] atIl5 ba tIsl4; 2b atIol3*)+94[3,2". 
Um von [0], , auf [3},,,. zu kommen, giebt es, wenn wir [3]=(«By) 
setzen, fiir r,, t, drei Miglichkeiten, wie soeben gezeigt worden ist. Ferner 
A 


kann (@By) aus » Elementen gebildet werden; das giebt 


Méglichkeiten; also ist g, = 3 to Le _ n(n—1)(n—2); 


Um von [3],, auf [3},,,, zu kommen, setzen wir die zweite Sub- 
stitution = (@Py) und haben dann fiir die erste zu wahlen 


I) (@By) oder II.) (@yB) oder IIL) (wBd) oder IV.) (ad 6) 
dem entsprechend wird 1,7, 

E> 63 oder II.) (w@yB) oder IIL.) (ady) oder IV.) (ay) (Bd). 
Der erste Fall r,r, =1 liefert, wie wir oben sahen, (3) Méglichkeiten. — Der 
zweite Fall liefert, wie gleichfalls schon gezeigt ist, drei Méglichkeiten. — 
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Der dritte Fall lasst fiir die Ausscheidung eines Elements y aus («By) 
drei Méglichkeiten zu, fiir die Einfiihrung eines neuen Elementes ¢ ferner 
(n—3) Méglichkeiten, fiir die Zerfillung von t,t, = (ad y) in zwei Trans- 
positionen, wie beim zweiten Falle, drei Méglichkeiten. Zusammen giebt 
das 9(n—3) Méglichkeiten. Der vierte Fall fiihrt ebenso auf 6(n—3) 
Méglichkeiten; und zusammen hat man also 

9, = (3) +8 + 9(n—3) + 6(n—3) = ™THm— 

Um von [2,2],, auf [3},,,. zu gelangen, setzen wir die erste Sub- 
stitution = («B)(yd) und fragen, wie t,t, beschaffen sein muss, damit 
(@B)(yd)-t,t, vom Typus [3] werde. Fiihrt r,-1, kein neues Element 
ein, so muss etwa y verschwinden, wihrend a, 6, d in Verbindung treten. 
Das geschieht durch t,t, = (dy8) oder =(daf). Die Auswahl des ver- 
schwindenden Elementes gestattet vier Méglichkeiten; fiir 1r,r, bestehen 
deren zwei; die Zerlegung jedes in Transpositionen ist auf drei Arten 
méglich. Somit erlangen wir 24 Méglichkeiten. — Fiihrt dagegen r1,-1, 
ein neues Element # ein, so miissen zwei andere verschwinden. Also 
wird t,t, = (a#)(By). Hier ist # auf (n—4) Arten wihlbar, der weg- 
fallende Cyklus (By) auf zwei Arten, das zuriickbleibende, mit # ver- 
bundene Element « auf zwei Arten; die Zerlegung von 1,1, ebenfalls auf 
zwei Arten. Somit erlangen wir 8(n—4) Méglichkeiten, und es wird 


9, = 24 + 8(n—4) = geting 
Bestimmen wir in ihnlicher Weise g,,---9,, so folgt 


[3ha42 = (n—1)(n—2)-[Oh, fee tery [3he + 8(n—1)-[2*ha 
+ 25-[5}.+ 8-[4, 2h. + 6-[3%ba+ 2-13, be 


§ 4. 

Sind auf diese oder eine andere Art die Gleichungen (6) und (7) 
abgeleitet, dann handelt es sich um die Bestimmung der Gleichungen (8), 
zu der die Auflésung von (9) und der entsprechenden Gleichung mit den 
B,, nothwendig ist. Die Hurwitz’schen Untersuchungen iiberheben uns 


dieser recht miihsamen Arbeit, indem die Wurzeln beider aufzulésenden 
Gleichungen durch die Quadrate der Gréssen 


(3) f= a %—%) + 4%—2 rw be a == 





— (vy, +2v,+3,+---+rv,) +n 
bei ‘ 
(3*) %SHS%SSy%>0; D'y,=n 


a=1 


geliefert werden. 
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Bei der Berechnung der Gréssen (3) ist bemerkenswerth, dass die 
von Null verschiedenen unter ihnen ihrem absoluten Werthe nach eine 
gerade Anzahl von Malen und zwar eben so oft positiv wie negativ auf- 
treten. Am einfachsten beweisen wir dies, indem wir die Zerlegung von 
m, welche durch (3*) geliefert wird, in einer anderen Art mit (3) ver- 
kniipfen. Wir wahlen dazu die Darstellung der Zerlegung von durch 
ein Punkt-Diagramm (vgl. meine Combinatorik, § 96), indem wir in r 
Horizontal-Zeilen der Reihe nach »v,, »,,---v, Punkte eintragen, die 
spaltenweise untereinander stehen und deren Anfangs-Elemente in eine 
Verticalreihe kommen sollen. So stellt das Punktdiagramm 


die Zerlegung 18 =5+5+3+3+2 dar. In diesem Punktdiagramm 
geben wir nun jedem Punkte der Diagonale das Gewicht 0, jedem Punkte 
der rechts benachbarten Parallelreihe zur Diagonale das Gewicht + 1; jedem 
Punkte der dieser Reihe rechts benachbarten das Gewicht + 2; u. s. f.; 
links von der Diagonale treten in gleicher Weise die Gewichte — 1, —2, —3,--- 
auf. Das oben angefiihrte Punktdiagramm liefert beispielsweise 


0, +1, +2, +3, +4 
«i, QQ 444855 


wt, % 
ee oe 
4, —§. 


Bildet man dann die Summe der so aufgeschriebenen Zahlen, so entsteht, 


wie sich ohne Schwierigkeit nachweisen lisst, gerade das zugehérige f 


in (3). 

Wird nun aber das Diagramm von links nach rechts vertical gelesen, 
so erhilt man eine Zerlegung, die stets und nur dann von der ersten 
verschieden ausfillt, wenn das zugehérige f nicht den Werth 0 hat. Die 
za den beiden Deutungen des Diagramms zugehdérigen f haben die Summe 
0, wie sofort zu erkennen ist; und damit ist bewiesen: jedes von Null 
verschiedene f kommt gleich oft positiv wie negativ vor. 

Ferner erkennt man leicht, dass bei jedem » Zerlegungen bestehen, 
welche f= 0 liefern. Dazu ist es niimlich ausreichend, dass die beiden 
Deutungen des Punktdiagramms identische Zerlegungen geben, und dazu, 
dass das Diagramm symmetrisch zu seiner Diagonale liegt. Dies ist bei 
gegebenem » stets zu erreichen. Ist »—2m-+1, so geniigt die Zer- 
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legung: [m,1,1,1,---]; ist » = 2m + 2, so reicht: [m,2,1,1,---] dazu 
aus. Ist »>7, so giebt es mehrere Zerlegungen, die f= 0 liefern, so 
fir n=8 die beiden [4,2,1,1] und [3,3,2]; fir »n=13 die drei 
(7, 1°], [5, 3%, 1°] und [4°, 3, 2). 


§ 5. 
Nachdem die @ erlangt sind, hingt die Aufstellung der Gleichungen 
(8) und der entsprechenden fiir die (9S? von der Lésung je eines Systems 
von linearen Gleichungen ab. Die Herleitung von (8*) aus (8) ist da- 


durch sehr einfach, dass fiir die [w)” nur der Typus [2)\” - (3) von 


Null verschieden bleibt, und fiir die tg” nur der Typus [oy =1. Die 


so erlangten Gleichungen schreiben wir nochmals, indem wir den Coef- 
ficienten ihre méglichst kleinen ganzzahligen Werthe geben und die 
rechten Seiten positiv nehmen, in der Form 


(13) tute. + Us [w]e +s++= M, (a=1,2,---), 
(14) Malls? + all? +:--=N, (@=1,2,-+). 


In jedem Systeme (13) und (14) kommen so viele Gleichungen vor, als 
Unbekannte [u] bezw. [g] vorhanden sind. Die [uw] und [g] wollen wir 
nach steigender Zahl der wirklich auftretenden Elemente geordnet denken, 


also 
[w, ] = [2], [us | = [4], [us] = [3, 21, cee 


(9%) = [0], L9s] = [3], [9s] = [2, 2],---. 
In den Systemen (13), (14) treten nun, wenigstens bis » = 7, einige 
merkwiirdige Umstiinde zu Tage. Das System (13) hat die Eigenschaft 
orthogonaler Determinanten, dass 


D> Hai Mga=9 (a8) 
A=1,2,--- 
wird. Man kann daher die Auflésung des Systems (13) ohne Weiteres 


hinschreiben 


(13+) (> wiz) [aks = >) Maa Me = (@=1,2,--). 


4=1,2,-:- A=1,2,--- 


und 


Bei (14) liegen die Verhiiltnisse etwas complicirter. Unter den zu- 
gehérigen Factoren 9, kommt ein solcher vom Werthe 0 vor. Es sei 
dies 9,; das N, ist dann natiirlich auch gleich Null. Man muss die erste 
der Gleichungen (14) zuniachst durch 
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7 ‘[9. eo 4 "7 * [galx + ive 


ersetzen; erst dann “ dieselbe recone wie bei (13), d. h. es ist 
(14*) (> vit Div): [9 = eaN,  (@=1,2,--). 
A=2,3,- A=2,3,--- 


Es giebt noch weitere Eigenschaften, welche sich auf die Coefficienten 
der linken Seiten in (13*), (14*) beziehen. Diese wollen wir aber erst 
nach Anfiihrung der fertigen Formeln fiir » = 2,3,---7 darlegen. 


§ 6. 
Ist n = 2, so bestehen nur die beiden Typen [0] und [2]. Offenbar ist 


[Oh rs nei (2). 41 =1. 


Ist n = 3, so haben wir als Typen [0], [3] und [2]. Hier wird 
[Share = [2ha+1» 
[Sha+e _ 2 (2 ba413 
LSbase2 = 3%. + 33h a, 
[Share = S(O), + 6[3h 4; 

o=0; 9. 


2[9ha+2 — [shares = 9, 
bare + Share = F(a +[3ha} = 3°°**; 





[2}a41 = 3[9} 4 + 313} 23 


(2hast = 9[2}ea-13 


[2ha+s = 3°[2},4-1- 


3[0],, = 1-374; = (3],, = 1- 3%, [Thess = 1. 3%+1, 


Ist n = 4, so ergiebt sich: 


[Sb a+e (i [2}a41 
[Shaye - 4[2 5041 + 4[ 4) o41) 
[2,2 a42= [Zhass + 2[4)a413 


[2 e041 = S[9h. + 3/3). +2[2* ba» 
[4hagi= 3[3], +4127 lea 





[bare = SL9b.+ 3[3h.+ 2[2*h.; 
[Shaye =24(0),+24[3},+24[2"].,; 
[2,2hare= S19bat+ 93h. +10[2*), o5 


[Ze 041 7 20(2)}, 4-1 + 16[2], 4-1 
[4]eass _ 16[2}, 4-1 + 20[2}, 4-13 
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o = 0; 2%; 6?. 


219. — [Sha + 2[2*), = 9, ) 2a +4 
3[9b. acd (27). —_ 3-224, [hats .o [Abass =3-2 ? 


[Sha t+[3hat [27 o = 1-679; [2hata + [4hays = 1-67**3; 





12[0), = 12-64 38.924, 
. [2a = 1-684! + 1.3.224+1 
(3h, = 1 -6% BP hass oy: we 

2[4leass = 1- 674+! — 1.3.2%¢+1 
4[2),— 1-1 6% — 1.8 -2%, 


Ist n = 5, so erhalten wir 


[Qlea4s ‘aid [2}3041 ? 
[Share = 6[2bo41 + 414beaai + [3,2 ays 
[27 }oaas bas 3(2ba+1 + 2[4lea4s + 3[3,2}a41) 





[Shaye = 4[4]o at + 6 (3,2), 413 
[2}ea41 = 10[(0},, + 3[3},, + 2[2*h. , 
[4hagi= 6[3).. + 4[2"). + 5[5).; 
[3,2hayi = [Shea + 4[2*b. + 5[5)45 
[Share = 10(0,,+ 3[3,.+ 2[2*). , 


[Share = 60[0}, + 43[3}, + 32[2*},. + 25[5},., 
[2 bare = 30[0h, + 24[3]}, + 26[2"}, + 25[5}., 
[Slats = 30[3}._ + 40[2"],. + 50[5]> 43 


[2] 3041 — 34[2]o 4-1 + 16[4} 4-1 + 9[3,2], 4-1; 
[4 ]ea4s - 48[2), 0-1 + 52[ 4), 4-1 + 48[3, Zhai 
[3,2)oa41 = 18[2}.-1 + 32[4}._1 + 43[3, 2) 0-13 

oe = 0, 2%, 5%, 102 ~— 


6[O}. i 2[2* ha + [5h =0 ? 
5[%]a—(3hat [2 ha = 5.2% , 
4[0,.+ [3h — [5g =4-5% , 


Opa t+(3hat+ [27.2 + (5b. = 1- 10%; 
[2ha+1 = [4]oa41 + [3,2 ]ea41 = 5.22441 ? 

2[2 | a41 — [3,2 }eag1 = 4-57**? , 
[2ag1 + [4has1 + (3, 2h a4. = 1-10; 


— ’ 


26 





Mathematische Annalen, LVI. 





























E. Nerro. 


G0[0},g — 12-10% 4+ 49.52 4 5%. 284, 
3[3],, — 12-10% 41-4.5%— 1-5. 2%, 
4{2*],, — 12. 10% 41-5224, 


5 9 
F[5eg = 12-10% — 1.4. 5% 


Th 


6[2o41 = 1- 10%*+14 9.4. 5%+14 1.5. Q2a+1, 
2[4]eag1 = 1+ 1074*? —1-5. 22441, 
3[3,2ho41 = 1: 10°*t?— 1-4. 584th + 5. Q2a+1 





Ist n =6, so setzen wir, um die Formeln gedringter schreiben zu 


kénnen, 
[Oh a2="; [Bleare=B, [2* a42= ?; Phere Fs si Thewe=*) ” here =6' 
[O,. =«,[3,, =B, ----: : 4 


(Zhe (Lhasa, [3,2hex =" han=*, (3° bes 7 
[2)..1= es [4], +4, . a : re 
Dann ergiebt sich 





c= 9 , of = 1ba+36+ 2p 
Bb =87 +404 Vv , = 98+4y+5d+1e . 
y =6y'+20438'4+ 4+ 84, Va 36+8y+50+4e+6¢, | 
0” = 8a + 6c’ + 6x’ _a= 50+ 82+ 96, 
ff ® + 307°4+6x4+1217, v= y + 2¢é : 
f+ 20° + 3x : 

«= 1ba+ 36+ 2y ; 


B’ = 120a + 638 + 407 +. 250+ 8e+ 6E, 
y = a+ 45B+47y + 250+ We + 186, 


S- 908 + 807 + 1008 + 80¢ + 90€, 
f= 188 + 407 + 5008 + 85e + 726, 
{= 68 + 16y+ 25d + 32e + 396; 


y =51yn+160+ % + 64, 
® = 96y + 859+ 54.+ 36x+ 241, 
= 72y+ 728+ 81c+ 72x+ 724, 
x 48% + 72: + 105x + 964, 
V= 6yt+ 464+ 914+ 12x4 272; 








zu 


66, 
9g, 
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e= 0, 3*, 3%, 5%, 9°, 15%. 


Zu bemerken ist, dass hier durch das doppelte Auftreten von 3? einige 
Schwierigkeiten hervorgerufen werden. 





16a — 2B +0 —2¢= 0 ‘ 
5ea—1B+ y —e+2E= 5- 3%, 
10a+ B—2Qy + £=10- 3%, 
9a + y—O+e = 9. 5%, 
5a+2B+ y —ée— = 5- 9, 
at B+ y+Otet E= 1-15%; 
* * * 
21 —iU+x —2V =10- 88+}, 
7 —#4+0' — BA’ = 5. Brett, 
37/ — o +3a’ = 9. Het}, 
37/ + 8 —x“ — = 5. Qtetl, 


HA+H4+04+e4+ N= 1-152%*+); 
360-c = 17-159* + 5?.98¢4 92.5244 109.3% 4 58.324, 
9-8 = 17.1574 + 2.5.92 + 1-10-39 — 1-5-3%, 
8-y = 17.1574 + 1-5.9°* + 1-9.5°¢ — 2.10.39 4+ 1.5.3%4, 


8 = 12-15% — 1.9.5%4 
4. = 12-15% — 1.5.924 4 1.9.52 — 15-324, 
9-€ = 12-15% — 1.5.92 + 1-10-32 + 2.5.32, 
se. 
24 y’ = 12.15%¢+1 4 3.5.92e+1 4 3-9-5%et+1 4 9.10. 32441 4 1.5.32¢+1 
4@ — 12.152¢+1 4 1.5.92¢+1 _ 1.9.52¢+1 — 1.5-32¢+1, 


Bu’ = 12-1524! — 1-10-3844! 4 1.5.32441, 
Bx’ — 19-15%+1 — 1.5.g2e+1 + 1-10-8%4+1 
244’ = 12.15%¢+1 — 1.5.92¢+1 4 3.9.58¢+1 — 2.10.32¢+1 — 3.5.324+1, 


Ist n = 1, so gebrauchen wir folgende weitere Abktirzungen 


[Tass ” w’, [3, 27 ha4s - v; [5, Zhatt an x’, [4, Beast - 0 


[Tea =U, [3, 27>, —ary [5, 2ho-1=%, [4, 3ho-1=0- 
26* 
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Es wird dann 


, 


a= 9 , 

B =107/+ 404107 . F 

y =107'+ 28 4+ 37 + 37 . 

d= 128’ + 6c’ + 6x’ + wv , 

f= 30’ + 6 + 6x’ +124’ + 5a’'+ 3¢, 

t= Au’ + 3x’ + 40, 

pw’ — 6x’ + 10x’ + 129’, 

y = v + 64+ 52'+ 290 

x *k * 

of =2la+ 36+ 2p ; 

ao = 128+ 4y+ 5d+1e , 

= 68+ 12y+ 50+ 46+ 6€ + 2», 

x = 106+ 8+ 9§+ Tu ‘ 

i’ = 3y + 2é + 3», 

a = 6+ 4¢ +7Tu+ 12», 

o= 26+ 6€+ Tu+ 4»; 
e= 2lea+ 36+ 2y , 
Bp =210c0+ 8468+ 48y+ 250+ 8+ 66 + 2», 
y =210e+ 7128+ T3y+ 256+ 202+ 18€ + 15», 
0 = 1808 + 1207+ 1516+ 88+ 90+ 494+ 24», 
= 128 + 1207 + 1100 + 1252+ 108+ 98u-+ 120n, 
{= 2468+ 487+ 500+ 48+ 75+ 494+ 24», 
= 700 + 112 + 126€ + 196u + 168», 
y= 668+ 30y+ 100+ 40¢+ 186+ 494+ 882; 

* * * 


y= Tin+ 1646+ 9% + 64a , 
® = 1607+ 1199+ 60:+ 36x%+ 2444+ 107+ 30, 
cv = 18074 + 12084 1221+ 7T2x+ 964+ 3527+ 400, 


of = 1449 4+ 144. -4+177x-+ 964 + 120% + 1440, 
VW = 30n+ 120+ 2464+ 12x%+ 514+ 2524+ 120, 
a= 249+ 421+ 72x+ 1201+ 1517+ 1200, 


o = 60+ 401+ T2x+ 482+ 100m + 1220; 
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o = 0, 1%, 3%, 6%, 7%, 9%, 142, 21%, 


20a + 28 —4y +2§-—wu+2v= 0 , 
2le—3B+1ly+d—-<« + v=21- 1%, 
35a —168 —1ly +e—1€ — v=35- 3%, 
14a —18 +2y—0 + 2¢ — v=14. 6%, 
15a +36 —1y —é& +u— v=15- 7, 
14a + 28+ 2y—0 —I1é +2v=14. 9%, 
6e0+368+2y+0 —p- v= 6-14, 
lat+ip+ly+o+et+ lE+u+ v= 1-21%; 
* * * 
n7— #40 — 3’ +a'-—@ =21- 14+, 
5y — #F—’4+xe4+ 17 —o =35- 3%¢+!, 
4y' —20' +70 —a +o =14- 674+}, 
by + OU — 31’ +o =15. Tet}, 
67’ —x +21 +2’ = 14. 9%¢+!, 
4n° +20 40 —n —o = 6-14%4+!, 


Ut HM+4e4+ V4+qa+Q = 1-217); 


220[0},, =12-212+4+ 69-144 14?.9%4 15%.724 149.6% 4 352.3%4 212.1% 
36[3],, 12-2124 3-6-14%+4 2.14-9%43.15-7%— 1-14-6%—1-35-3%—3-21-1%, 
24[27],, =12-21244 2.6.14244 2.14-9% 1-15-74 2-14-6%— 1-35-34 1-21-1%, 
5[5],, 12-2124 1-6-149¢—1.14.9% —1-14.6% 41-21-1%, 
4[4,2],,=12-21% —1.15-7% 41-35-3%—1.21-1%, 
9[37],, =12-2124 —1-14.9% 42-14-6%—1.35.3% 


7 [Th, =12-2124—1.6-142 41-15-7 
12[3,2°]* = 12.21, ,—1-6-14% 42.14.92 — 1-15-72 1.14.6" —1.35-3%41.21-1%; 


* * * 
120[2]yqy1 = 12212424 4.6-14%+14.6.14.9%4+14.5.15-7414 4.14.64 5.35.3%+1 
41-21-1904, 
12[4]oq4, —1221%+142.6-14%041 41-15-7241 2.14.6%+1_1.35.3%+1 
1-21-1241, 
6[3,2Iyags—= 1221414 1.6.14%41 —1-15-722+1 41.14.6241 1.35.3%441 
41-21-1241, 
3[3,2oayr— 1221241 ~1-14-9%+1 41.35.3244 
242°), ,, —12212+1 4-2-14.-92+1_3.15-72041 41.35.3241 
3-21-1204, 
B[B,2 Togas 122124 — 1.6. 14%+14.1.14.9%41 1.146% 41-21-1241, 
6[4,3]oq4:— 12.21%+41—1.16-14%¢+1 41-15-722+14 1.14.620+1_1.35.3%0+1 
1.21.11, 
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E. Nerro. 


§ 7. 

Aus den jedesmaligen Schlussformeln, welche die Anzahl der Dar- 
stellungen fiir die Substitutionstypen bei n = 2, 3,---6,7 geben, scheinen 
noch einige Beziehungen hervorzuleuchten. 

Beispielsweise lassen sich die Coefficienten der [g, a fu] 41 im der 
Form einer mit constantem Factor multiplicirten Facultat c-(n—n,)! 
darstellen. So erhilt man als Coefficienten der linken Seite fiir jedes n 

bei [0 den Werth + (m—2)l, 


2a 


bei [3] den Werth 2 (n—3)! 
2 ? 


2a 


bei [2], den Werth 1-(n—2)!, 


2a+1 


bei [4], den Werth 2-(n—4)!, u.s. w. 


2a+1 


Hierbei ist natiirlich auf die in § 5 gemachte Annahme zu achten, dass 
in (13) und (14) die Coefficienten méglichst kleine ganze Zahlen seien, 
deren Vorzeichen so gewahlt sind, dass die rechte Seite positiv wird. — 

Eine zweite Bemerkung ist die, dass in allen den Gleichungssystemen, 
welche den Nummern (13) und (14) entsprechen, stets dieselben Wurzeln 
@,, (abgesehen von den g, die gleich Null sind) auftreten bei den [g] wie 
bei den [u], so dass also die Gleichungen 


'Au—e As, a | Bi—e Bs, gner 
(9) A ae =0 und (9*) By Byy—@, >>| ae 
Ars Ags i B,; B,; 


die gleichen Wurzeln in gleicher Multiplicitét haben, wenn man von ver- 
schwindenden Wurzeln absieht. 

Dies ist auch leicht zu beweisen; jede Gleichung (13) geht niimlich 
durch Verwendung von (4) in eine der Gleichungen (14) iiber, und um- 
gekehrt jede Gleichung (14) durch Verwendung von (5) in eine der Glei- 
chungen (14); und da jede dieser Gleichungen durch einen Werth von oe, 
festgelegt ist, so folgt die Richtigkeit unserer Bemerkung. — 

Weiter sei noch darauf aufmerksam gemacht, dass zwei derartig sich 
entsprechende Gleichungen aus (13) und (14) auf ihren rechten Seiten 

c,:@,** und ¢,-@.” 
lauten, dass also die Coefficienten der Potenzen von o, dieselben in den 
beiden Gleichungen sind. — 

Die behandelten Formeln beziehen sich auf die Darstellung aller 
Substitutionen eines Typus durch eine vorgeschriebene Anzahl von Trans- 
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positionen. Verlangt man die Darstellung einer gegebenen Substitution auf 
diese Weise, so sind die abgeleiteten Zahlen durch diejenige Zahl zu 
dividiren, welche angiebt, wieviel Individuen der zugehérige Typus von 


Substitutionen enthilt. Fir [0]{” bleibt das Resultat also dasselbe; fir 


(2), ist es durch (3) zu dividiren. Aus der zu Beginn des § 4 iiber 


2a+1 
die Berechnung der rechten Seiten von (8*) und der entsprechenden 
Gleichung gemachten Bemerkung geht dann hervor, dass der Werth fiir 
die Darstellung einer gegebenen Transposition bei n Elementen dieselbe 


einfache Gestalt erhiilt, wie bei der Darstellung von [0], namlich fir 


2a? 


n=3 = [2], =12-3%, 


2a+1 


2a+l 


n=4 — [2], =1%. 641% 2%, 


m=5 [2] = 19-10% 422. 5% 419.98, 


2a+1 


aut (2° = 12.15% 43%. 9% 4 39.524 99.324 12,330 


2a+1 


m= T Opa} = 12.2124 4? 14% 4 62.9% 4 5%. 7! 4 42.684 52.34 12120; 
hier wie dort treten die Hurwitz’schen f” auf, jedes mit einem Quadrate 
multiplicirt. 

Wir kénnen zum Schluss noch einen oben gegebenen Satz vervoll- 
stindigen. Auf S. 145 meiner Combinatorik ist der Satz angegeben: 
»Der Uebersehuss der Darstellungsarten einer Zahl aus einer geraden und 
aus einer ungeraden Anzahl von Summanden der Reihe 1, 2, 3, 4,--- mit 
Wiederholung ist gleich dem Ueberschusse der Darstellungsarten derselben 
Zahl aus einer geraden und aus einer ungeraden Anzahl von Summanden 
der Reihe 1,3,5,7,--- ohne Wiederholungen.“ Bedenkt man aber, dass n, 
je nachdem es gerade (oder ungerade) ist, nur durch eine gerade 
(ungerade) Anzahl von Summanden der Reihe 1, 3, 5, 7,--- ohne Wieder- 
holungen genommen, dargestellt werden kann, so vereinfacht sich der 
Satz. Wir kénnen ihn fiir unsere Zwecke am geeignetesten so aus- 
driicken: Der Ueberschuss der Anzahl aller Typen gerader Substitutionen 
von n Elementen iiber die Anzahl aller Typen ungerader Substitutionen von 
n Elementen ist gleich der Anzahl der Darstellungen von n durch Summan- 
den der Reihe 1, 3,5, 7,--- ohne Wiederholung. 

Jede dieser letzten Zerlegungen giebt Veranlassung zur Bildung einer 
der oben betrachteten Substitutionen, deren f gleich Null ist. (Da diesen 
Substitutionen Punktdiagramme zugehéren, welche zur Diagonale sym- 
metrisch liegen, so wollen wir die Substitutionen selbst symmetrische 
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nennen.) Ist naimlich z. B. 17 =9+5-+ 3, so zerlegen wir die 9, die 5 
und die 3 Punkte in gleichschenklige Haken und schieben diese in einander 


eeeee eee ee ee ee @; 
e e (5) @ (3) eeee 
e (9) e und © @ @ e 


so entsteht das Diagramm einer symmetrischen Substitution. Offenbar 
ist es im allgemeinen Falle genau eben so. 

Danach kénnen wir sagen: ,,Der Ueberschuss der Anzahl aller Typen 
gerader Substitutionen von n Elementen iiber die Anzahl aller Typen un- 
gerader Substitutionen von n Elementen ist gleich der Anzahl der symmetrischen 
Substitutionen dieser Elemente.“ 

Nun ist oben gezeigt worden, dass die nicht verschwindenden Werthe 
von @,=f,? als Wurzeln von (13*) und (14*) mit einander auch ihrer 
Multiplicitaét nach iibereinstimmend vorkommen. Es giebt also gleich viele 
gerade und ungerade Substitutionstypen von m Elementen, deren 0, + 0 
sind. Nach dem eben hergeleiteten Satze lisst sich also schliessen, dass 
alle Wurzeln 9, = 0 der Gleichung angehéren, welche den [9] zugeordnet 
ist; denn ihre Anzahl ist ja dem obigen Ueberschusse gleich. 

Demnach erkennt man: Die Gleichungen 


|Aiy,—@, Ag Baan) | Bue, By, on) 
Aj, » Ag—o,--:|=9, | Bis » By—e,- 
. . . . . . . . | . . . . . . . 





_— ant A et 





~ | =0, 
sind bis auf einen Factor 9* mit einander identisch; s bedeutet dabei die 
Anzahl der symmetrischen Substitutionen von n Elementen. 


Giessen, den 26. April 1902. 
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Lineare Scharen geodatischer Linien. 


Von 


Paut STAcKEt in Kiel. 


Untersuchungen iiber Mechanische Beziehungen bei der Flédchendefor- 
mation haben Herrn Finsterwalder zu dem schénen Satze gefiihrt, dass 
eine jede krumme Filiche, bei der es vier lineare Scharen geoditischer 
Linien giebt, d.h. bei der durch vier wesentlich verschiedene lineare 
Gleichungen zwischen den Gauss’schen Coordinaten wu, v: 

a,u + b,v = const. (*=1,2,3,4) 
je co! geoditische Linien dargestellt werden, constantes Kriimmungsmass 
besitzt*). Der Beweis beruht darauf, dass die Differentialgleichung der 
geoditischen Linien: 

dudv — dvu@u+ Advi + Bdv? dv + Cdudv? + Dd =0 

mit den vier Gleichungen 

a,du+b,dv=0 
nur dann vertriglich ist, wenn man A= B=C= D=0 hat, und dass 
die Differentialgleichung der geodiitischen Linien von der Form 

dud*v — dvd*u =0 
nach Beltrami fiir die Flichen von constantem Kriimmungsmasse charakte- 
ristisch ist. 

Da man auf jeder krummen Fiche zwei lineare Scharen geodiitischer 
Linien w = const. und v = const. erhilt, indem man als Coordinatenlinien 
irgend zwei Scharen von oo! geodiitischen Linien wiahlt, so entsteht die 
Frage, ob es Flichen giebt, bei denen drei, aber auch nur drei solcher 
Scharen vorhanden sind. Es liess sich nun leicht zeigen, dass die Ro- 
tationsflichen von variablem Kriimmungsmass sowie die darauf abwickelbaren 
Flichen die verlangte Eigenschaft besitzen (und sogar auf unendlich viele 


*) Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. Bd. VI. Leipzig 
1899. S. 50—51. 





Pau Stricker 


502 


Arten), Herr Finsterwalder sprach aber die Vermuthung aus, dass noch 
andere Flichen der angegebenen Art existiren. Diese Vermuthung lasst 
sich als richtig erweisen. 

Unbeschadet der Allgemeinheit kann man die drei linearen Scharen 
durch die Gleichungen 


(1) w=const., (2) v=const., (3) w—v = const. 
darstellen, und gelangt dann zu den Bedingungsgleichungen 
A=0, D=0, B-—C=0, 
oder, wenn man das Linienelement ds durch die Gleichung 
ds? = Edv? + 2Fdudv + Gdv' 

erklirt, zu den Gleichungen: 

oF dE dE 

oF 0G 0G 
(0) 2G =~ —_ Ga “i= = (Q, 


amy 2(292 29) r(62F_2i0 429% 930) 2 282)-0 


Es ist also zu untersuchen, ob diese Gleichungen fiir E, F, G sich erfiillen 
lassen, ohne dass das zugehérige ds einer Rotationsfliche angehért, d. h. 
ohne dass die Beltrami’schen Differentialparameter des Kriimmungsmasses K: 


A(K) = xgq—mlE(G,) —2F 3 ou + F (Ge) | 
und 
CK OK OK ek 
a a(° a a) +3 (= mt) 
. VEG—F* |ou\ VEG—F? do \ yra—F /| 





Functionen von XK allein sind. Augenscheinlich geniigt es ein System 
von Fundamentalgréssen E, F', G anzugeben, fiir das die Gleichungen 
(1), (1D), (IID) erfiillt sind, wahrend A(X) und A,(K) nicht gleichzeitig 
Functionen von K allein sind. Das lasst sich folgendermassen erreichen. 
Die Gleichung (II) wird durch 
G=0 
befriedigt. Da nun die Gleichung (I) durch die Substitution: 
E= 2)’, F=—29 


Ou du dv 
in eine Identitaét verwandelt wird, so existiren drei lineare Scharen geo- 
datischer Linien, sobald die Function g(u,v) der aus der Gleichung (III) 
hervorgehenden partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung: 
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Lineare Scharen geoditischer Linien. 


op 0 09\ Am Og Oy 
> but — (Ge +255) aude — oe aor 
geniigt. Es liegt nahe, den Ansatz 

y = au? + 2Buv + yr" 


zu machen, wo die constanten Coefficienten «, 8, y zur Verfiigung stehen, 
und man findet dann ohne Miihe, dass 


1 


1 
oe §=-—, y=-—1 


zu nehmen ist, sodass sich 





(A) ds* = (u+v)*du® + 2(u+v) (u—2v)dudv 
ergiebt. Weiter erhalt man 
K 1 


~ wow 20) 
und, indem zur Abkiirzung 


utv=p, u—2v=q 
gesetzt wird: 





MK) «= 4p* + eed ee + —- 
sodass A(K) sicher keine Function von X allein ist. 

Obgleich damit die Richtigkeit der Vermuthung von Herrn Finster- 
walder bewiesen ist, so hat das durch die Gleichung (A) definirte Linien- 
element ds doch den wesentlichen Mangel, dass dazu nur imaginire 
Flichen gehéren. Wenn man reelle Flichen der verlangten Art erhalten 
will, so scheint sich vor allem der Ausdruck von ds* fiir die geradlinigen 
Flachen: 

z=aut b,, y= a,u+ by, z=a,u-+ b, 
darzubieten, bei denen man ja eine Schar geoditischer Linien, v = const., 
von vornherein kennt. Die genauere Discussion zeigt jedoch, dass der 
Ausdruck von ds: 


ds? = Adu? + 2(Bu+ C)dudv + (Du? + 2Eu + §) dv’, 


wo A, B,C, D, E, F Functionen von v allein sind, nur dann die drei 
linearen Scharen geodiitischer Linien « = const., v = const., «— v = const. 
liefert, wenn die zugehérigen Flichen auf Rotationsfliichen abwickelbar 
sind. Ja man erhilt sogar nicht einmal alle diese Flichen, denn es fehlt 
z. B. das einschalige Rotationshyperboloid: 


Pe jae 
e+y—S—1, 


bei dem man die Darstellung 
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. 1 

z= cosy +sinv-tg(v——u), 
y = sin v — cos v- tg (v — > 


t= a- tg (v— =u) 


zu Grunde legen muss, damit die Meridiane und die beiden Scharen von 
erzeugenden Geraden die drei linearen Scharen geoditischer Linien fiir die 
Coordinaten «, v werden. 

Um reelle Flaichen zu erhalten, die nicht auf Rotationsflichen ab- 
wickelbar sind und doch drei lineare Scharen geoditischer Linien besitzen, 
muss man daher eine allgemeinere Form fiir ds* wihlen, und da scheint es 
im Hinblick auf die Gestalt des Ausdruckes (A) angezeigt, alle drei Funda- 
mentalgrissen EF, F, G als ganze rationale Functionen zweiten Grades 
von « anzunehmen, deren Coefficienten noch zur Verfiigung stehende 
Functionen von v sind, also zu setzen: 


E = A,(v) u* + By(v)u + Co(v), 

F = A,(v)u? + By(v)u + C(v), 

G = A,(v)u® + B(v)u + C,(v). 
Man gelangt so zu Fliachen, die als Verallgemeinerungen der geradlinigen 
Flaichen angesehen werden kénnen. Zu beachten ist auch, dass wie bei 
diesen Flaichen der Ausdruck fiir ds* bei einer Transformation 

u, = au + g(v), v, = bv +e, 
wo a, b, c Constanten bedeuten, dieselbe Gestalt behilt. 

Setzt man die Ausdriicke fiir HE, F, G in die Gleichungen (I), (II), (II) 

ein, so werden die linken Seiten ganze rationale Functionen vierten Grades 
von u, deren Coefficienten fiir sich verschwinden miissen, und man erhiit 


daher fiir die neun Functionen A), ---, C, folgende fiinfzehn Gleichungen, 
in denen die Striche Ableitungen nach v bedeuten: 


(1) 4,4) =9, 

(2) AA, — A, By — Ay B = 90, 

(I) (3) —A,C, + 6 A, By agi 4 B, By = Ay C, = 0, 

(4) 2 BB, ial BC + 24,C, ns By C, ‘ie A,C, on 0, 

(5) 4B,C,— OC, —2B,C, = 0; 

(1) 24,’4,—A, A,’ = 0, 

(2) 2.4, B,’—A,?+24,' B,—A, By — A,’ B, = 0, 

(II) {(3) 2.4, C,'—6.A, B,+8B,’ B,+2.A,'C,—A, C; —4B, B,’—A,'C, = 0, 
(4) 2 B,C,’ —2 B,?+ 2B,’ C,—A,C,— B,C,’ — B/C, = 90, 

(5) 2C,'C,—2.B,C,—C,C,' = 0; 
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(1) Ay.A,’—3.A) A, —2.4, A,'+24,A, = 0, 

(2) Ay Ay-+-Ay By’ + Ay’ By-+2.4,2—3 A, By —2.4, B,'+3.A, Ay 
—3.A,' B,—2.A,' B,—2.4, By —2 A,’ B, = 0, 

(3) 6.4, B, +A,’ C,+4.B, By’ +A, C,' +12 A, B,—3.4,’C,—12 B,’ B, 
—3A, C,'—2.A,' C,—8B, B,' —2.4,C,'+12.4,B, +64, 

(IIL) —2A,' C,— 8B; B,—2.4,C,/ = 0, 

(4) 2.4, C,+2ByB, +B,’ C,+ B,C; +24, C,+4B2—3 By C,—3B, Cy 
—2B,'C,—2B,C,'+3.4,0,+6B, B,—A,C,—2 By C, 





—2B,C, = 0, 
(5) 4B, C,+0C, CG’ +4B, 0,30, C,—2C, C,'+ 6B, C,—2B,¢, 
—20)'0, = 0. 


Da der Ausdruck (A) zeigt, dass man diese Gleichungen durch 

A, = 1, B= 22, QG= 2, 

A=1, B=-y», C, = — 20’, 

A4,=0, B= 2Q, Q= 0 
erfiillen kann, so schien der Versuch einer Discussion nicht aussichtslos. 
Einer meiner ZuhGrer, Herr Fritz Ahl, hat diese tibernommen und mit 
Ausdauer und Geschick durchgefiihrt*). Da die Anzahl der zu unter- 
scheidenden Faille und Unterfille sonst ins Uniibersehbare gewachsen 
wire, hat er in dem Abschnitte II seiner Abhandlung einige einfache 
Annahmen iiber EL, F, G betrachtet, die auf Rotationsflichen fiihren und 
daher bei der Discussion der Gleichungen (I) (1) bis (III) (5) sofort bei 
Seite gelassen werden diirfen. Es sind das die Annahmen: 
1) E=0, G=0, 
2) F=0, 
3) F = const. + 0, 
4) E = const. + 0, 
5) E=1-F? 
6) F=4a-E 

Auf diese Weise hat er elf Systeme von Fundamentalgrissen E, F’, G 

gefunden, die der Aufgabe geniigen; bei neun von ihnen sind die E, F, G 
homogene Functionen zweiten Grades von « und v. Beachtet man nun, 
dass ein Ausdruck ds’, fiir den « = const., v = const., « — v = const. 
Gleichungen geodatischer Linien sind, durch die Substitutionen 


, wo A eine Constante bedeutet, die von Null verschieden ist. 


*) Untersuchungen tiber geodiitische Linien. Inaugural-Dissertation. Kiel 1901. 
50 8. 8° 
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Lineare Scharen geoditischer Linien. 


(S,) u=%Y, v= Uy) 
(S,) u=, v=—-% +4, 
(S,) omni Tay vee, 


in einen neuen Ausdruck verwandelt wird, bei dem die Gleichungen u, =const., 
v, = const., u, — v1, = const. ebenfalls geoditische Linien darstellen, so 
reduciren sich die gefundenen elf Linienelemente auf nur drei wesentlich 
verschiedene, nimlich: 


(A) ds? = (u+v)*? du? + 2(u+v) (u—2v)dudv, 


(B) ds?=-—2 —* dudv + — dv’, 

(C) ds? = (2u—v)?du? — 2(2u—v) (u—2v) dudv + 3u(u—2v)dv*. 

Der Ausdruck (A) ist der friiher gefundene. Der Ausdruck (B) gehért 
zu Filiichen, die sich auf Rotationsflichen abwickeln lassen, indem K, 


A(K) und A,(K) Functionen von ~ allein werden; man kann auch 


u = pe, v=e 

setzen, wodurch 
ds* = — 2(p—2) dpdq — p(p—2) dq 
wird. Der Ausdruck (C) endlich ergiebt, wenn zur Abkiirzung 
u—2v=—p, utv=q 
gesetzt wird, 
1 

K= 4p*q?? 

und 








2 2 
A(K) = “Pear, 
sodass A(K) keine Function von XK allein ist. Der Ausdruck (C) gehirt 
mithin zu reellen Fliichen, die nicht auf Rotationsflichen abwickelbar sind 
und doch drei lineare Scharen geodiitischer Linien besitzen. Es sind nach 
der Bezeichnung von Sophus Lie Spiralfliichen; ihr Linienelement hat 
die hiibsche Eigenschaft, durch die Transformation (S,) in sich selbst 
iibergefiihrt zu werden. 

Wenn hiernach die Rotationsflichen durch die Eigenschaft drei lineare 
Scharen geoditischer Linien zu besitzen nicht charakterisirt werden kénnen, 
so ist es doch bemerkenswerth, dass man bei ihnen Tripel von linearen 
Scharen auf unendlich viele Arten bilden kann, und es diirfte sich daher 
der Miihe lohnen, zu untersuchen, bei welchen Linienelementen ds man 
Tripel von linearen Scharen auf mehr als eine Art auswahlen kann. 


Kiel, im Januar 1902. 
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Ueber endlichgleiche Polyeder. 


Von 
K. Th. Vanuen in Kénigsberg. 


Die von Herrn Hilbert*) in Erinnerung gebrachte Gauss’sche Frage 
nach der Zuriickfiihrbarkeit der Theorie des Polyeder-Inhalts auf die Theorie 
der Congruenz, ist jiingst von Herrn Dehn**) in negativem Sinne beant- 
wortet worden. Die hierfiir entscheidende Relation hatte ich zur Zeit 
des Erscheinens der ersten Arbeit des Herrn Dehn bereits mit den elemen- 
tarsten Mitteln folgendermassen hergeleitet. 

Es seien TT und TT’ zwei ,,zerlegungsgleiche* Polyeder, die also in 
Aggregate T= 2P,, T= =P; einer endlichen Anzahl congruenter Poly- 


+ 


eder P, ~ P/ zerfallen. Auf der Oberflaiche jedes Theilpolyeders P, bilden die 
auf ihr liegenden Kanten der im Aggregat TT sowohl, wie in TT’ an P, 
anstossenden Polyeder ein Netz: man zerlege jedes P; derartig in Theil- 
polyeder P, = Xp,, dass die an der Oberfliche des P; liegenden Kanten 
der p, jenes selbe Netz bilden, und betrachte die Zerlegungen TI = 2Zp,, 
T’ = Z2Zp;, p;~p;. Die Summe aller Flachenwinkel der yp, ist gleich 
der Summe aller Flaichenwinkel der p,;. In dieser Identitét lassen wir 
zunichst beiderseits diejenigen Flichenwinkel fort, deren Scheitelkante im 
Innern eines Polyeders P,; liegt. Von den iibrigen erginzen sich die- 
jenigen Flichenwinkel, die an einer Scheitelkante im Innern von TT oder 
Tl’ liegen, zu 22; diejenigen an einer Scheitelkante auf der Oberfliche 
von TT oder TT’, die aber nicht in einer Kante von TT oder TT’ liegt, zu z; 
endlich diejenigen, deren Scheitelkante in der Kante des Flichenwinkels 
a (resp. «’) von TT (resp. TT’) liegt, zu « (resp. «’). Liegen also mu (resp. w’) 
Kanten der Theilpolyeder p(p’) auf dieser Kante, so reducirt sich obige 
Identitit auf die Congruenz 


Lua = Zu'e’ (mod. 2), 


die Summen resp. bezogen auf alle Flichenwinkel a von TT, und @’ von TT’. 

Diese Herleitung bezieht sich auf beliebige, auch nicht-convexe 
Polyeder TT, Tl’, P;. Doch kann man auch zunichst jedes nicht-convexe 
P, durch Verlangerung seiner Flichen in convexe zerlegen. Die Zerlegung 


*) Mathematische Probleme, Géttinger Nachr. 1901. 
**) Gott. Nachr. 1901 und Math. Ann. Bd. 55, S. 465. 
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eines convexen P; in Xp, erfolgt dann am einfachsten, indem man einen 
beliebigen innern Punkt des P; mit allen Punkten des bezeichneten Netzes 
durch Grade verbindet. 

Aber in der obigen allgemeineren Fassung ist die Herleitung un- 
mittelbar auf den allgemeinsten Fall der Endlichgleichheit iibertragbar. 

Unter einem ,,allgemeinen“ Polyeder ist ein Aggregat von Polyedern 
zu verstehen, bei deren jedem auch mehrfache Raumbedeckungen, positive 
wie negative, vorkommen. Ein allgemeines Polyeder TT besteht demnach 
aus ,gewOhnlichen“ d. h. einen Raumtheil nur einfach und positiv be- 
deckenden Polyedern @, deren jedes in bestimmter Vielfachheit, positiv 
oder negativ, auftritt. 

Zwei allgemeine Polyeder TT und TT’ heissen ,,endlichgleich“, wenn 
fiir zwei ungleiche ganze Zahlen x und x’ zwei Aggregate xTT + x’TT’ und 
x Tl + x11’ existiren, welche sich in Aggregate Dk;P;, Xk,P; congruenter 
gewohnlicher Theilpolyeder P;~ P; zerlegen lassen, deren jedes in be- 
stimmter Vielfachheit k;, positiv oder negativ, zu zihlen ist. Das Netz 
auf der Oberfliiche jedes P; aus den auf ihr liegenden Kanten der andern 
Theilpolyeder P ist trotz des eventuellen gegenseitigen Durchdringens 
derselben unzweideutig bestimmt. Die Zerlegung jedes P,; in Xp, wird wie 
oben volizogen. In den Aggregaten x11+x’Tl’=2Zk;,p,, «T+ =2Zk,p, 
kommt jedes Theilpolyeder p, in derselben Vielfachheit, wie sein Stamm- 
polyeder P; vor. Behandelt man wie oben die Summe aller Flichen- 
winkel p,, deren jeder resp. k-fach zu zahlen ist, so erhalt man die Relation 


Zma + Lm’ a = Xna + n'a’ (mod 2), also Za = Sue (mod. x), wo 
z. B. m das Aggregat der Anzahlen von Kanten der p, ist, in welche die 
in mehreren Theilpolyedern @ von x1T+-x’Tl’ vorkommende Scheitelkante 
von « zerfallt. 

Die einfachsten Beispiele fiir das Nichterfiilltsein der Relation liefern 
die reguliren Kérper. Da namlich die Gleichungen 


a" — nat? + sO) 4 — SO 809) a-t_... 2=0 (n=3,4,5,---) 


keine andern rationalen Wurzeln x = 2 cos == als ganzzahlige, also nur 
+1, +2, haben kénnen, so sind die Winkel der reguliren Kérper: 
Ke 1 1 —8,. , , 

arc cos + >, 5 are cos >-, > are cos —— keine rationalen Theile von z, 
also kein regulirer Kérper ausser dem Wiirfel einem rechtwinkligen 
Parallelpiped endlichgleich. Aehnliches gilt fiir die Aggregate mehrerer 
regulirer K6rper. 


Kénigsberg i. Pr., 4. Febr. 1902. 
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Uber Modulfunktionen von mehreren Verinderlichen*). 


Von 


Orro BLumenTHAL in Gottingen. 
(Erste Hilfte.) 


Einleitung. 


Wenn bisher neben der weit ausgedehnten und hoch entwickelten 
Theorie der Funktionen einer komplexen Verinderlichen die Funktionen 
mehrerer Variabelen auffallend zuriicktraten, so liegt dies wohl wesentlich 
an dem Fehlen geeigneter interessanter Beispiele, an welche die all- 
gemeine Theorie ankniipfen konnte. In der Tat standen lange Zeit die 
Abelschen Funktionen ziemlich isoliert**), in den letzten Jahren erst 
haben Picard und Simart***) einerseits und Hensel+) andererseits eine 
systematische Untersuchung der algebraischen Funktionen von zwei Ver- 
iinderlichen begonnen. Gleichzeitig nimmt Cousin}+) zum ersten Male wieder iy 
seit Weierstrafit+}) die allgemeine Theorie der eindeutigen Funktionen 
mehrerer Variabelen in Angriff. — Die vorliegende Arbeit stellt den Abel- 
schen und algebraischen Funktionen eine neue Funktionenklasse an die 
Seite, deren Untersuchung sich in ausgedehntem Mafe durchfiihren 1aBt, 
und die daher bei dem Ausbau der allgemeinen Theorie gute Dienste wird 
leisten kénnen. Die Funktionenklasse ist auBerdem dadurch ausgezeichnet, 
daB sie in einem engen Zusammenhang mit den Abelschen Funktionen steht. 


*) Diese Arbeit ist vom Verfasser im Juli 1901 der Gdttinger philosophischen 
Fakultit als Habilitationsschrift vorgelegt worden. 
**) Betr. der Picardschen fonctions hyperfuchsiennes et hyperabéliennes siehe 
unten. } 
***) Fonctions algébriques de deux variables. (Paris, Gauthier- Villars, 1897—1901.) 
+) Acta Mathematica 23 (1900). 
++) Acta Mathematica 19 (1895). 
+++) Hauptsichlich: Abhandlungen aus der Funktionenlehre, pag. 105—164, Crelles 
Journal 89 (1880); Werke II, 185—188 und 125—133. 


———— 
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In den Jahren 1893—94 beschiiftigte sich Herr Hilbert mit einer 
Verallgemeinerung der Modulfunktionen auf mehrere unabhingige Variabele. 
Es handelt sich um folgendes Problem: 

Die Modulgruppe ist die Gruppe der linearen Substitutionen mit 
ganzen rationalen Koeffizienten und der Determinante 1. Sie _ ,gehért“ 
also zu dem Kérper R der rationalen Zahlen. Legt man nun an Stelle 
des Kérpers FR einen beliebigen Zahlkérper k vom nn‘ Grade zu Grunde, 
der mit seinen simtlichen Konjugierten reell ist, so gelangt man zu einer 
analogen Gruppe in » Variabelen. Man ordnet jedem der konjugierten 
Kérper k® eine komplexe Variable x zu und betrachtet die Gruppe H 
der simultanen Substitutionen 


ax + B 


a bp oc Dg — 1) 4 gin—1) 
ye-+ od? 


oo, *®—}) oe ‘ 
Y yD gD 4 ge—9) 





Dabei sind «, B, y,d ganze Zahlen des Kérpers, deren Determinante 
ad — By =e eine total (d. h. mit allen ihren Konjugierten) positive Ein- 
heit des Kérpers ist. 

Die Gruppe H hat ganz analoge Higenschaften wie die gewéhnliche 
Modulgruppe. 


1) Sie transformiert den = -Teilraum, in welchem die Koordinaten 


2, x',---,2"- positive imaginiire Bestandteile haben, in sich, ist in diesem Teil- 
raum ,,eigentlich diskontinuierlich* und besitzt einen Fundamentalbereich D. 

2) Es lassen sich Funktionen konstruieren, welche sich zu den Sub- 
stitutionen von H invariant verhalten, ebenso wie die Modulfunktionen zu 
der Modulgruppe. Mit anderen Worten: es gibt Funktionen des Funda- 
mentalbereichs von H. Man gewinnt solche Funktionen als Quotienten 
von Reihen, welche den Lisensteinschen*) oder Poincaréschen**) in der 
Theorie der Modulfunktionen bezw. automorphen Funktionen analog sind. 
Die Reihen konvergieren unbedingt und gleichmifig im Inneren des 


aa Teilraums und haben auf dem Rande eine natiirliche Grenze. 


3) Fiir 2n-fach periodische Funktionen von m Verinderlichen hat 
Weierstraj;***) zwei allgemeine Sdtze ausgesprochen : 

I. Durch » von einander unabhiingige 2n-fach periodische Funktionen 
ist jede andere algebraisch ausdriickbar. 

Il. Durch » +1 geeignet gewihlte 2mn-fach periodische Funktionen 
ist jede andere rational ausdriickbar. 


*) Eisenstein, Werke, pg. 213ff., s. a. Hurwitz, Math. Ann. 18 (1881), pg. 546. 
**) Poincaré, Acta 1 (1882), pg. 207; 3 (1884), pg. 88. 
***) Brief an Borchardt, Crelles Journal 89 (1880) und Werke II, pg. 125 ff. 
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Diese Siitze gelten auch fiir die Funktionen des Fundamentalbereichs D. 
Es lassen sich nun » von einander unabhingige Reihenquotienten kon- 
struieren. Man kann also alle Funktionen des Fundamentalbereichs durch 
Reihenquotienten algebraisch und sogar — wie sich weiterhin ergibt — 
rational ausdriicken. 

4) Die interessanteste Analogie mit den Modulfunktionen aber bezieht 
sich auf den Zusammenhang der neuen Funktionen mit dem Transformations- 
problem der #-Funktionen mehrerer Veranderlicher. Herr Hilbert zeigt 
hier, daB seine Funktionen bei diesem Problem eine ganz ahnliche Rolle 
spielen, wie die Modulfunktionen in Bezug auf die elliptischen Funktionen. 
Er leitet insbesondere eine Formel ab, aus der sich schlieBen liBt, dab 
man zu Funktionen des Fundamentalbereichs gelangen kann, indem man 
Quotienten von Theta-Nullwerten bildet. 

Herr Hilbert hat mir diese Notizen zur Ausarbeitung freundlichst 
iiberlassen. Es ergaben sich hieraus fiir mich hauptsichlich drei Aufgaben. 
Wahrend nimlich die Theorie der #-Funktionen mit gréBerer Ausfiihrlich- 
keit durchgefiihrt war, waren die iibrigen Gedankenginge nur kurz und 
ohne Beweis angedeutet. Hier habe ich nun 

1) die Ezxistenz eines Fundamentalbereichs fiir die Gruppe H be- 
wiesen und die tatsichliche, formelmiBige Aufstellung dieses Fundamental- 
bereichs allgemein so weit geférdert, daB die Detailarbeit in jedem speziellen 
Falle nur noch rein rechnerische Schwierigkeiten bietet. Der Fundamen- 
talbereich ist einfach zusammenhingend*) und hat mit dem Rande des 


~ -Teilraums, auf welchem die Gruppe nicht mehr eigentlich diskontinuier- 


lich ist, nux einen Punkt im Unendlichen gemein. 

2) Zur Aufstellung von Funktionen des Fundamentalbereichs verwandte 
ich eine von Picard**) angegebene, sehr elegante und allgemein anwend- 
bare Methode. Die Reihen, als deren Quotienten die Funktionen sich 
darstellen, sind genau nach dem gleichen Prinzip gebaut, wie die 
Poincaréschen fonctions thétafuchsiennes und thétakleinéennes***). Die 
Anwendung der Picardschen Methode auf die Funktionen der Gruppe H 
erfordert eine leichte Verallgemeinerung, welche schon von Picard?}) selbst 
und spater von Herrn Bourget};) gegeben war. 


*)ed. h. es existiert in dem Bereich keine Mannigfaltigkeit (2 —1)** Dimension, 
die sich nicht in seinem Innern auf eine Mannigfaltigkeit geringerer Dimension zu- 
sammenziehen laBt. 

**) Siehe besonders Acta 1, pg. 310ff. 

*“*) 1. c. Acta 1, 3. 
+) Société Mathématique de France 15 (1887). 
++) Theses de la Faculté des Sciences de Paris 1898; Annales de la Faculté 
de Toulouse 12 (1898). 
at° 
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Ein besonders wichtiger Punkt in der Theorie dieser Reihen und 
der daraus hervorgehenden: Funktionen des Fundamentalbereichs ist ihr 
Verhalten im Unendlichen des Bereichs an der wesentlich singuliren Steile. 
Auch hier lieben sich die Vorarbeiten von Picard und Bourget durch 
leichte Uhertragung benutzen. Es ergab sich das Resultat, daB die Reihen 
sich im Unendlichen entwickeln lassen nach aufsteigenden Potenzen ge- 
wisser Variabelen|U,’, U’’,--., U™, welche mit den 2, 2’, ---, z”~-» in einfachem 
Zusammenhange stehen. — Ich werde iibrigens auf die Picard-Bourget- 
schen Arbeiten sofort noch zuriickkommen. 

3) WeierstraB ist durch Krankheit verhindert worden, seinen Beweis 
fiir die Sétze I und II zm publizieren, hat ihn auch, soviel ich in Er- 
fahrung bringen konnte, in seinen Vorlesungen nicht vorgetragen*). Von 
neueren Autoren haben sich meines Wissens nur Poincaré**) und 
Wirtinger***) mit diesen Sitzen beschiiftigt, doch kann ich beider Be- 
weise nicht fiir einwandfrei halten. Ich bin auf diese Arbeiten und die 
Einwinde, die ich gegen sie erhebe, in Abschnitt e und f des Teiles Il 
ausfiihrlicher eingegangen. 

Aus diesen Griinden habe ich den Beweis auf dem von Weierstraf 
angedeuteten Wege nochmals aufgenommen und mich bemiiht, die Durch- 
fiihrung exakt und befriedigend zu gestalten. Der Beweis wird wohl mit 
leicht erkennbaren Ausnahmen fiir alle Funktionen mit Fundamentalbereich 
giiltig sein. Das Interesse der zu dem Beweise nétigen, ziemlich weit 
ausholenden Entwicklungen beschrinkt sich iibrigens nicht auf die Sitze, 
von denen sie ausgingen: sie sind besonders dadurch wertvoll, daB sie 
uns einen Einblick verschaffen in die spezifischen Schwierigkeiten, welche 
den Funktionen mehrerer Variabelen gegeniiber denen einer einzigen Ver- 
anderlichen eigen sind. 

Die Untersuchungen iiber den Zusammenhang der Funktionen des 
Bereichs mit den @-Funktionen sind in die vorliegende Arbeit nicht auf- 
genommen worden, sie werden in einem folgenden zweiten Aufsatze Platz 
finden. 

Von sonstigen Autoren scheint sich nur Herr Picard mit ithnlichen 
Entwicklungen beschiftigt zu haben;). Er gibt Verallgemeinerungen der 
Modulfunktionen auf zwei Variabele und hat dabei besonders den Zusam- 
menhang mit dem Transformations-Problem der #-Funktionen im Auge. 


*) Er findet sich auch nicht in Werke IV, ,,Vorlesungen iiber die Theorie der 
Abelschen Transcendenten“. 
**) Comptes Rendus 124 (1897, J). 
***) Wiener Akademie, Math.-Naturw. Klasse, 108 (1899). 
+) Fonctions hyperfuchsiennes, Acta 1, 2, 5 (1882—1884); Fonctions hyper- 
abéliennes, Journal de Liouville, IV, 1 (1885). 
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Seine ,,groupes hyperabéliens“ enthalten die Gruppe H in zwei Verinder- 
lichen als Spezialfall. Picards Untersuchungen sind dann von Bourget in 
der genannten thése genauer durchgefiihrt worden. Er wird dabei — immer 
im Falle von zwei Variabelen —, ausgehend von der Transformation der 
#-Funktionen, auf eine Gruppe gefiihrt, welche der unsrigen nahe steht 
(die Formeln unterscheiden sich nur in zwei Vorzeichen). Sein Ausgangs- 
punkt beim Transformations-Problem aber ist von dem Hilbertschen 
ginzlich verschieden*). 

Ich habe bereits hervorgehoben, daB ich mich in Teil II durchweg 
auf die Picardschen Methoden und Resultate stiitzen konnte. Dagegen 
erscheint mir die Methode der kontinuierlichen Reduktion einer quadra- 
tischen Form in mehreren Veriinderlichen, welche Picard zur Aufstellung 
des Fundamentalbereichs empfiehlt, miihsamer als der direkte Weg, auf 
dem ich zu meinem Fundamentalbereich gelangt bin. 


Die Arbeit zerfallt in drei Teile: 

In Teil I wird die Gruppe H studiert und ihr Fundamentalbereich 
aufgestellt. Anhangsweise folgt ein gleichfalls in den Hilbertschen Notizen 
ausgesprochener zahlentheoretischer Satz iiber Einheiten, dessen Beweis 
sich mit Hilfe der in Teil I entwickelten Methoden besonders einfach ergibt. 

In Teil II werden die Picardschen Reihen aufgestellt, ihre Konvergenz 
bewiesen und ihr Verhalten im Unendlichen untersucht. 

Teil II schlieBlich bringt den Beweis der WeierstraBschen Sitze. 

Die vorliegende erste Hiilfte enthilt die Teile I und II. 

Herrn Hilbert méchte ich an dieser Stelle meinen herzlichen Dank 
aussprechen fiir das warme Interesse, mit dem er dem Fortgang meiner 
Arbeit folgte. 


Teil 1. 
a. Definitionen. Einfiihrung der Gruppe H. 


Unseren Betrachtungen liegt zu Grunde ein algebraischer Zahlkérper k 
vom 2 Grade, welcher mit seinen séimtlichen Konjugierten reell ist. Die 
Konjugierten werden mit i’, k”,---, k®-" bezeichnet. Eine Zahl uw des 
Kérpers, welche mit ihren siimtlichen Konjugierten uw’, w”,---, u"- positiv 
ist, heiBt ,total positiv’**). Der Kérper habe die Basis @,, @,,---, @,3 
seine Diskriminante sei d. Da ferner in einem Kérper, unter dessen 


*) Eine genaue Ausarbeitung eines Spezialfalles von fonctions hyperfuchsiennes 
gibt Herr R. Alezais, Sur une classe de fonctions hyperfuchsiennes (Paris, Gauthier- 
Villars, 1901). 

**) Hilbert, Géttinger Nachrichten 1898, pg. 374. 
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Konjugierten sich r, reelle Kérper und r, imaginiare Kérperpaare befinden, 
ein System von r, + 7, — 1 fundamentalen Einheiten besteht, so hat der 
Kérper k genau »—1 Fundamentaleinheiten, die mit ¢,---, & be- 
zeichnet werden. 

Ist » eine nicht-quadratische Einheit, so wird die Gesamtheit der in 
der Form ye darstellbaren Einheiten zu einem Finheitenverbande*) zu- 
sammengefaBt. Aus jedem Einheitenverband wihlen wir einen Repriisen- 
tanten 4 aus; der ,,Hauptverband“ hat den Reprasentanten 1. o@ EHinheiten- 
verbinde heiBen dann ,,von einander unabhiingig“, wenn zwischen ihren 
Reprasentanten keine Gleichung der Form 


n—1 


21 92 » 20 2 je 

i Wy Ie = 8 ‘= 

besteht. ine ' ( ly) 
Nach diesen Festsetzungen iiber den Kérper & bezeichnen wir mit 


, 


x, x’,--+,2- m komplexe Variabele und setzen 

L = Hy + tq, 2+ +, LO—Y) = aD + ta, 
Die 2, %,---, 2», a@-» deuten wir als Koordinaten in einem (2n)- 
dimensionalen Raume. Ein Punkt (xz, z’,---, 2"-") dieses Raumes wird 
war Abkiirzung mit (x)) bezeichnet werden. Der Raumteil, in welchem 
samtliche imaginiren Bestandteile 2,, 2,’,---,«{*-" positiv sind, bildet 
einen =a Teilraum; wir werden ihn im folgenden immer besonders aus- 


zeichnen und durch den Buchstaben 7’ abkiirzen. Ordnen wir andererseits 
der reellen Achse der «z-Ebene die Gesamtheit der komplexen Ebenen 
(x’), --+,(@*-) au, so erhalten wir einen (2 —1)-dimensionalen Raum, 
welcher mit R bezeichnet werden soll. Die Anzahl dieser Riume RF ist n. 
Sie bilden die Begrenzung von 7. 

Folgendermafen stellen wir zwischen den m konjugierten Kérpern 
k, k’,---, k®-» und den m Variabelen x, x’, ---«”-" einen Zusammenhang 
her. Wir ordnen jedem Kérper i die Variabele 2 zu, wihlen dann 
vier ganze Zahlen a, 6, y, 0 in k, deren Determinante . 
(1) ad —Bpy=e 
eine Kinheit des Kérpers ist (woraus sich ergibt, daB auch 

a 8’ — By’ =e, +++, aD AM—D — Be-D ym—1) — gn) 

Kinheiten sind) und unterwerfen die x dem System linearer simultaner 
Substitutionen 


2) ym SEB yan aera geod 
ye+o? ? y—Dg"-D 4 ge-D 


Zerlegung in reellen und imaginiiren Bestandteil ergibt 








*) Hilbert, Relativ-quadratischer Zahlkérper, Math. Ann. 51 (1899), pg. 21. 
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~ 2 (yx, +98) = & 
(3) i id (CC A rT 
und analog fiir die Konjugierten. Demnach transformiert ein Substitu- 
tionen-System (2) die Raiume FR in sich. Ein Substitutionen-System mit 


total positiver Determinante 4 wird ferner auch den + Teilraum in sich 
transformieren. . 

Die Determinanten « werden daher in der Folge immer als total positiv 
angenommen werden. 

Ein Substitutionen-System (2) werden wir dann als Ganzes als eine 
Transformation des Raumes der (x) auffassen. Die Zusammensetzung zweier 
Transformationen geschieht, indem man die einzelnen Substitutionen des 
Systems nach den gewdéhnlichen Regeln zusammensetzt. Die zusammen- 
gesetzte Transformation ist dann wieder von der Form (2). 

Die Gesamtheit aller Transformationen (2) bildet eine Gruppe H*). Ein 
Punkt (y), welcher nach einer Substitution der Gruppe H einem vor- 
gegebenen Punkte (x) entspricht, heiBt zu (x) dquivalent. 

Da mit jeder Substitution (2) mit Determinante 7 die Substitution 

eax+ eB 
(U= Fyete8 
und derselben Substitution der Gruppe alle Einheiten eines Einheiten- 
verbandes als Determinanten. Zerlegen wir also die Gesamtheit der Sub- 
stitutionen nach den Werten ihrer Determinanten in Klassen, so gibt es 
deren nur eine endliche Anzahl und zwar ebensoviele, als es total positive 
Einheitenverbinde gibt. Ist @ die Zahl der von einander unabhingigen 
total positiven Einheitenverbiinde, so ist die Zahl der Klassen = 2¢. Jeder 
Klasse ordnen wir dann einen bestimmten Reprisentanten des Einheiten- 
verbandes als Determinante zu. Dem Hauptverbande entspricht die Haupt- 
klasse H,, welche die besondere Eigenschaft hat, eine Untergruppe der 
Gruppe H zu bilden. Die Repriisentanten der total positiven Kinheiten- 
verbiinde sollen im folgenden iiberall mit 4 bezeichnet werden. 

Eine wichtige Untergruppe von H ist die affine Untergruppe. Wir 
nennen affin eine Substitution, fiir welche y= 0 ist. Sie hat die Form 


)) mit Determinante «*y identisch ist, so entsprechen einer 


x 2 _ = 
(4) y= seth = nea + By ++ yO—D = 4M Deer—W-Y 4 Bln, 
8 


und die Gesamtheit dieser Substitutionen bildet die affine Untergruppe. 


*) Die Gruppe H gehért zu der allgemeinen Klasse von Gruppen, welche Herr 
Hurwitz in der Abhandlung ,,Die unimodularen Substitutionen in einem algebraischen 
Zahlenkirper“ (Géttinger Nachrichten 1895, pg. 332{f.) in zahlentheoretischer Hinsicht 
diskutiert hat. Wir erwiihnen insbesondere das Hurwitzsche Resultat, daB die Gruppe 
H aus einer endlichen Anzahl erzeugender Substitutionen zusammengesetzt werden 
kann. 
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Wir haben noch eine Bemerkung beziiglich der Einheiten y hinzu- 
zufiigen. Wir kénnen namlich immer das System der Fundamentalein- 
heiten des Kérpers so wiihlen, daB Reprisentanten 7,,---, 4, der @ von 
einander unabhiingigen total positiven Einheitenverbiinde darin figurieren. 

Dies ist leicht zu sehen. Sei nimlich 


0 
a &... giarl an 
&, & 1 7% (4. {) 


eine total positive Einheit und etwa g, = 1, so kénnen wir an Stelle von 
é, das y, in das System der Einheiten aufnehmen, und das so entstandene 
neue System ist wieder ein Fundamentalsystem, da sich ja «, durch y, 
und die iibrigen ¢ rational ausdriicken lift. Indem wir so fortfahren, 
kénnen wir der Reihe nach @ der « durch die entsprechenden y ersetzen. 

Wir werden in Zukunft immer annehmen, dai das System der Funda- 
mental-Einheiten in der Form 


M1» Nar ***s Nei Fo412 &o429 °°» En-1 


gegeben ist. 


b. Diskontinuitit der Gruppe H. Fixpunkte. 


Eine Gruppe ist nach Poincarés und Frickes*) Bezeichnung inner- 
halb eines Gebietes A ,,eigentlich diskontinuierlich“, wenn innerhalb A kein 
Punkt existiert, welcher Hiaufungsstelle von unendlich vielen ihm Aqui- 
valenten Punkten ist. Wir werden beweisen: 

Im Innern des Teilraumes T ist die Gruppe H eigentlich diskon- 
tenuierlich. 

Der Beweis griindet sich auf die folgenden beiden einfachen Tatsachen: 

1) Es gibt in einem algebraischen Kérper nur eine endliche Anzahl 
von ganzen Zahlen, welche mit ihren simtlichen Konjugierten absolut 
genommen unterhalb einer endlichen Grenze liegen. 

2) Es gibt in einem algebraischen Zahlkérper nicht zwei von einander 
verschiedene ganze Zahlen x und x, so daB x und seine simtlichen Kon- 
jugierten sich nur um beliebig geringe Betriige von x und den entsprechen- 
den Konjugierten unterscheiden. In Formeln: die Ungleichungen 


|jun—x|<6,---, | x®-) — x"-D| <6 


sind fiir keine von einander verschiedenen ganzen Zahlen x und x bei 
beliebig kleinem 6 gleichzeitig verifizierbar. 


*) Poincaré, Acta 3, pg. 57; Fricke-Klein, Automorphe Funktionen I, pg. 62. 
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Zum Beweise der eigentlichen Diskontinuitiét von H betrachten wir 
zuniichst die affinen Substitutionen. Sei () ein Punkt von 7 mit nicht 
verschwindenden imaginiren Koordinaten 2, ---, "-. Aus 

Y, = 82, rey ye-) = g*-) g@— iP ae~D 


folgt nach Hilfssatz 2), daB fiir eine gegen (x)) konvergierende Reihe 
aiquivalenter Punkte (y) 


ne ies 4 oh 2 ge 1P =—1 
sein muB, und dann folgt aus den Gleichungen fiir die reellen Bestandteile 
B=---=pe-Y0=0. 


Es gibt also keinen Punkt (zx), welcher Hiiufungsstelle von affin iiqui- 
valenten Punkten wiire. 

Bei nicht-affinen Substitutionen sehen wir nach den Formeln (3), 
daB die GréBen 


E=—[(ya, +8) + a4, -- 


1 


—1 _— 
++, Ee-) = 
n 





[(y?- 1) ae 1) + j@- 1))2 + yn 1p ae- 1] 


fiir unendlich viele Substitutionen sich beliebig wenig von 1 unterscheiden 
miissen, wenn (x)) Hiiufungsstelle von aiquivalenten Punkten sein soll. Aus 
lim E = 1,--- folgt aber 
(n—1) 
lim y* <4, --+, lim y*-* S$ Ty, 
at a 

d. h. y bleibt nebst allen seinen Konjugierten unterhalb einer endlichen 
Grenze. Also gehért (nach Hilfssatz 1)) zu allen unseren unendlich vielen 
Substitutionen nur eine endliche Zahl: von Werten y. 

Es muB demnach mindestens ein Wert, y,, noch in unendlich vielen 
der betrachteten Substitutionen auftreten. Unter Benutzung von lim E=1 
finden wir dann aus den Transformationsformeln fiir die reellen Teile 


Qy,x, = lim (a — 8), «++, 2p 2-9 = lim (a-9 — 8-9), 


Die Punkte («—0d,---, «”-Y—6-») haben aber im Endlichen nach 
Hilfssatz 2) keine Hiufungsstelle. 

Daher kann Hiiufung fquivalenter Punkte héchstens nach solchen 
speziellen Stellen (x) eintreten, deren reelle Koordinaten den Gleichungen 
geniigen 

2, By = Hy ++, B-DAY — wD, 
wo x eine ganze Zahl des Kérpers bedeutet, und die siimtlichen gegen 
()) konvergierenden ‘quivalenten Stellen miissen die nimlichen reellen 
Koordinaten besitzen. 
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Aus dieser Annahme folgt aber fiir jede der Substitutionen 


E=1,..-, E@-9—1 
und somit 
Yo = %o,°*'y ye-») — xe-; 


d. h. jede der Substitutionen fiihrt den Punkt in sich selbst iiber. Es 
findet also keine Hiufung von iiquivalenten Punkten gegen (x) statt. 

Die Gruppe H ist also in der Tat im Innern von 7 eigentlich 
diskontinuierlich. Jeder Punkt wird auBerdem nur durch eine endliche 
Anzahl von Substitutionen in sich iibergefiihrt. 

Dagegen liegen in den Begrenzungsriumen F die aquivalenten Punkte 
iiberall dicht. Zum Beweise zeigen wir, daB dieselbe Higenschaft den 
Fixpunkten der Gruppe zukommt, und zwar kénnen wir uns dabei auf 
die Untergruppe H, mit der Determinante 1 beschranken. 

Die Fixpunkte einer Substitution sind bestimmt durch das Gleichungs- 
system 
ye + (@—a)ex —-p =0, 

(5) 


| yi 1) a — IP + (d@- 1)__ gn »)) ge _ po- ) —(Q, 


Jede Substitution hat sonach 2” Fixpunkte. Fiir H, schreiben sie sich 
in der Form 


a— 0d 1 are 
x and + 2y V(@ + 0)? —¢ ? 





2y 


(5a) 
_. gS ge-9 1 sities ea 
ge Dm — "= + xc) V(ae=9 + §@-D)?— 4, 


Sind die simtlichen konjugierten GréBen (a+ 0)* kleiner als 4, so heibt 
die Substitution elliptisch; ist («+ 6)? = 4, so heiBt sie parabolisch; ist 
aber mindestens eine der konjugierten Gréfen (#+ 0)? gréBer als 4, so 
soll sie hyperbolisch heiBen. 

Die Fixpunkte der parabolischen Substitutionen erfiillen das (-dimen- 
sionale) reelle Gebiet des (2m)-dimensionalen Raumes iiberall dicht. In 


der Tat zeigen die Gleichungen (5a), daB® jeder Punkt (()) Fixpunkt 


einer parabolischen Substitution ist, wenn x und 4 ganze Zahlen des 
Kérpers bedeuten. 

Wir betrachten an zweiter Stelle die hyperbolischen Substitutionen 
und behaupten, daB ihre Fixpunkte alle Riume R iiberall dicht erfiillen. 
Zu diesem Zwecke beweisen wir den allgemeinen Satz: 














. 
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Ist 
Az? + wx +yv =0 
(7) 
AMD gin IF 4 yl 1) gm 1) 4 yln—1) — 


ein System konjugierter irreduzibeler quadratischer Gleichungen mit ganzen 
Koeffizienten in den Kérpern k, ---, k-, und ist mindestens eine der 
nichtquadratischen GréBen 


A =u? — 4dv,---, AC—9 = pe — 44e-D yer 


gréBer als Null, so sind die Wurzelpunkte dieses Gleichungssystems 
Fixpunkte einer hyperbolischen Substitution. 

Damit der Satz richtig sei, mu8 — wie Vergleich von (5) und (7) 
zeigt — 
(8) 6y=vi, o(0—a)=vye, 6B =— vv 


sein, wo 6 und v ganze Zahlen des Kérpers bedeuten. Die gleichen 
Beziehungen finden dann auch fiir die konjugierten Kérper statt. Setzen 
wir noch 
t= 6(a+0), 

so ergibt sich 

260 =t+vup, 26e—1— vp; 
und da «d —- By = 1 sein soll, muB zwischen den ganzen Zahlen o, t, v 
die Relation bestehen 
(9) 4a 5a. 





Das Gleichungssystem (8) und (9) fiir die ganzen Zahlen 6, £, y, 0, v 
des Ké6rpers liBt sich bei beliebigem o durch von Null verschiedene 
Werte der Unbekannten befriedigen, wenn es eine ganze Zahl tr, und eine 
nicht verschwindende ganze Zahl v, des Kérpers gibt, welche der Gleichung 
(9) t,7—Av?=1 
geniigen. 

Diese Gleichung aber ist das Analogon der Pellschen Gleichung im 
Kérper k. Fricke*) hat nachgewiesen, daB sie immer unendlich viele 
Lésungen 1,, v, mit von Null verschiedenem v, hat, sobald mindestens 
eine der konjugierten Determinanten A,---, A®- gréBer als Null ist. 


Es handelt sich dabei wesentlich um folgendes: Die verallgemeinerte 
Pellsche Gleichung 


t,7— Av,? 
1 ae ee | 


6, 





*) Fricke, Math. Ann. 42 (1893), pg. 569f 
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fiir die drei Unbekannten 1,, v,, 6, liefert die Einheiten des relativ-quadra- 
tischen Zahlkérpers K(VA). Dieser Zahlkérper hat die Konjugierten 


K (V4), K(—Y4), aha. K(VAe-»), K(- VAe->), 
von welchen bei unserer Voraussetzung tiber A mindestens zwei reell sind. 
Daher ist die Anzahl der Fundamentaleinheiten in K(VA) r>n, also 
gréBer als die Einheitenzahl in k. Die verallgemeinerte Pellsche Glei- 
chung hat somit immer eine unendliche Mannigfaltigkeit von Lésungen. 
Fricke zeigt dann, daB es unter diesen immer auch unendlich viele solche 
gibt, welche die spezielle Pellsche Gleichung (9’) befriedigen. 

Somit sind siimtliche Wurzelpunkte des Gleichungssystems (7) Fix- 
punkte hyperbolischer Substitutionen, und da diese Wurzelpunkte — d. h. 
die siimtlichen Systeme zusammengehériger rationaler gebrochener Zahlen 
aller Relativkérper K(VA), ---, K(—VA-»), — die Riume R iiberall 
dicht erfiillen, so ist unser Satz bewiesen. 

Die Fixpunkte elliptischer Substitutionen bilden nach unserem Dis- 
kontinuitatsbeweis eine isolierte Menge. Wir kénnen sie aber auch aus 
der Pellschen Gleichung direkt berechnen. Sind niimlich die siimtlichen 
GréBen A,---,A®-» kleiner als Null, so ist der relativ-quadratische 
Kérper K(V/A) mit seinen simtlichen Konjugierten imaginiir, und neue 
Kinheiten, d. h. Lésungen der verallgemeinerten Pellschen Gleichung mit 
von Null verschiedenem v, kénnen nur dann auftreten, wenn K(/A) eine 
Einheitswurzel enthalt; es tritt aber in der Gesamtheit aller Kérper (2”)'™ 
Grades nur eine endliche Anzahl von Einheitswurzeln auf*), und demnach 
gibt es a fortiori nur eine endliche Anzahl von Werten A, fiir welche die 
spezielle Gleichung (9’) erfiillt ist. Die Wurzeln siimtlicher Gleichungen (7) 
mit gleichem A ergeben sich dann in der Form 


A @-1) 4 VAe=d 
— btye vee, gD) wae 1A ei, 
wo &, € ganze Zahlen in & sind. In dieser Form lassen sich also alle 
Fixpunkte elliptischer Substitutionen darstellen; sie liegen also in der 
Tat im Innern des Teilraumes 7’ nirgends iiberall dicht und hiufen sich 
gegen die Riume R. 


c. Konstruktion eines Fundamentalbereichs fiir die Gruppe 
(y= + B). 
(Reduktion des n-dimensionalen Raumes nach » Vektoren.) 


Nach Feststellung der Diskontinuitét der Gruppe H innerhalb 7 
schreiten wir zur Konstruktion eines Fundamentalbereichs, d. h. eines 





*) Hilbert, Alg. Zahlkérper, pg. 332. 
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Bereichs von der Beschaffenheit, daB sich in seinem Innern und auf 
seinem Rande zu jedem Punkte (y) von 7 ein und nur ein ‘quivalenter 
Punkt (x) findet. Wir verfahren zu diesem Zwecke successive, indem wir 
einen Fundamentalbereich zuerst fiir die einfachste Untergruppe (y=-+ 8), 
dann fiir die allgemeine affine Untergruppe, schlieBlich fiir die gesamte 
Gruppe H angeben. 

Da die Gruppe (y = 2+ £8) die imaginiren Koordinaten ungedndert 
la8t, haben wir bei Aufstellung unseres ersten Fundamentalbereichs nur 
mit den reellen Koordinaten zu operieren. Fiihren wir die Basis o,,---, 0, 
des Kérpers ein, so transformieren sich die reellen Koordinaten durch die 
Gruppe nach den Gleichungen 

AAT =X, +m, a, +++ M,@,,, 
(9) 

yr- om xe—1) + m, o"—) feet m,,a"~"), 
wo die m ganze rationale Zahlen sind. 

Diese Formeln deuten wir anschaulich im »-dimensionalen Raume 
der a,,---, #"-", wobei wir zur Vereinfachung der Vorstellung » = 3 
voraussetzen. In dem dreidimensionalen Raume der z,, «,’, 2,” betrachten 
wir die @,, @,", @,"; @g, Ws’, We"; @3, @s', @, als Projektionen dreier wind- 
schiefer Vektoren*) V,, V,, V;. Nennen wir alle diejenigen Punkte nach 
einem Vektor V fiquivalent, welche aus einem Punkte durch mehrfaches 
Abtragen des Vektors hervorgehen, so verstehen wir unter Redultion des 
Raumes nach dem Vektor V den ProzeB der Abgrenzung eines Gebietes, in 
welchem von jeder Reihe fiquivalenter Punkte ein und nur ein Exemplar 
vorhanden ist. 

Unter Benutzung dieses Begriffes liBt sich das Problem der Auf- 
stellung unseres Fundamentalbereichs folgendermaBen geometrisch fassen: 

Die Aufstellung unseres Fundamentalbereichs ist identisch mit dem 
Problem, den dreidimensionalen Rawm nach drei windschiefen Vektoren zu 
reduzieren. 

Die Lésung der Aufgabe ist unmittelbar. Durch einen beliebigen 
Punkt des Raumes legen wir eine Ebene e,, welche den Vektor V, nicht 
enthalt, tragen von dem Punkte den Vektor ab und legen durch den 


*) Windschief nennen wir drei Vektoren, wenn sie, von dem gleichen Anfangs- 
fangspunkte aus abgetragen, nicht in einer Ebene liegen. V,, V,, V, sind wind- 
schief zu einander, weil die Determinante 

oa, @ 
Q=)|a,' a,’ a, =Yd 
“7 ” “ 
oO 8 
von Null verschieden ist. 
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Endpunkt eine Parallelebene e¢,’. Dann ist nach dem Vektor V, der ganze 
Raum auf das Gebiet zwischen. den beiden Ebenen reduziert. Nun wihlen 
wir speziell die Ebene e, parallel zu den Richtungen der beiden anderen 
Vektoren V,, V,. Fiihren wir dann dieselbe Konstruktion auch fiir diese 
letzteren aus, so erhalten wir als Durchdringungsgebilde der drei plan- 
parallelen Gebiete ein Parallelepiped, dessen Kanten nach Liinge und 
Richtung mit den Vektoren iibereinstimmen. Auf dieses Parallelepiped 
ist dann der ganze Raum nach den drei Vektoren reduziert. Denn ich 
kann zu jedem beliebigen Punkt (y,)) des Raumes einen Punkt (,)) im 
Innern oder auf dem Rande des Parallelepipeds finden, so daS durch 
mehrmalige Abtragung der drei Vektoren (z,)) aus (y,)) hervorgeht. 

Die analytische Ubertragung dieser geometrischen Konstruktion kommt 
auf eine einfache Determinantenrechnung hinaus, die wir wieder fiir all- 
gemeines » durchfiihren wollen. Wir denken uns die @,,---, @, so 
gewihlt, daB die Determinante 


@, @, ee @,, 

, , , 

Q aa @, Gy ee 0, 
(n—1)  g(—-1) 2... g(-) 

@; @s @, 


positives Vorzeichen erhilt. Die Unterdeterminante von Q nach @; 
sei 2, 

Beschriinken wir die x,---, 2"-" auf das durch die Ungleichungen 

Q —. 
— SQ a, + QW H+ + AP VAP-“D << + —¥ 
(1) 
Q , , = - Q 

— =F S2%.% + Qa, + +--+ & ” al" .<+F 
definierte Gebiet, so liegt innerhalb desselben-von jeder nach der Untergruppe 
(y=2x-+ B) dquivalenten Reihe von Punkten ein und nur ein Exemplar. 

Ist in der Tat (y) ein beliebiger Punkt von 7, und sind Y,,---, M, 
die Werte der Ausdriicke (1) fiir diesen Punkt, so bestehen an einem nach 
den Gleichungen (8) aquivalenten Punkte (a) die Werte 

M, + m,Q,---, M, + m,Q 

und die m lassen sich auf eine und nur eine Weise derart bestimmen, 
daB (x)) innerhalb des angegebenen Gebietes liegt. Dies ist also ein 
Fundamentalbereich fiir die betrachtete Untergruppe (y+ 8). Er werde 
mit D, bezeichnet. 

In der Wahl von D, liegt noch eine bedeutende Willkiirlichkeit. 
Wir kénnen niamlich die @,,---, @, durch eine beliebige andere Basis 














@ 


—_— a ooo ee, 


ms ke 
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o,*,-+-, @,* ersetzen und mit diesen neuen Vektoren ein Parallelepiped 
(I) konstruieren. Da die @,*, ---, ,* aus @,,---, @, durch eine Trans- 
formation mit Determinante + 1 hervorgehen, so haben alle diese Parallel- 
epipede das gleiche (absolut genommene) Volumen. Multiplizieren wir 
insbesondere die Basiszahlen mit einer total positiven Einheit 7, so erhalten 
wir einen fiir das folgende wichtige Fundamentalbereich D,*: 





Q 2, 0 Sy ae Q 
—zSUzTtas + +++ + Qh = ac by <4, 


(I*) 





, 1) 
~$<9,% 49; 84...4.9¢-0F 48. 
Die zu D, iiquivalenten Fundamentalbereiche ergeben sich durch ein- 
fache kongruente Nebeneinanderlagerung, wie man aus der geometrischen 
Vorstellung des Parallelepipeds sofort ableitet. Analytisch entspricht der 
kongruenten Fortsetzung iiber die Ebene e, hinaus die Substitution 
(y=2+,). Da sich die gesamte Gruppe (y=x-+ §) aus den » Substitutionen 


(y= 2+ 0), ---, (y= + @,) 
erzeugen lit, so stellen sich die erzeugenden Substitutionen geometrisch 


gerade als kongruente Fortsetzungen iiber die einzelnen Randfliichen unseres 
Parallelepipeds dar. 


d. Fundamentalbereich fiir die allgemeine affine Gruppe. 


(Reduktion des n-dimensionalen Raumes nach n—1 Vektoren.) 


Bei der Behandlung der allgemeinen affinen Gruppe gehen wir in der 
Weise vor, da8 wir zuerst fiir die imaginiiren Koordinaten 2g, - - -, x{'-» 
einen Fundamentalbereich suchen und diesen dann mit dem oben gefun- 
denen Bereich D, fiir die reellen Koordinaten kombinieren. 

Die imaginiiren Koordinaten transformieren sich nach den Formeln 
(10) My = Mey =, YD — Damm HP fe, 

Um diese Formeln analog wie die des vorigen Paragraphen behandeln zu 
kénnen, gehen wir zu Logarithmen iiber. Wir bezeichnen mit Y,--., Y“~”; 
X,---, X@-» die Hauptwerte der Logarithmen von yp,---,y{"~); #,-+-,a'~)*); 
ferner mit /,,---,1{°-” die Hauptwerte der Logarithmen von 

Nis 1"~9 (i=1,2,--,@), 
schlieBlich mit 4,,---,4j/°-» die Logarithmen der absoluten Betriige von 
yy a4 (j=e+1, 9+2,--,n—1). 


é 





*) Die Y und X sind reell, da wir die y, « auf den Teilraum 7’ beschriinken, 
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Die Formeln (10’) nehmen dann die Gestalt an 


Y =X +p), - +~+p,4 +2041 441 te 2, 14g y 


(10) 


ye-9 .. xO tpt tp + 2g ae-9 +4...4 2@ qin 


o+1“e+l na—-1“n-1 ? 


wo die p und g ganze rationale Zahlen bedeuten. Dabei denken wir uns 
die /;, 4; derartig numeriert, da8 die Determinante 


oe. A “< 


@ e+1 °° m—1 
a,’ “ed l, Ag +1 soe Aes 
oe J j 


(n—2) (n—2) 4 (n-2) (n—2) | 
yer... a Pa 


einen positiven Wert hat. Sie ist dann der Regulator*) des Kérpers k. Die 
Unterdeterminanten von FR nach /,”, 4, sollen bezw. mit L,, A, be- 
zeichnet werden. 

Wir wollen unseren Fundamentalbereich, wie im vorigen Paragraphen, 
zuerst durch geometrische Betrachtungen ermitteln, wobei wir wieder der 
Anschaulichkeit halber »=3 annehmen und die Logarithmen zu den 
Einheiten mit /,, J,’, 1,” und ,, l,’, 1,” bezeichnen. Wir deuten die GréBen / 
wieder als Projektionen zweier Vektoren V,, V,. Unser Problem lautet 
dann: : 

Den Raum der X, X’, X” nach den beiden Vektoren V, und V, zu 
reduzieren. 

Die Vektoren V, und V, wirken beide parallel mit der Ebene 
X+ X’'+ X” =0. In der Tat sind ja J,, ,’, 1,” Logarithmen von kon- 
jugierten Einheiten und daher J, +7,+ 1,” =0. Daher wird ein Punkt 
(Y), welcher einer Ebene e= X + X’ + X” = const. angehért, in einen 
Punkt (X)) derselben Ebene transformiert. Dieser Umstand fiihrt unser 
Problem auf das im vorigen Abschnitt behandelte zuriick: wir haben jede 
Ebene e = const. nach den zwei Vektoren V, und V, zu reduzieren und 
erhalten als Reduktionsgebilde in der Ebene ein Parallelogramm (I). 
Denken wir uns nun eine beliebige Gerade, welche nicht zu den Ebenen e 
parallel ist, so kénnen wir alle unsere Parallelogramme auf dieser Geraden 
aufreihen, d. h. die Parallelogramme immer um den Schnittpunkt der 
Geraden mit e als Mittelpunkt konstruieren. Das so entstehende Gebilde 
ist ein unendliches, vierkantiges, beliebig im Raume orientiertes Prisma, 
welches mit siimtlichen Ebenen e ein Parallelogramm gemein hat. Auf 
dieses Prisma ist dann durch die zwei Vektoren der ganze Raum reduziert. 





*) Hilbert, Alg. Zahlkérper, pg. 221. 
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Der Vollstindigkeit halber sei hinzugefiigt, daB die Konstruktion 
unseres Prismas noch grofe Willkiirlichkeit in sich birgt, indem wir als 
Mittellinie an Stelle einer Geraden eine beliebige stetige Kurve hiitten 
benutzen kénnen, welche jede Ebene e einmal schneidet. 

Bei der Anwendung dieser Betrachtungsweise auf die Formeln (10) 
ist nur darauf zu achten, daB die Vektoren (4) immer mit geraden Koef- 
fizienten auftreten. Dies bedingt einfach eine Verdoppelung der den (A) 
entsprechenden Seiten des Parallelogramms. 

Analytisch stellen sich diese geometrischen Betrachtungen (fiir allge- 
meines ”) folgendermaBen dar. Wir wollen fiir unser Prisma zur Ab- 
kiirzung die Bezeichnung Leitprisma einfiihren; 


sei die Gleichung seiner Achse; ferner bezeichnen wir durch B,, -- -, B,; 
Boyi***, B,_, die GréBen 


B, = Lb+-+-+ i ate Bit No 415 foo PASH NGE-9, 


n—-1 


e+1 


Beschriinken wir dann bei reellem, beliebig veriinderlichem t ein Gebiet 
des Raumes der (X)) durch die Ungleichungen 


B— FS Ly (K—at)+---+ Lye-9(Ke-9—a"-) <B, +5, 


R. iil ite ; R 
B,— F< L,(X—at) +--+ Le-9(Xe-9—ae-) <B, +, 


+1 


(II) 4 Boi RSA,, ,(X—at) p+ ASH 9(XO-9— gh) <B.4.+ 8, 


B._,—RSA,_, (X—at) +--+ A059 (XO- 9a") < BL +R, 


n 1 


Xe t+ XO) = H+... 4+ He-M + t(a+---+a"-), 


so liegt in diesem Gebiet von jeder Reihe nach den Gleichungen (10) dqui- 
valenter Punkte ein und nur ein Exemplar. 

Gehen wir von den Logarithmen wieder zu den Zahlen iiber, so ergibt 
das Abbild des Leitprismas im Raume der 2, ---, 2{"- einen Funda- 
mentalbereich fiir die Substitutionen (10’), welcher von allen Punkten (z,)) 
mit nur positiven Koordinaten einen und nur einen fquivalenten enthilt. 
Im Raume 7’ ist also fiir die allgemeine affine Gruppe zuniichst die Re- 
duktion der imaginiiren Koordinaten geleistet. Wir erhalten einen gewissen 
Bereich, in welchem die imaginiiren Koordinaten den Bedingungen (II) 
unterworfen, die reellen Koordinaten aber noch beliebig sind. Nun 
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reduzieren wir die reellen Koordinaten nach den Ungleichungen (I) und 
erhalten dann einen Bereich D,, welcher Fundamentalbereich fiir die all- 
gemeine affine Gruppe ist. 

Ist niimlich (y) ein beliebiger Punkt im Innern von 7, so kann ich 
zunichst auf eine und nur eine Weise die Transformation (z = yé*y)) so 
wihlen, daB® die imaginiren Koordinaten von (2) den Ungleichungen (II) 
geniigen. Die reellen Koordinaten mégen die Werte z,, ---, 2"~» erhalten. 
Dann existiert eine und nur eine Transformation (x = z + £)), welche die 
reellen Koordinaten in das durch die Ungleichungen (I) definierte Gebiet 
wirft. — 

Wir haben uns nunmehr mit der geometrischen Gestalt unseres Be- 
reiches D, zu beschiiftigen. Der Bereich ist zuniichst einfach zusammen- 
hiingend. Diese EHigenschaft gilt in der Tat von dem Leitprisma und 
daher auch von dessen Abbild in dem Raume der (x,), und da in D, die 
reellen Koordinaten von den imaginiren giinzlich unabhiingig sind, bleibt 
sie auch fiir D, bestehen. 

Eine wichtige Frage ist die nach den Punkten, welche D, mit dem 
Rande von 7’, d. h. mit den Raiumen R, gemein hat. D, ist als Funda- 
mentalbereich nur fiir das Innere von T definiert, in Bezug auf die Raiume 
R hat D, keine charakteristische Eigenschaft. Bei allgemeiner Wahl von 
D,, 4. h. bei allgemeiner Orientierung des Leitprismas, werden in dem 
Randteile von J, noch unendlich viele nach der affinen Gruppe zu 
einander aquivalente Punkte liegen. Zwei in Bezug auf das Innere von 7 
gleichberechtigte Fundamentalbereiche D, kénnen sich auch in Bezug auf 
Randstellen ginzlich verschieden verhalten, z. B. Randpunkt-Mengen ver- 
schiedener Dimensionen besitzen. DaB diese UngleichmiBigkeit in der 
Tat stattfindet, beweist die Betrachtung der verschiedenen Orientierungen 
des Leitprismas. 

Wir werden eine besonders einfache Anordnung der Randpunkte 
erzielen, wenn wir annehmen, daj} das Leitprisma den Teilraum der 
positiven X, X’, ---, X“-» durchquert, so daB alle Koordinaten (X) gleich- 
zeitig beliebig groBe positive Werte annehmen. Die (x,)-Koordinaten haben 
dann innerhalb des Fundamentalbereichs die Eigenschaft, alle gleichzeitig 
unendlich zu werden: Der Bereich D, hat also nur einen einzigen wnend- 
lichen Punkt. Die (a) konvergieren aber ferner auch alle gleichzeitig 
gegen Null, daher sind die iibrigen Randpunkte von D, simtlich reell. 
Diese Wahl von D, wird fernerhin immer vorausgesetzt werden. 

Wir besprechen schlieBlich noch die zu D, aquivalenten Fundamental- 
bereiche. Die Substitutionen (10’) haben die Erzeugenden 

(y=), +++» (y=), (y= 20412), > ++) (Y= eh-12). 
Jeder dieser erzeugenden Substitutionen entspricht im Raume der (X)) 
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die Anlagerung eines kongruenten Prismas an eine der Seitenflichen des 
Leitprismas. Die Ungleichungen (I) fiir die reellen Koordinaten gehen 
bei einer Transformation (10’) iiber in die Ungleichungen (I*). Es gibt 
nach der affinen Gruppe also unendlich viele, einander inkongruente, 
iiquivalente Bereiche. 


e. Der Bereich D,. 


Wir wollen. aus dem Fundamentalbereich D, der affinen Gruppe, 
welcher nach der Gesamtgruppe H zu jedem Punkte noch unendlich viele 
Aquivalente enthalten wird, einen Teil herauspriiparieren, in welchem sich 
zu jedem Punkte héchstens noch eine endliche Anzahl Aquivalenter findet. 
Zu diesem Zwecke bemerken wir, da® die Fixpunkte der elliptischen Sub- 
stitutionen und demnach auch die faquivalenten Punkte sich nach den 
Grenzriumen F hiiufen. Wir werden also versuchen, unseren Fundamental- 
bereich von diesen Grenzriumen abzulésen. 

Hierzu bedienen wir uns des bekannten Minkowskischen Satzes*): 

In » homogenen linearen Formen FJ’; von » Variabelen mit beliebigen 
reellen Koeffizienten und der Determinante A kann man den Variabelen 
immer solche rationale ganze Werte, die nicht simtlich Null sind, geben, 
daB jede Form F, absolut genommen kleiner wird als eine ihr zugeord- 
nete vorgegebene positive GréBe x,, vorausgesetzt, daB das Produkt 

my ty s+, = || 
ist. 

Mit Hilfe dieses Satzes leiten wir das Resultat ab: 

Jeder im Innern des Teilraumes T gelegene Punkt (y)) laépt sich durch 
eine Substitution von H in einen Punkt (x) verwandeln, dessen imaginiire 
Koordinaten den Ungleichungen 


a, > C, +++, a-) > O-» 
geniigen, wo die C durch die Beziehung 


» CQ’ p-) 2 
(II) CC’... es 
verbunden sind. 
Zum Beweise wollen wir nur die Untergruppe H, mit der Deter- 


minante 1 betrachten. Fir diese ist 
(n—1) 
2 


»» HD = ¥ 12 i? (n—1p 
(y@~ Dy 2) 4 a@—) + y%- Pyg- y 








~~ Ys 
. (1% + 0)?+ y*y,*? 
Sollen nun 


% > C, tesy xe-9 > Ce-» 


*) Minkowski, Geometrie der Zahlen, pg. 104. Hilbert, Alg. Zahlkérper, pg. 210. 
238* 
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(11) 


so sind die [,, , 2” lineare Formen mit den 2m Variabelen 4,,-- -, a,; 
ane 
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sein, so folgt 


(yy, +9) > YY" < 7 Ye, 


iw aif 7 
(y— Dy —D 4 AOe—D)2 + yl Fyfe 1) < oe ys" 1) 
Wir setzen zur Abkiirzung 
T= 7y $8, - ++, FO-D = yr Dyle— 4. ger, 
=? prety FYHD = ye, 


Fiihren wir noch die Ausdriicke von y und @ in den @,,---,@, ein, 


y= 4,0,+---+4,0,, d=b,a,+---+5,0,, 


n? 


b,. Die Determinante dieser Formen ist 





| Y, _ "49, 5; “°° @, 
| . ; 
| ye-) at) eee ye-) a1); a*—1) eee a—) 
A=| = d. 
| @, i o, ; O — 
| w"-1)... a-); 0 — | 


Andererseits leiten wir aus (11) fiir die [ die a ab 


1 1 — 
—— > WP-*| <— V¥e-» », 








Vo 7 
1 
wee, [P@-D 
Ral <5 8 Va" TS I<ig Wee Vy i) 


Das Produkt der rechten Seiten dieser Ungleichungen ist gerade 


oe 1 
~ 3" OO"... ge-D 


Daher lassen sich die Ungleichungen nach dem Minkowskischen Satz 
immer befriedigen, wenn 


co’...ce-yv2 it 
a a 
Dies ist aber das angekiindigte Resultat. 
Wir haben somit einen Bereich neu gewonnen, welcher zu allen 


Punkten im Innern von 7’ Aquivalente enthiilt: er besteht aus allen 
Punkten, deren imaginiire Koordinaten gewisse, durch die Gleichung (III) 
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verbundene Werthe iibersteigen. Wir wenden auf ihn die Reduktion nach 
der affinen Gruppe an. 

Zu dem Ende suchen wir im Raume der (X)) das unserem Bereiche 
entsprechende Gebiet. Sind ¢,---,c"-» die Hauptwerte der Logarithmen 


von C,---C-», so besteht das fragliche Gebiet aus dem =r Teilraum 
&>e,::+, Ze-§9>e-%. 

Wir betrachten nun ein Leitprisma, dessen Achse durch den Punkt 
X=c,--+, X@-0 = ce-0 

hindurchgeht, und fassen dazu die Schar der Ebenen X+---+ X@-Y =e 

ins Auge. Wenn e>c+---+c- ist, so hat jede dieser Ebenen mit 


unserem - -Teilraum ein Stiick gemeinsam, fiir e<¢+---+c"- aber 


nicht. Daher bilden sich die Punkte des Teilraumes allein auf denjenigen 
Teil des Leitprismas ab, fiir welchen e die oben angegebene GréBe iibersteigt. 
Von dem Leitprisma wird dadurch ein ins positiv Unendliche gehender 
Prismenstumpf mit fester, zu der Ebene X+----+ X@-=0 paralleler Grund- 
fliiche abgetrennt. In ihm liegt von allen nach der affinen Gruppe iiquivalenten 


1 . : . . . . 
Punkten des = -Teilraums immer nur einer, dagegen wird ein endliches 


Gebiet auch Punkte enthalten, welchen in dem =r ~Teilraume kein Aqui- 


valenter entspricht. Ubertragen wir unseren Prismenstumpf in den Raum 
(a) und reduzieren noch die reellen Koordinaten nach dem Schema (I), 
so erhalten wir ein Gebiet, welches zu jedem Punkte von 7 mindestens 
einen Aquivalenten onthilt, einfach zusammenhingend ist, sich nirgends 
im Endlichen der Berandung von 7’, d. h. den Riumen R, beliebig nihert 
und im Unendlichen einen einzigen Punkt hat. Der wnendlich ferne Punkt 
ist somit der einzige, welchen unser Gebiet mit Randstellen von T gemein hat. 

Bezeichnen wir mit D, dies neu konstruierte Gebiet. Wir beweisen*): 

Im Innern des Gebietes D, existiert zu jedem Punkte hichstens noch 
eine endliche Anzahl Aquivalenter nach der Gruppe H. 

Wir bemerken nimlich zuerst, daB aiquivalente Punkte nach der affinen 
Gruppe in D, nach Konstruktion nicht mehr auftreten. Die in Frage 
kommenden Substitutionen miissen daher von Null verschiedene Werte y 
enthalten. 

Sei dann, wie gewdhnlich, (x) ein Punkt von D,, (y) sein Aqui- 
valenter und gleichfalls innerhalb D, gelegen. Aus der Gleichung 

Y= NX, 
: (y , + 8)? + y*a,? 
*) Vergl. Hurwitz, Modulfunktionen und Multiplikatorgleichungen, Math. Ann. 
18 (1881), pg. 534. 












530 Otro BuumentHAt. 
& 


und deren Konjugierten folgt 
x. x. 
Pa <n <a> 
also 
1 1 
P<G az, ~ 07? 
und ebenso 
2 4 s it er a — ae . 
i < C’ a,’ < Cc’? ? y' } < o@-» at") < o@m- iF 
In den Substitutionen, welche (7) in einen ifiquivalenten Punkt von 
D,, tiberfiihren, kann daher nur eine endliche Zahl von Werten y auftreten. 
Wir haben ferner noch die Ungleichungen 


(yx, +8)? << 73 — a? 


und deren Konjugierte. Nun haben innerhalb D, die reellen Koordinaten 
Z,,°*+*,2-" endliche Werte und sonach endliche Maxima M,---, M*~-", 
Daher ergibt sich fiir d die Ungleichung 


\8)< Vn @— vay + |r|. 


Die GréBe unter der Wurzel hat ein endliches positives Maximum, daher 
bleibt auch die ganze rechte Seite immer endlich fiir alle Werte von x, 
d. h. 6 nebst allen seinen Konjugierten liegt unterhalb einer endlichen 
Grenze. Zu allen unseren fraglichen Substitutionen gehért also auch nur 
eine endliche Anzahl von Werten 0. 

DaB schlieBlich auch die « nur eine endliche Zahl verschiedener 
Werte annehmen kénnen, schlieBen wir ohne weitere Rechnung folgender- 


maBen. Die zu ((y = «© + B)) inverse Substitution hat gleichfalls die Eigen- 
ye+o 8 8 


schaft, zwei Punkte von D, in einander iiberzufiihren. Sie hat aber die 
Form (( oe ee )); und daher iibeértriigt sich das von dé gesagte 
sofort auf a. 

Also kann in der Tat die Anzahl der Substitutionen, welchen Aqui- 
valente Punkte innerhalb D, entsprechen, nur noch eine endliche sein. 

Unser Beweis ergibt aber noch mehr. Wenn niimlich alle imaginiren 
Koordinaten 2,, ---, «{'~") geniigend groB gewihlt sind, so gibt es tiber- 
haupt keinen von Null verschiedenen Wert y» mehr, welcher die auf- 
gestellten Ungleichungen erfiillt. Es existiert daher oberhalb bestimmter 
imaginirer Koordinaten ein wnendlicher Teil unseres Bereichs D,, zu dessen 
Punkten innerhalb D, tiberhaupt keine Aquivalenten mehr vorhanden sind. 
Um also aus D, den tatsichlichen Fundamentalbereich von H auszu- 
schneiden, haben wir nur noch ein gewisses endliches Gebiet abzutrennen. 
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f. Der Fundamentalbereich D. 


Bis jetzt haben wir alle zur Aufstellung unseres Fundamentalbereiches 
erforderlichen Rechnungen noch allgemein vollstindig durchfiihren kénnen. 
Fiir den letzten Teil unserer Betrachtungen sind wir auf Angabe eines 
Schemas angewiesen, nach welchem die Aufstellung des gesuchten Funda- 
mentalbereichs der Gruppe H in jedem speziellen Falle méglich ist, 
miissen aber auf vollstindige Durchfiihrung der Rechnung verzichten. Die " 
einfachsten Beispiele aus dem quadratischen Ké6rper zeigen sogar, daB 
diese Rechnungen recht miihevoll und langwierig sind. 
Unsere Betrachtungen beruhen wesentlich auf der einfachen Higen- 
schaft jeder Substitution der Gruppe H, daB sie, auf einen Raumteil 
beliebiger Dimension angewandt, dessen Zusammenhang nicht andert, daB 
sie also einen zusammenhingenden Raum wieder in einen zusammen- 
n hangenden und speziell einen einfach zusammenhingenden wieder in 
J einen einfach zusammenhingenden u. s. w. tiberfiihrt. 
Wir werden im folgenden dem Begriff ,,zusammenhingend“ einen 
etwas engeren Sinn beilegen, als es im allgemeinen iiblich ist. Wir 
definieren folgendermafen: 
Ein (2n)-dimensionaler Bereich heiBt zusammenhingend, wenn zwei } 





beliebige Punkte A und B desselben sich durch eine stetige, ganz inner- 
. halb des Bereichs verlaufende Linie / verbinden lassen, und um jeden 
: Punkt von / eine (2)-dimensionale Kugel von endlichem Radius beschrieben 


werden kann, welche gleichfalls noch ganz innerhalb des Bereiches liegt*). 
Ein (2)-dimensionaler Raum heiBbt ferner ,,einfach zusammenhiingend 

in Bezug auf p-dimensionale Gebilde*, wenn jedes innerhalb des Raumes } 

gelegene geschlossene p-dimensionale Gebilde sich innerhalb des Raumes 

auf ein Gebilde geringerer Dimension zusammenziehen laBt**). Wir werden 

7 zur Abkiirzung einen (2”)-dimensionalen Raum ,,einfach zusammenhingend“ 

schlechtweg nennen, wenn er in Bezug auf (2”—1)-dimensionale Gebilde 

einfach zusammenhiingt, wenn sich also jede (2m — 1)-dimensionale ge- 

schlossene Mannigfaltigkeit in seinem Innern auf eine Mannigfaltigkeit 

geringerer Dimension zusammenziehen libt***). 
Die Reduktion des Bereiches D, nehmen wir in folgender Weise vor: 


*) In unserem Sinne ist z. B. die Fliche einer Lemniskate oder der Raum i 
zwischen einer Kugel und einem Rotationsellipsoid von gleichem Mittelpunkt und } 
? gleichem Rotationsradius nicht mehr zusammenhiingend. 

, **) s. Poincaré, Annales de l’Ecole Polytechnique, sér. 2, cah. 1, pg. 19; 
Picard-Simart, 1]. c., I, pg. 28. Man betrachtet dabei nur ,,einfache'' Mannig- 
faltigkeiten, welche ein Inneres und ein AuBeres besitzen. 

***) Der Raum im Innern einer Kugel und der Raum im Innern eines Ringes 
sind in diesem Sinne einfach zusammenhingend. 
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Wir bilden fiir jeden Punkt das Produkt x, x,’---a{"~" der imaginiiren 
Koordinaten und behalten von jeder in D, gelegenen Reihe ‘quivalenter 
Punkte immer nur denjenigen bei, fiir welchen das genannte Produkt den 
gréBten Wert hat. Das Verfahren versagt nur dann, wenn es zwei Aqui- 
valente Punkte mit gleichem Produkt der imaginiren Koordinaten gibt. 
Alle solchen Punkte aber miissen notwendig auf einer endlichen Anzahl 
(2 — 1)-dimensionaler analytischer Mannigfaltigkeiten gelegen sein. In 
der Tat folgt fiir sie aus Gleichung (3) die Bedingung 


o(y, 8) =] [ (2,48) + 2," =1, 


wo y und @ Parameter der in Betracht gezogenen Substitution sind. Da 
es nur eine endliche Anzahl von Substitutionen gibt, welche Punkte von 
D, in Punkte desselben Gebietes iiberfiihren, so gibt es auch nur eine 
endliche Anzahl von Flichen g=1. Die Reduktion auch dieser Flaichen 
bereitet iibrigens keine Schwierigkeiten und soll nicht ausfiihrlicher ver- 
folgt werden. 

Unser Reduktionsverfahren schneidet aus D, einen Bereich D’ aus, 
welcher von jeder nach der Gruppe H iiquivalenten Reihe von Punkten ein 
und nur ein Exemplar enthalt. Wir kénnen iiber D’ die Aussage machen: 

Der Bereich D’ besteht aus einer endlichen Anzahl zusammenhiingender 
(2n)-dimensionaler Gebiete, und es lijit sich ein thm dquivalenter zusam- 
menhiingender Bereich D finden, welcher der gesuchte Fundamentalbereich 
der Gruppe H ist. 

Dem Beweise dieser Tatsache schicken wir eine einfache Bemerkung 
iiber die Flachen g = 1 voraus. Wir betrachten nimlich eine Substitution 


(2) (v-Fe+9) 
und die dazu gehérige Flache g(y, 0) = 1 und fragen, in welche neue 
Flache diese durch die Substitution iibergeht. Der Punkt (z)) der Fliche 
werde in den Punkt (y) iibergefiihrt, und man hat 

Ye Ye °° Yi) = a, ay --- aE. 
Da nun umgekehrt (zx) aus (y)) hervorgeht durch die zu (2) inverse Sub- 
stitution 


% (¢~ 552), 


so muB nach der obigen Gleichung der Punkt (y)) auf der Flache 
9(—y,«) =1 

liegen. Die Flache g(y,d)=1 wird also durch (2) in die Fiche 

g(—y, «) =1 iibergefiihrt. Ferner gehen die Gebiete g(y, d)< 1 iiber 

in die Gebiete g(— y, a) > 1. 
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Wir gehen hiernach an die Betrachtung des Bereiches D’. Ist (y)) 
ein Punkt im Inneren des Bereiches D,, welchem innerhalb dieses Be- 
reiches ein Aquivalenter (x) mit gréBerem Produkt der imaginiren 
Koordinaten entspricht, so liBt sich um (y) eine gewisse einfach zusam- 
menhingende Umgebung abtrennen, welcher um den Punkt (x) gleichfalls 
eine Umgebung mit gréBerem Produkt der imaginiren Koordinaten ent- 
spricht. Der Bereich D’ entsteht daher dadurch, daB man aus D, einfach 
zusammenhiingende Gebiete herausschneidet. Also setzt sich D’ aus einer 
Anzahl von getrennten, zusammenhingenden (2m)-dimensionalen Gebieten 
S, zusammen. Unter diesen Gebieten S, befindet sich nach den Be- 
merkungen des vorhergehenden Abschnittes ein einziges unendliches Ge- 
biet S,. Alle tibrigen liegen im Endlichen. Wir beweisen, da ihre 
Anzahl eine endliche sein mub. 

Zu diesem Zwecke fassen wir die Randflichen eines einzelnen der- 
artigen Gebietes S, ins Auge. Diese Randfliichen zerfallen in zwei Gruppen: 
1) solche Flichen, welche gleichzeitig Randflichen von D, sind, und 2) solche, 
welche ganz im Inneren von JD, verlaufen. Sei r; eine dieser letzteren 
Randflichen. Ihr entspricht an einem anderen Gebiet S, eine Randfliche 
r,, so daB r; durch eine Substitution (2) in r, tibergeht. Es sind dann 
zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem r,; in Bezug auf die Substitution 
(2) Teil der Fliche g=1 ist oder nicht. Im ersteren Fall ist r, Teil 
der Fliche g(—y, «)=1. Im anderen Falle kénnen wir voraussetzen, 
daB an der Flache r; die Ungleichung g <1 besteht*). Dann muf die 
Fliche r, Teil der Berandung des Bereiches D, sein. Lage in der Tat 
*, im Innern des Bereiches D,, so schlésse sich an die Fliche r, ein 
ganz im Innern von D, gelegenes Gebiet an, welches aiquivalent wire zu 
einem Teil des Gebietes S, und auBerdem die Eigenschaft besiBe, dab 
fiir jeden Punkt dieses Gebietes das Produkt der imaginiren Koordinaten 
gréBer wire als an den entsprechenden Punkten von S,, was nach der 
Definition des Bereiches D’ nicht méglich ist. 

Die simtlichen inneren Randflichen r; der Gebiete S, werden daher 
gebildet: entweder von Flichen g = 1, oder von solchen Flaichen, welche 
nach einer der Substitutionen (2) einer Berandungsfliche des Bereiches D, 
iiquivalent sind. Die Randflichen 7; gehéren also einer endlichen Anzahl 
(2 — 1)-dimensionaler analytischer Mannigfaltigkeiten an. Diese Mannig- 
faltigkeiten kénnen aber im Endlichen nur eine endliche Anzahl getrennter, 
zusammenhiangender Bereiche begrenzen**). Die Anzahl der Gebiete S, ist 
daher eine endliche. 





*) Die Notwendigkeit dieser Annahme ergibt sich aus dem folgenden Beweise. 
**) Man zeigt niimlich, daB ein regulirer Punkt der begrenzenden Mannigfaltig- 
keiten nicht Hiufungspunkt unendlich vieler getrennter Bereiche sein kann. 
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Hiermit ist der erste Teil unserer Aussage iiber D’ bewiesen. Der 
Beweis des zweiten Teiles beruht auf einer Hilfsbetrachtung, mit der 
wir uns zunichst zu beschiiftigen haben. 

Wir fassen denjenigen Teil des Bereiches D, ins Auge, in welchem 
die simtlichen Ungleichungen 


gy, 9) >1 
gleichzeitig erfiillt sind. Dieser Teil ist unendlich groB und, wie leicht 
ersichtlich, zusammenhingend. Er soll zur Abkiirzung mit F’ bezeichnet 
werden. Im Inneren von F' liegen dann sicherlich keine Aaquivalenten 
Punkte mehr. F' fallt also entweder mit dem Gebiet S, zusammen oder 
ist in S, enthalten. 

Wir behaupten: Es kann, mit Ausnahme von S,, kein Gebiet S, geben, 
dessen innere Randflichen siimtlich Flichen g = 1 sind. 

In der Tat, ist S, ein derartiges Gebiet, und sind 

I: = 9%, 9,) = 1, +++, 9, =9(%, 9.) = 1 
seine inneren Randflichen, so kénnen wir zunichst annehmen, daB im 
Inneren von S, die simtlichen Funktionen g,,---, g, Werte gréBer als 1 
haben. Dann aber ist S, ein unendliches Gebiet, welches den Teil F 
enthilt, also mit S, identisch. Wir miissen also annehmen, daf fiir 
eine der Funktionen g, beispielsweise fiir g,, im Inneren von 8S, die Un- 
gleichung besteht 
9, <1. 

Eine der zu g, gehérigen Substitutionen (2) fiihrt dann das Flichenstiick 
9, =1 in ein Filichenstiick r iiber, welches, wie schon oben bewiesen, 
Berandungsfliche von D, sein mu. Andererseits aber ist r Teil einer 
‘Fliiche g = 1. Solche Flaichen aber kommen unter den Berandungsflachen 
von D, nicht vor, und daher ist unsere Annahme unmdglich. 

Unter den inneren Randfliichen r; eines beliebigen Stiickes S,(k-+ 1) 
mu8 sich daher mindestens eine, r’, vorfinden, welche einer Berandungs- 
fliche von D, entspricht, womit der Hilfssatz bewiesen ist. 

Nunmehr kénnen wir zur Aufstellung des zusammenhingenden Be- 
reiches D schreiten, welcher dem Bereich D’ Aaquivalent ist. 

Betrachten wir naimlich ein Gebiet S, und seine Randfliche r’. Dieser 
entspricht vermittelst einer bestimmten Substitution (2) an einem Gebiete 
S, ein Flichenstiick, welches zur Berandung des Bereiches D, gehért. 
Uben wir nun auf S, diese Substitution (2) aus, so geht es tiber in ein 
Gebiet S,’, welches sich von auSen an das Gebiet S, ansetzt und mit 
diesem zusammen ein zusammenhiingendes Gebiet bildet. Hierdurch aber 
ist die Anzahl der getrennten Gebiete von D’ um 1 vermindert. Der 
ProzeB laBt sich so lange fortsetzen, bis alle getrennten Gebiete S, 











ov 


ie 
1 
t 
. 
r 
j 

k 








(ber Modulfunktionen von mehreren Veriinderlichen. 535 


an das Gebiet S, angesetzt sind. Der so entstandene Bereich enthiilt 
von jeder Reihe nach der Gruppe H iquivalenter Punkte ein und nur 
ein Exemplar. Er ist also der gesuchte Fundamentalbereich D. 

Wir wollen von ihm beweisen, daB er nicht nur zusammenhingend, 
sondern auch einfach zusammenhingend ist. 

Wiire er namlich nicht einfach zusammenhiingend, so giibe es in ihm 
eine ,einfache“ Mannigfaltigkeit M von der (2 — 1)" Dimension, welche 
sich innerhalb des Bereiches nicht auf eine Mannigfaltigkeit geringerer 
Dimension zusammenziehen 1aBt. 

Betrachten wir nun das Innere dieser Mannigfaltigkeit, so muB es eine 
Substitution geben, welche einen Punkt dieses Innern in einen Punkt von D 
iiberfiihrt. Dann muB sich aber umgekehrt der ganze Bereich D als zu- 
sammenhiingend auf das Innere von M abbilden, und zwar geht er wieder 
in einen mehrfach zusammenhingenden Bereich 0, iiber. 

Wenden wir auf é, die nimliche Betrachtungsweise an, so finden 
wir, da8 in ihm ein mehrfach zusammenhiingender fquivalenter Funda- 
mentalbereich 0, enthalten sein mu. Dieses Verfahren liBt sich unbegrenzt 
fortsetzen und ergibt schlieBlich im Innern von 7 einen Punkt, gegen 
welchen sich unendlich viele Aquivalente hiiufen miissen. Dies ist aber 
unméglich und sonach bewiesen, dah D einfach zusammenhiingend ist. 

Die Gruppe H besitzt innerhalb T einen einfach zusammenhiingenden 

‘undamentalbereich D, welcher mit dem Rande von T allein den unendlich 
fernen Punkt gemein hat. Die dquivalenten Fundamentalbereiche sind in 
unendlicher Zahl vorhanden und hiiufen sich gegen die Réiume R. 

Die Rander von D entsprechen einander paarweise; damit auf dem 
Rande immer nur ein Aquivalenter zu jeder Punktreihe auftrete, ist betreffs 
der Flaichenpaare noch eine geeignete, Festsetzung zu treffen. 


g. Ein zahlentheoretischer Satz iiber die Einheiten. 


Wir wollen anhangsweise einen Satz iiber die Einheiten eines be- 
liebigen algebraischen Kérpers mitteilen, welcher zuerst von Herrn Hilbert 
ohne Beweis aufgestellt wurde, dessen Beweis sich aber mit Hilfe der 
Raumreduktion einfach erledigen laBt. 

Der Satz lautet: 

Zu jeder Zahl « mit der Norm n(a) eines beliebigen Zahlkirpers |: 
vom m*" Grade lift sich eine Einheit «¢ derart finden, daB die stmtlichen 
konjugierten Zahlen 

Bot, Bal, ++, EN m1) 


den Ungleichungen geniigen 
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|ea|<e'V|m(@)|,---,|e-Pam—9| <c'V/|n(@)|, 
wo c eime nur von dem Korper abhiingige Konstante bedeutet. 

Unter den m konjugierten K6rpern k, k’, - - -, k™~-” sollen r, konjugiert 
imaginire Kérperpaare existieren. Die iibrigen 7, K6rper seien reell. 
Alsdann gibt es in dem Kérper r=r,-+,7,—1 Fundamentaleinheiten 
&, &,°**,&,- Betrachten wir nun eine ganze Zahl « mit ihren simtlichen 
Konjugierten und bilden die absoluten Betriige |«|,|«’|,---,|a@"-%|. Da 
immer zwei konjugiert imaginiire Zahlen denselben absoluten Betrag haben, 
so gibt es unter den absoluten Betrigen r, +7, —=—*-+ 1 verschiedene. 
Die Hauptwerte der Logarithmen zu diesen r+ 1 absoluten Betriigen 
bezeichnen wir mit X, X’,---, X® und deuten die (X) als cartesische 
Koordinaten im (r+ 1)-dimensionalen Raume, und zwar seien die Koordi- 
naten X,---, X%-" den reellen, die Koordinaten X%),---, X™ den 
imaginaren K6rpern zugeordnet. Jeder ganzen Zahl « des Kérpers ent- 
spricht dann in diesem Raume ein ,,Gitterpunkt*. — Wir nehmen ferner 
eine Fundamentaleinheit <¢, und bilden die Logarithmen / zu den r+ 1 
verschiedenen absoluten Betriigen ihrer Konjugierten. Jedes System (I) 
deuten wir als die Projektionen eines Vektors V;. Alle diese Vektoren 
wirken parallel zu der Hyperebene 
(12) e=X+---+- XG-04 2XM4...42XO=—0, 

Wir haben also in unserem (r+ 1)-dimensionalen Raume r wind- 
schiefe*) Vektoren und kénnen sonach den ganzen Raum reduzieren auf 
ein Prisma, welches die Gerade 
(13) X: X’s--+: XO 1:1:---21 
zur Achse hat. Dann ist aber insbesondere auch das Punktgitter auf 
dieses Prisma reduziert. 

Nun entsprechen alle Gitterpunkte, welche auf der gleichen Hyper- 
ebene e liegen, Zahlen mit der gleichen Norm. Dies ergibt sich in der 
Tat aus (12) durch den Ubergang vom Logarithmus zum Numerus. Be- 
trachten wir nun diejenige Hyperebene e,, welcher ein bestimmter Gitter- 
punkt (X = lg |«|)) angehért, und ihren Schnitt mit der Geraden (13). 
Die Koordinaten des Schnittpunktes haben die Werte 


Kees ae XO) ee % oe I*O)I 
m m 


*) ,,Windschief“ bedeutet, daB die Vektoren in keinem ebenen Gebilde von 
geringerer als 7*** Dimension gleichzeitig enthalten sind. Es folgt dies daraus, daf 
die Determinanten rt Ordnung der Matrix L = || 1, || bis auf Potenzen von 2 mit 
dem Regulator R des Kérpers iibereinstimmen und daher nicht verschwinden kénnen. 
Wir haben niimlich z. B., wenn wir die Determinante fiir die r ersten Kérper bilden, 
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9"2— acai 
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Ist dann (X,)) der zu (X)) aquivalente Gitterpunkt innerhalb des r-dimen- 
sionalen Parallelogramms, welches unser Prisma aus der Hyperebene e, 
ausschneidet, so differieren seine Koordinaten von denen des oben be- 
trachteten Schnittpunktes nur um endliche GréBen. Wir kénnen also 
setzen 


(14) |x, -2 <C,-++,| X— 4 <0, 


m m 








wo C fiir die simtlichen Hyperebenen e, den gleichen Wert hat. 
Nun ist 
X, = Ig |a,|,---, XI = Ig ||, 
a, = €a, - ee a”) = al) of) 


und ¢ eine Einheit ist. Daher ergibt sich aus den Gleichungen (14) durch 
Ubergang von Logarithmus zum Numerus 


[ea] <cV|m(@)|,---, [2a] <c'V|n(a)|, 
wo c= e® gesetzt ist. 
Dies ist aber genau der zu beweisende Satz. 
Durch Anwendung der Ungleichungen (II) laBt sich C genauer be- 
stimmen. Man erhiilt 
i) | 


<t, 
1 


wo ¢ einen der Indices 0,---, 7 bedeutet. 


xo 4 
m 





Teil II. 


Nachdem in Teil I die Existenz eines einfach zusammenhiingenden 
Fundamentalbereichs fiir die Gruppe H nachgewiesen ist, soll es sich in 
diesem zweiten Teile darum handeln, Funktionen aufzustellen, welche sich 
der Gruppe gegeniiber invariant verhalten, d. h. durch jede Substitution 
der Gruppe in sich iibergefiihrt werden. Derartige Funktionen nehmen 
innerhalb des Fundamentalbereichs ihren gesamten Wertevorrat an: sie 
haben also den Fundamentalbereich der Gruppe zum (funktionentheoretischen ) 
Fundamentalbereich. Wir werden sie kurz Funktionen des Fundamental- 
bereichs oder Funktionen von D nennen. Wir kénnen sofort eine wesent- 
liche Aussage iiber sie machen: sie haben die Riume R zu natiirlichen 
Grenzen. Da namlich die Fundamentalbereiche sich gegen die Riume 2 
hiufen, kénnen wir nach jedem Punkt von R einen analytischen Weg 
konstruieren, lings dessen sich die Funktionen bei Anniiherung an den 
Punkt keinem bestimmten Werte nihern. Man hat dazu den Weg nur 
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so zu legen, daB er unendlich viele Fundamentalbereiche durchzieht*). 
Die Riume R sind daher von Singularititen ganz erfiillt und somit 
natiirliche Grenzen. 

Die Aufstellung der Funktionen des Fundamentalbereichs durch Reihen, 
der Beweis ihrer Konvergenz sowie die daran sich anschlieBenden Be- 
trachtungen iiber die Unabhiingigkeit der Funktionen von einander und 
ihr Verhalten im Unendlichen erfolgen nach Methoden, welche von Herrn 
Picard**) herriihren. Einige auf den vorliegenden Fall passende Modifi- 
kationen gibt auch Herr Bowrget***), 

Betreffs der Bezeichnungen schicken wir voraus, da die zu einer 
Zahl v= v,+ iv, konjugiert imaginaére Zahl durch vy = v, — iv, das 
Produkt vv durch N{v} bezeichnet werden soll. 


a. Aufstellung der Picardschen Reihen und Konvergenzbeweis. 


Picards Methode+) bezieht sich auf Gruppen mit Fundamentalbereich, 
vorausgesetzt, dap die Gesamtheit aller Fundamentalbereiche nur ein end- 
liches Gebiet tiberdeckt. Da diese Bedingung bei der Gruppe H nicht 
erfiillt ist, fiihren wir zuniichst durch eine lineare Transformation jeder 
Variabeln die positiven Halbebenen in das Innere der Kinheitskreise tiber+*}). 
Seien S, S’,---, S@-" diese Transformationen in den verschiedenen Ebenen, 
(S) sei ihre Gesamtheit, ihre Determinanten seien = 1 vorausgesetzt, 


; ; , , 1 ‘ 
£, &,---, &-» seien die transformierten Koordinaten. Dem a Teilraume 


T entspricht in dem transformierten Raume das endliche Gebiet rt: 
[§}S1,---,[8-9| <1. 


An Stelle der Fundamentalbereiche D treten Bereiche A, welche ver- 
mittelst der Substitutionen 


(“ h)—s (“ *) a " ee - _ ge-» ia — ga 
n 4 y sf a ei ie 
in einander tibergehen. Dabei sind die Symbole ( ‘) in bekannter Weise 


*) DaB in der Tat jeder Punkt von R Hiiufungsstelle von Fundamentalbereichen 
ist, erkennt man daraus, daB die Fixpunkte der hyperbolischen Substitutionen die 
Riiume R& iiberall dicht erfiillen. 

**) Picard, fonctions hyperfuchsiennes, Acta 1 (1882), 5 (1884); Soc. Math. de 
France 15 (1887); fonctions hyperabéliennes, Journal de Liouville, IV, 1 (1885). 

***) Bourget, Annales de la Faculté de Toulouse, 12 (1898); Théses de la Faculté 
des Sciences de Paris 1898. 
+) Siehe besonders Acta 1, pg. 310ff.; Liouville, IV, 1, pg. 109/f. 
tt) Siehe Picard, Soc. Math. 15 (1887) und Bourget, Thése, pg. 78. 
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fiir die Substitutionen y = arte gesetzt, und das Produkt SS, bedeutet, 


da8 zuerst die Transformation S,, dann die Transformation S ausgefiihrt 
werden soll. Die neue Gruppe ist die Transformierte von H nach (S) 
und soll mit X bezeichnet werden. Die Determinanten der Substitutionen 
von X sind die gleichen wie die der entsprechenden Substitutionen von H. 
Daraus ergibt sich leicht die allgemeine Form der Substitutionen von X. 
Da sie in jeder Ebene das Innere des Einheitskreises in sich selbst iiber- 
fiihren und auBerdem positive Determinanten haben, miissen sie alle von 
der Form sein 


dé — é O@—D g@—-1) 1 a{n-1) 
() spe 2a nor ee 
Auf die Gruppe X lai8t sich dann die Picardsche Methode anwenden. 
Bezeichnen wir mit x’ ein ganz in t enthaltenes Gebiet, welches iiberall 
in endlicher Entfernung von dem Rande von rt bleibt, so besteht der Satz: 
Ist F’(&, «++, &"-”) = F'(&) eine rationale Funktion von (§), welche 
im Innern und auf dem Tande von t tiberall regulir und endlich ist, p 
eine positive ganze Zahl, und erstrecken wir die Summe 





w ((rE +H 
@) o)(&) ~ Gre = i) 


wo 
LT] c.8+ 8) = G18 +6) --- @e-De-9 + 86-9) 


gesetzt ist, tiber alle méglichen Substitutionen (1) der Gruppe X, so kon- 
vergiert 6”) fiir p > 4 gleichmapig in x’ und stellt dort eine analytische 
Funktion dar, welche sich bei Substitutionen der Gruppe nur um einen 
Faktor dndert. ; 

Der letzte Teil des Satzes ist leicht einzusehen, denn eine Substitu- 





von o”) iiber in 


r (i) 
tion (1) fiihrt das Glied ——~~—-+—-* 
T[et+ a" 


agg AA Oe. P 
Trettaye LE%E+ 8, 
und (% 3) ist abermals eine Substitution von X, so daB also die Ge- 


q & 
samtheit der Glieder bis auf einen Faktor in sich selbst iibergeht. 

Der Konvergenzbeweis geht aus von den Gleichungen (1) und 
beruht auf Betrachtung der Funktionaldeterminante J der 2n reellen 
Funktionen 


a A 






| 
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Uy, Ve, vy; Vs; ish ve-, os, 
nach den 2m” Verinderlichen — 

é, é., ae & 2 er», ge-), 
Kine leichte Rechnung gibt fiir J den Wert 


3 Sm : -~ _ 
©) W(IIe.8+ 4") ~ | Patten] 


Nach den Voraussetzungen iiber die Funktion F’ konvergiert die 
Reihe (2) gleichzeitig mit der Reihe 





a Te 
: 2 [Tlet+eP 


Es ist aber leicht zu beweisen, daB die Reihe ¢) im Innern von 7’ gleich- 
miBig konvergiert. Betrachten wir niimlich das tiber das endliche Gebiet 
t erstreckte Raum-Integral 


Je dé, --- d&¢-9 dee-, 
t) 


Da der Fundamentalbereich A mit seinen Aquivalenten das Gebiet 1 ein- 
deutig und liickenlos iiberdeckt, 1a8t sich das Integral transformieren in 


die Form 
f dé, dé --- dée-9 d&e-9 (SJ) 


(4) 
= fae, d&, --- d&e— déy-» (Seer) 


= foat, dé, shen dgM—1 dEe-1), 
(4) 
Dieses Integral hat also einen endlichen Wert. Sei ferner A’ der im 


Innern von t’ gelegene Teil von A und 0 ein Gebiet im Inneren von A’. 
Dann bleibt auch der Ausdruck 


4 foas, dé, «+» d&@- dge-» 
(0) 
unterhalb einer endlichen Gréfe*). Durch Grenziibergang zu beliebig 


*) Man vergleiche nimlich Maximum und Minimum von J innerhalb A’ mit 





einander: das Verhiltnis ist kleiner als eine von y,, 0, unabhiingige Zahl C. 


Daraus ergibt sich mit Hilfe des 1. Mittelwertsatzes 


1 cf 
<ef 


e 
(0) (4’) 
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kleinem @ ergibt sich, daB ¢“) innerhalb rc’ gleichmaBig konvergieren muB. 
Sonach konvergiert auch die Reihe o) absolut und gleichmaBig innerhalb 1’, 
und dasselbe gilt fiir alle Reihen o)(&) (p>4). Da endlich die einzelnen 
Glieder von o ?) innerhalb +t’ reguliir sind, so ist o'”) eine innerhalb 
dieses Gebiets regulire Funktion, und ihre Ableitungen ergeben sich durch 
gliedweise Differentiation. 

Wir haben nunmehr von der Gruppe X zu der Gruppe A zuriick- 
zukehren. Die Transformation (S) nehmen wir folgendermafen vor. Wir 
waihlen in 7’ einen Punkt (2), der im Innern eines Fundamentalbereichs 
liegt und daher durch keine von der Einheit verschiedene Substitution 
der Gruppe H in sich iibergeht. Dann bestehe die Transformation (S) 
aus den Substitutionen, die bei passender Kiirzung Determinanten 1 erhalten, 

‘ ©—x o@—D_ g-D 


an « 2 ing MOO og Beeeiaaions 
saa 8 z?-D_ ge) 





Indem wir fiir (€), y,, 6, die Werte in den (x), a, B, y, & in die Formel (2) 
einsetzen und beachten, daB F’(é) in eine rationale Funktion F(x) iiber- 
geht, welche innerhalb und auf dem Rande von 7 regular und endlich 
ist, erhalten wir dann nach einfacher Rechnung eine Funktion von (2) 


F (ets) 


(4) an(z) — >! Tlie —*)2 + 6-20)” 


Diese ist im Innern von T reguliir und multipliziert sich bet eimer Sub- 


stitution ( °) der Gruppe H mit dem Faktor 


(6) [][@z+e. 


Lasse ich den Punkt (x) innerhalb Z7' so nach dem Unendlichen 
wandern, daf mindestens einer der imaginiren Bestandteile (7) unendlich 
groB wird, wahrend die anderen nicht gegen Null gehen, so konvergiert 
© gegen Null. Denn die Reihe (4) hért auf dem ganzen Wege nicht 
auf zu konvergieren, und jedes ihrer Glieder wird beliebig klein, wie 
folgende einfache Rechnung zeigt. Wir haben unter Benutzung der 
Formel (3) in Teil I, a 








N {(a—ay)a + (B—x6)} = N(yo+ jn (S258 — a} 


(6) = 12 N{y—#) 





= YX, Wt a = 42,7, 


Mathematische Annalen. LVI. 29 
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und daher auch 


| [ [te —#»)2 + (6—20)P| Sar y ay ---ag-9 [J m. 
Also konvergiert © insbesondere auch bei Fortgang innerhalb des Funda- 
mentalbereichs gegen Null. 


b. Unabhiingigkeit der Picardschen Reihen von einander. 
Die Quotienten y((x)). 


Durch geeignete Wahi der rationalen Funktionen F und des Expo- 
nenten p lassen sich n Funktionen 


0,(z), 7a 8, (2) 
konstruieren, deren Funktionaldeterminante nach den x, x’,---,2°-" nicht 
adentisch verschwindet. 

Wir weisen niimlich die Existenz von m Funktionen nach, deren 
Funktionaldeterminante am Punkte (z)) nicht verschwindet. Dies geschieht 
nach Picardscher*) Methode. Wir zeigen, daB fiir (x)) = (x) die Reihe 0 
sich bis auf eine beliebig kleine GréBe bei geniigend groBem p durch den 
Term 


1 1 
———_____—_ Fi (gz) = ——______ F' (x 
Tere?) - Fray PO) 
darstellen laBt. 
Zu dem Zwecke betrachten wir die Ausdriicke 


[ [ %t@-2) «+ 6 —20)}. 
Der der Einheitssubstitution c i) entsprechende Ausdruck hat den Wert 


[[ 4x. Fiir alle anderen Substitutionen aber ist der Ausdruck gréBer 
als [ J (4x,*). Wir haben in der Tat nach (6) 





N {(a—zy)x + (6 —z0)}=4= N{w—z}, 


@s 


am + 
(@) — (540) 
gesetzt ist. Da (x) nur durch die Einheitssubstitution in sich selbst iiber- 
geht, ist (@)) von (2) verschieden und folglich 


N{@—2} > (@, +4)? > 40, a. 
N ((«—ay)x + (B—x0)} > 4yz;° 


*) Acta 5, pg. 166 ff. 


wo 


Daher ist 
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und 


[[*\@—#)=+ @—8))| > [[ 4x. 
Wiihlen wir also p geniigend groB, so werden alle Glieder der Reihe 0 
neben dem gréBten Gliede a 
7, 


Il (2ia,)” 
riickt unter jeden Bruchteil dieses Gliedes: die Reihe © reduziert sich 
also merklich auf ihr gréBtes Glied. 

Ebenso werden sich alle Ableitungen von © nach (x) auf ihre ersten 
Glieder reduzieren. Nehmen wir also » Funktionen 9 von dem gleichen 
geniigend hohen » an und betrachten ihre Funktionaldeterminante am 
Punkte (x), so haben wir nur die ersten Glieder der einzelnen Ableitungen 
zu beriicksichtigen und kénnen durch geeignete Wahl der Funktionen F' 
erreichen, da$ die Funktionaldeterminante noch einen von Null verschie- 
denen Wert annimmt. 

Damit ist also die Existenz von » von einander unabhingigen Funk- 
tionen 9, von gleichem p sicher gestellt. Wir erkennen dann ebenso die 
Existenz einer Funktion ©,,, von demselben p, welche der Bedingung 


beliebig klein, und auch ihre Summe 


enii daB die m Quotienten _—-,---,=—"- eine von Null verschiedene 
g ? O41? Ona, 


Funktionaldeterminante haben. Denn auch jeder dieser Quotienten reduziert 
sich in der Umgebung des Punktes (x) wesentlich auf den Quotienten 
der ersten Glieder. Dann sehen wir aber: 

Die n Quotienten 
, ) oe, 
(7) tn (2) = 6 (2), +++) ta(@) = g— (@) 


n+1 a+1 

sind von einander unabhiingig und stellen Funktionen dar, welche bei jeder 
Substitution der Gruppe H ungedndert ‘bleiben. 

Es gibt n von einander unabhiingige Funktionen des Fundamentalbereichs D. 

Dieser Satz bildet das Hauptziel dieses Paragraphen. Einer spiteren 
Anwendung wegen (siehe Teil III, f) fiigen wir aber noch folgende Be- 
merkung hinzu: 

Wir betrachten  beliebige Punkte A,,---, A, des Teilraums 7, 
dann gibt es Funktionen 





i) 
41=o9 
welche an allen m Punkten einen von Null verschiedenen Nenner 0’ haben 
und nie an zwei Punkten A den gleichen Wert annehmen. 

Aus der Konvergenz der Reihen © folgt nimlich, daB von den Aus- 
driicken im Nenner [[e-2 + (B—x0)] fir jeden Punkt (x) immer 
nur eine endliche Anzahl den gleichen absoluten Betrag haben kann. Bei 
29* 


————— a ee ae 


a 
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geniigend groBem p werden sich daher an allen m Punkten A,, ---, A,, 
die Reihen © und 0’ mit den rationalen Funktionen F, F’ merklich auf 
eine endliche Anzahl von Gliedern reduzieren. Die Forderungen, da 0’ 
an keinem dieser Punkte verschwinden, und x an allen verschiedene Werte 
haben soll, erlegen dann den Funktionen F und F” nur eine endliche 
Anzahl von Bedingungen auf, welche immer erfiillbar sind. 

Die Picardschen Entwicklungen gestatten iibrigens auch fiir jede 
Untergruppe von H, beispielsweise fiir H,, die Aufstellung der entsprechen- 
den invarianten Funktionen und den Unabhiangigkeitsbeweis fiir » derselben. 


e. Die Funktionen des Fundamentalbereichs im Unendlichen. 


Der Fundamentalbereich D hat mit der Begrenzung von 7’ den un- 

endlich fernen Punkt 

fan oa -+ = Z-)) = OO 
gemein. In der Umgebung dieses Punktes kommen also die Funktionen 
© und x jedem Werte beliebig nahe. 

Wir haben aber bereits gesehen, dafh bei Fortgang innerhalb des 
Fundamentalbereichs © nach dem bestimmten Werie 0 konvergiert. Wir 
wollen jetzt dieses Resultat vertiefen und insbesondere eine Entwicklung 
der © um den unendlich fernen Punkt herum ableiten. 

Die Funktionen © sind néimlich im unendlich fernen Gebiete durch eine 
Fourier-Reihe darstellbar*). 

Zum Beweise dieser Tatsache betrachten wir <2 einfachste (in Teil I, c 
untersuchte) Untergruppe von H 
welche die » Erzeugenden hat 
(8) (y=2x+,),---,(y=2+,). 

Jede Substitution dieser Untergruppe fiihrt die Funktionen @(z) in sich iiber. 

Wir definieren neue unabhiingige Variabele durch die Gleichungen 


Ww = EQe4 Qe +--+ Op-DaH-m, 
(9) 
Wi — 5 (Qe + Meal +--+ Wate), 


wo 2, 2 die in I, ¢ erklirte Bedeutung haben. Beschiftigen wir uns 
zunichst mit der durch die (w) bewirkten Abbildung des Teilraumes 7. 
Man erhilt durch Umkehrung von (9) und Isolierung der imaginiiren 
Bestandteile die Ungleichungen 


*) Picard, Acta 5, pg. 171; Bourget, 1. c., pg. 85. 
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Xs - yy’ + +++ o,uy) > 0, 
(10) 
LY" -D = el"? +--+ + o"-¥ u > 0. 


Um diese Beziehungen in einfacher Weise deuten zu kénnen, treffen wir 
nunmehr iiber die bis jetzt willkiirlich gelassene Basis @,,---, @, spezielle 
Verabredungen. Wir werden nimlich die Basis dergestalt wihlen, daB 
die séimtlichen Grépen ow positiv werden. Dies ist in der Tat méglich: 
denn wir kémien zunichst o,=1 setzen und im iibrigen eine beliebige 
kanonische Basis @,,---,@, annehmen. Hat dann beispielweise unter den 
GréBen @,, @,’,---, af'-" die Zahl @{) den gréBten negativen Wert und ist 
E eine ganze Zahl > | @{")|, so setzen wir 
a, = E+ a, = Eo, + a. 

Das so entstehende Zahlensystem @,,---, @, ist dann allerdings eine 
kanonische Basis und hat die verlangte Higenschaft. 

Geben wir hiernach in den Ungleichungen (10) den w,’, -- -, uf 
positive Werte, so nehmen auch die z,,---, 2"-” positive Werte an. 
Wir finden also das Resultat: 

Das Abbild des Teilraumes 7 im Raume der (w) ist ein von linearen, 
durch den Nullpunkt hindurchgehenden Mannigfaltigkeiten (Hyperebenen) 
begrenzter Bereich 7, welcher den Teilraum der positiven imaginiren 
Koordinaten 

Uy > 0,---, a > 0 
ganzlich enthilt. 

Der Vorteil der Variabelen (w) besteht in ihrem einfachen Verhalten 
gegeniiber der Untergruppe (8); es ist naimlich 

W(eto,) —w(a)+1, (ete) = wa) (= 2,-+n) 
(11) 
UPO(c+o,) = u(x), uw (w+a,) = w(x) +1 G=1,--,n—1). 
Substituieren wir also die (wv) in die Funktion O(z), so geht sie iiber in 
eine Funktion ¢(w), welche innerhalb 7, analytisch ist und — nach (11) — 
ungeaindert bleibt, wenn man eine Variable u® durch w+ 1 ersetzt. 
Das heiBt: 

t(u)) ist eine innerhalb T,, analytische, periodische Funktion séimtlicher 
Variabelen u® mit der Periode 1. 

Aus dieser Eigenschaft leiten wir die Fourier-Entwicklung von ¢ ab. 
Betrachten wir namlich zuerst ¢ als Funktion von w’ allein 


t(u) = 4,(w). 
t, ist fiir einen gegebenen in 7, gelegenen Strahl 
“4 = a”, cney au” = a” 
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in wu’ periodisch mit der Periode 1, bleibt bei beliebig zunehmendem uw,’ 
analytisch und konvergiert gegen 0. Daraus folgt fiir ¢,(u’) eine nach 
aufsteigenden Potenzen von e®*' fortschreitende Entwicklung in eine 
Fourier-Reihe 


t,(u’) = = B, etm 


und diese Reihe konvergiert in der ganzen Ausdehnung des betrachteten 
Strahles, so lange er dem Gebiet 7\, angehért. Das konstante Glied fehlt 
in dieser Entwicklung. 

Die Koeffizienten B,, sind Funktionen der Variabelen uw”, ---, u®, 
und zwar sind sie in jeder dieser Variabelen iiberall analytisch und haben 
die Periode 1. Sie sind also als Fourier-Reihen in jeder einzelnen Variabeln 
darstellbar. Diese Fourier-Reihen sind auBerdem aufsteigend. Denn halte 
ich alle Variabelen bis auf eine, wu, fest und lasse diese gegen Unendlich 
wachsen, so geht ¢(u)) und also auch jeder einzelne Koeffizient B,,, gegen 0. 

Wir erhalten also schlie/ilich eine aufsteigende Fourier-Entwicklung nach 
stimtlichen Variabelen 


(12) Q(z) = t(u) = >A 


(nm) 


Died ol (n) (nd 
’ w e2ti(m utes +m” uu”) 
m+ ->m™ 


m’---m 


und diese Entwicklung konvergiert innerhalb des ganzen Teilraumes 7’, 
bezw. T. 
Setzt man noch zur Abkiirzung 


eitiw — U’, _— eraiu” = U™, 


so erhalt O(z)) die Form einer innerhalb 7 gleichmaBig konvergenten 
Potenzreihe*) 


(128) O(2) = 1 Ay..gm Um Voom, 


Die Koeffizienten A,,, ..,,n miissen so bestimmt werden, daB © den 
Substitutionen der affinen Untergruppe gegeniiber sich invariant verhilt 
und bei Substitutionen von H sich mit dem der Substitution entsprechenden 
Faktor multipliziert. Da nach der in Ia zitierten Hurwiteschen Arbeit**) 
H uur eine endliche Anzahl erzeugender Substitutionen besitzt, so sind die 
A,y,....m nur einer endlichen Anzahl von Bedingungssystemen unterworfen. 

Ubergang zu den x ergibt: Die Funktionen x sind Quotienten von 
Potenzreihen nach den Variabelen U’,---, U. 





*) Das Resultat ist die Verallgemeinerung bekannter Vrrhiltnisse in der Theorie 
der Modulfunktionen. 


**) Gdttinger Nachrichten 1895, pg. 332 ff. 
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Lassen wir den Punkt (7) auf einem Wege ins Unendliche wandern, 
der ganz innerhalb des Fundamentalbereiches gelegen ist, so nihern sich 
die © dem Werte 0, dagegen werden sich die x im allgemeinen keinem 
bestimmten Werte nahern, denn sie haben am unendlich fernen Punkte 


die Form + und sind daher im allgemeinen véllig unbestimmt*). In 


speziellen Fiillen dagegen kénnen auch bestimmte Werte im Unendlichen 
angenommen werden. 
Demgegeniiber ist von Interesse der folgende Satz, der sich als eine 
teilweise Umkehrung des Bisherigen darstellt: | 
Wir betrachten eine Funktion r(x) des Fundamentalbereiches, welche 
die Eigenschaft hat, | 
1) regulir zu sein an allen Punkten, an welchen sie nicht unendlich 
wird; 2) im Unendlichen bei Fortgang innerhalb des Fundamentalbereiches 
sich einem festen Grenzwert zu nihern, von dem wir auBerdem annehmen 
wollen, daB er endlich ist. 
Wir beweisen: 
Die Funktion r liBt sich wm den unendlich fernen Punkt herum in 
eine aufsteigende Fourier-Reihe nach allen Verdnderlichen u entwickeln. 
Zum Beweise gebrauchen wir eine Ungleichung fiir die Lage der 
Unendlichkeitsstellen im ganzen Raume 7’. Da bei Fortriicken innerhalb 
des Fundamentalbereichs die Funktion im Unendlichen sich einem be- 
stimmten endlichen Grenzwert c niahert, so besteht fiir die imaginiren 
Koordinaten der Unendlichkeitsstellen innerhalb D die Ungleichung 


Ly Ly + HUN <S, 


und diese selbe Ungleichung besteht auch in allen Fundamentalbereichen, 
welche aus D durch affine Transformation hervorgehen. 
Nehmen wir nun eine nicht affine Transformation. Wir haben 


(n—1) a-) 





Yo = er: eee ye) = x n 
2 = Ga, + 0)? + y*a,”” Ye GO=DgO-D 4 ge OP BOP 
(n— 1) 
n als ee: pte 
< ty" ? ? <= ag) yn 
und also 


es 1 1 
Ye-** Vf "<a TP <3" 





Bezeichnen wir daher mit s die gréBere der beiden Zahlen S und - 80 
ist die Funktion y innerhalb des ganzen Gebietes 


*) Niheres in Teil II. 
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(13) mys af Ds 
regular. 

Die Gleichung z, ---x"-) =s stellt im Raume der (x,) eine Flache 
dar, welche reell ist in den 2"-' Teilréumen, in welchen eine gerade 
Zahl von Koordinaten negativ ist. Sie besteht also aus 2"-' getrennten 
Flachenstiicken, deren jedes iiberall konvex ist und die begrenzenden 
Koordinaten-Hyperebenen zu Asymptotenflaichen hat. 

Gehen wir zu dem Raume der (u,)) iiber, so transformiert sich nach 
(10) T in ein Gebiet T,,, welches den Teilraum der positiven Koordinaten 
Uy’, +++, uf? ganzlich enthalt. Die Gleichung (13) liefert innerhalb T,, 
eine Flaiche, welche sich asymptotisch den Begrenzungs-Hyperebenen 
nahert und ebenfalls tiberall konvex ist. Wenn also ein Punkt (u,)) dem 
gemeinsamen Teile der Gebiete 7, und (13) angehért, so gehért ihm 
auch jeder Punkt von gleichen u,”,---, wu”, aber gréBerem wu,’ an. 
Daher ist es méglich, die Funktion r innerhalb des beschriebenen Gebietes 
zunachst nach w’ in eine aufsteigende Fourier-Reihe zu entwickeln. 

Alle friiheren Schliisse lassen sich dann wiederholen und man kommt 


schlieBlich zu dem gewiinschten Resultat, daB r sich in die Form einer ~ 


Reihe (12) bezw. (12a) setzen laBt. 
Wird aber im Unendlichen die Funktion r bestimmt unendlich bei 


Annaherung innerhalb des Fundamentalbereichs, so hat * alle seine Un- 


endlichkeitsstellen im Endlichen und lat sich in eine aufsteigende Fourier- 
Reihe entwickeln. 
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Uber reduzible lineare homogene Differentialgleichungen. 


Von 


Aurrep Loewy in Freiburg i. Br. 


In den folgenden Seiten kommen vorziiglich zwei Fragen der Theorie 
der linearen homogenen Differentialgleichungen, die auf das Innigste zu- 
sammenhingen, nimlich einerseits die Reduzibilitat anderseits der Artbegriff 
bei linearen homogenen Differentialgleichungen, zur Sprache. Eine Vor- 
anzeige in den Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Géttingen (Jahrg. 1902, Heft 1) hat bereits iiber einen Teil der im 
§ 3—§ 6 bewiesenen Siitze Mittellung gemacht; daher kann betreffs des 
wesentlichen Inhalts dieser Paragraphen auf die dortigen Angaben ver- 
wiesen werden. § 1 giebt eine Zusammenstellung bereits bekannter Re- 
sultate, § 2 behandelt den Artbegriff bei linearen homogenen Differential- 
gleichungen, wobei die Differentialgleichungen auch von verschiedener 
Ordnung sein kénnen, in weitgehenderer Weise als dies bisher geschehen ist. 


§ 1: 
Einleitende Betrachtungen tiber Reduzibilitét bei linearen 
homogenen Differentialgleichungen. 


Der Begriff der Reduzibilitét einer linearen homogenen Differential- 
gleichung ist zuerst von Herrn G. Frobenius*) eingefiihrt worden. Um 


*) G. Frobenius, Uber den Begriff der Irreduzibilitit in der Theorie der 
linearen homogenen Differentialgleichungen. Journ. f. d. r. u. ang. Math., Bd. 76, 
S. 236. Fiir die obige Definition der Irreduzibilitaét vgl. vorziiglich Beke, Die 
Irreduzibilitét der linearen homogenen Differentialgleichungen. Math. Annalen, Bd. 45, 
S. 278 ff. Ferner sehe man die Darstellung in Ludw. Schlesingers Handbuch der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen, Bd. II,, 8. 104ff. (Leipzig 1897) sowie 
die Zusammenstellung bei G. Fano, Uber lineare homogene Differentialgleichungen 
mit algebraischen Relationen zwischen den Fundamentallésungen, Math. Annalen, 
Bd. 53, 8. 511. 











Aurrep Loewy. 


550 


diesen Begriff in einer fiir die folgenden Untersuchungen passenden Weise 
auseinandersetzen zu kinnen, ist die vorherige Fixierung eines Rationalitits- 
bereiches erforderlich. Ein Rationalititsbereich wird von irgend einem derartig 
vollstiindigen oder in sich abgeschlossenen Systeme von Funktionen einer 
unabhiingigen Variablen x gebildet, daB man die Funktionen des Systemes 
unbeschrinkt unter einander addieren, subtrahieren, multiplizieren und 
dividieren, sowie eine jede differentieren kann, ohne hierdurch das vor- 
gelegte Funktionensystem zu verlassen. Der Rationalititsbereich, welcher 
den folgenden Untersuchungen zu Grunde liegt, kann, soweit es mit dem 
Begriffe selbst vertriglich ist, ganz willkiirlich gewihlt werden; nachdem 
derselbe aber einmal gewihlt ist, soll er fest sein und im Laufe der 
Untersuchung nicht mehr abgeiindert werden. 

Eine lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten aus 
dem zu Grunde liegenden Rationalitiitsbereiche heiBt irreduzibel, wenn sie 
mit keiner linearen homogenen Differentialgleichung niedrigerer Ordnung, 
die auch nur Koeffizienten aus dem Rationalitiitsbereiche hat, ein Integral 
gemeinsam hat. 

Hat eine lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten 
aus dem Rationalititsbereiche mit einer ebenso beschaffenen Differential- 
gleichung niedrigerer Ordnung ein Integral gemeinsam, so heiBt sie 
reduzibel. 

Ist eine lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten aus 
dem Rationalititsbereiche reduzibel, so gibt es eine oder mehrere lineare 
homogene irreduzible Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus dem 
Bereiche, deren samtliche Integrale ihr geniigen. 

Analog wie in der Theorie der algebraischen Gleichungen der Irredu- 
zibilitaétsbegriff mit der Galoisschen Gruppe der Gleichung zusammenhingt, 
so besteht in der Theorie der linearen homogenen Differentialgleichungen 
eine sehr enge Beziehung zwischen der-auf die obige Art definierten 
Irreduzibilitét und der Rationalititsgruppe der linearen homogenen Dif- 
ferentialgleichungen, welche in natiirlicher Ausdehnung Galoisscher Ideen 
von den Herren Picard*) und Vessiot**) eingefiihrt wurde. Auch die 


*) E. Picard, Comptes rendus, April 1883, Oktober 1894, Dezember 1895. 
Annales de la faculté des sciences de Toulouse, t. 1 (1887). Traité d’analyse, t. 3 
(1896), 8. 531. Paris. 

**) E. Vessiot, Sur l'intégration des équations différentielles linéaires. Annales 
de l’école normale, 3° sér., 9, (1892), 8.197. Die franzésischen Mathematiker und 
nach ihrem Vorgange auch Herr Ludwig Schlesinger in seinem Handbuch der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen sprechen von der Transformationsgruppe einer 
linearen homogenen Differentialgleichung; die Bezeichnung ,,Rationalititsgruppe“ 
stammt von Herrn F. Klein. 
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Rationalitétsgruppe einer linearen homogenen Differentialgleichung er- 
fordert die Fixierung eines Rationalitiitsbereiches. Fiir die gleichzeitige 
Behandlung von Fragen, welche die Irreduzibilitét und die Rationalitiits- 
gruppe einer vorgelegten linearen homogenen Differentialgleichung betreffen, 
wird man natiirlich den gleichen Rationalitiitsbereich zu Grunde legen 
miissen. 

Den folgenden Ausfiihrungen soll tiberhaupt ausnahmslos ein und der- 
selbe Rationalititsbereich zu Grunde liegen, und ferner sollen ausnahmslos 
alle Differentialgleichungen und Differentialfunktionen, welche in der vor- 
liegenden Arbeit vorkommen werden, nur Koeffizienten aus diesem Bereiche 
haben; dies werde ich im Folgenden nicht stets besonders betonen. 

Mit Hilfe des Begriffes der Rationalitiitsgruppe kann man folgendes, 
von Herrn Beke*) gefundenes Kriterium fiir die Irreduzibilitit beziiglich 
Reduzibilitit einer linearen homogenen Differentialgleichung angeben: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Irreduzibilitit einer 
linearen homogenen Differentialgleichung ist die Irreduzibilitét ihrer Ratio- 
nalititsgruppe. Hine jede reduzible lineare homogene Differentialgleichung 
hat eine reduzible Rationalititsgruppe. 

Es ist noch nétig, den Begriff einer irreduziblen Gruppe linearer 
Substitutionen, welcher bei dem obigen Satze beniitzt wurde, zu erkliren. 
Ist © irgend eine Gruppe linearer homogener Substitutionen in  Variablen 
und kann man diese Gruppe durch Einfiihrung von neuen Variablen, 
welche lineare homogene Kombinationen der alten Variablen mit konstanten 
Koeffizienten sind, so transformieren, daB sich nach der Transformation bei 
allen Substitutionen der transformierten Gruppe v der neuen Variablen, 
wobei vy <m ist, nur linear unter einander substituieren, so heiBt die 
Gruppe © reduzibel**), Wir kénnen diese Definition auch so aussprechen: 
Fiir eine reduzible Gruppe © linearer homogener Substitutionen in » 
Variablen kann man stets eine solche Substitution N von m Variablen 
und nicht verschwindender Determinante finden, da8 die Matrizes siimt- 
licher Substitutionen der transformierten Gruppe N-'@GN, welche durch 
Transformation simtlicher Substitutionen der Gruppe © durch die feste 
Substitution N erhalten werden, von der Form: 





*) Vgl. Beke, a. a. O., 8.279 u. S. 289. Man sehe auch Schlesinger, Hand- 
buch, II,, 8. 105. Das von Herrn Beke gefundene Kriterium ist im Anschlu8 an die 
Untersuchungen von Herrn C. Jordan, Bulletin de la société math., Bd. 2 gebildet. 

**) Die Bezeichnung ,,reduzibel* ist im Anschlu8 an Herrn Ludw. Schlesinger, 
Handbuch II,, 8. 104 gewihlt; Herr Beke beniitzt a. a. O. die Bezeichnung ,,im- 
primitiv“. 
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Kine jede nicht reduzible Gruppe heiBt irreduzibel. Eine irreduzible 
Gruppe linearer homogener Substitutionen von » Variablen laiBt sich 
miemals so transformieren, daB nach der Transformation v der neuen 
Variablen, welche lineare homogene Kombinationen der alten Variablen 
mit konstanten Koeffizienten sind, durch alle Substitutionen der Gruppe 
nur in lineare homogene Kombinationen ihrer selbst iibergehen und 


Ist © eine reduzible Gruppe linearer homogener Substitutionen, d. h. 
gibt es eine Substitution N von nicht verschwindender Determinante, dab 
alle Substitutionen der transformierten Gruppe N-'@GN Matrizes der 
Form (C) besitzen, so driicken wir dies auch kurz auf die folgende Art 
aus: & lat sich in die Form: 


bringen, oder es gibt zu © eine dquivalente*) Gruppe G, welche die Form: 


hat; hierbei bedeutet &,, einen Inbegriff von Matrizes mit v Zeilen und 
v Kolonnen, &,, einen Inbegriff von Matrizes mit »—v Zeilen und 


*) Das Wort ,,iiquivalent* ist im Anschlu8 an Herrn Frobenius, Uber die Dar- 
stellung der endlichen Gruppen durch lineare Substitutionen, II (Berl. Ber., 1899, 
S. 482) gebraucht. Ersetzt man die Matrizes G,, G,, G,,--- 
N-'G,N, N~'G,N, N~'G,N,---, wobei N eine Matrix von nicht verschwinden- 
der Determinante ist, so bestimmen die neuen Matrizes auch eine Gruppe. Zwei 
derartige Gruppen sind vom gruppentheoretischen Standpunkte nicht wesentlich ver- 
schieden und sollen aquivalent heifen. 


einer Gruppe © durch 
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v Kolonnen, @,, einen Inbegriff von Matrizes mit »—v Zeilen und 
n—v Kolonnen. n>n—v>0. 


Ist eine Gruppe © in m Variablen von der besonderen Form: 


a 0 

? 
Gz, | Gop 
so bilden offenbar die ersten v Variablen fiir sich eine Gruppe; diese 
Gruppe ist zu der urspriinglichen Gruppe @ isomorph; sie wird durch 
die Gesamtheit aller Matrizes ©, gegeben. Diese Gruppe in v Variablen 
bezeichnen wir mit ©,,. 


Wegen der besonderen Form der Gruppe @: 
G,,| 0 
Gs; | Ges 


bilden auch die Substitutionen in »—v Variablen, deren Gesamtheit 
durch den Inbegriff aller Matrizes ©, bestimmt wird, fiir sich eine Gruppe. 
Auch diese Gruppe, die wir mit ©, bezeichnen wollen, ist zu der Gruppe 
© isomorph*). 

Aus den Untersuchungen von Herrn Beke**) folgt, daB, wenn die 
Rationalitétsgruppe einer linearen homogenen Differentialgleichung P= 0 
von der Ordnung » reduzibel ist und in die Form: 


G,,| 0 
G., | Gye 


gebracht werden kann, so gibt es stets eine lineare homogene Differen- 
tialgleichung @ = 0 von der Ordnung v mit Koeffizienten aus dem Ratio- 
nalitiitsbereiche, deren simtliche Integrale der Differentialgleichung P= 0 
geniigen und welche ©,, zur Rationalititsgruppe hat. 

Auch die Gruppe ©,, erscheint, wie ich gezeigt habe***), als Ratio- 
nalitiitsgruppe einer linearen homogenen Differentialgleichung mit Koef- 
fizienten aus dem Rationalititsbereiche. Um dies darzutun ist es nétig, 
auf die Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes in Faktoren 
einzugehen. 

Herr Frobenius}) hat im Anschlu8 an die Untersuchungen von Libri 
(Journ. f. d. r. u. ang. Math., Bd. 10) und Brassinne (Ch. Sturm, Cours 








*) Vgl. A. Loewy, Zur Theorie der Gruppen linearer Substitutionen. Math. 
Ann, Bd. 53, 8. 235. 
**) Beke, a. a. U. S. 289. Siehe auch Schlesinger, Handbuch, I,, 8. 105. 
***) A. Loewy, Berichte der Kgl. Gesellschaft der Wiss. zu Leipzig. Januar 1902. 
+) G. Frobenius, an dem auf S. 1 angefiihrten Orte, 8. 258. Vgl. auch Ludw. 
Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen, Bd. 1, 8. 84, 
Leipzig 1895. 
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d’analyse, t. 2, Note 3) die symbolische Zerlegung eines linearen homogenen 
Differentialausdruckes in Faktoren behandelt. Wird die lineare homogene 
Differentialgleichung P = 0 mit Koeffizienten aus dem Rationalitiitsbereiche 
durch alle Integrale einer ebenfalls linearen homogenen Differentialglei- 
chung Q@ = 0 von niedrigerer Ordnung mit Koeffizienten aus dem Ratio- 
nalitiitsbereiche erfiillt, so kann man den linearen homogenen Differential- 
ausdruck P immer symbolisch zerlegen, dass 
P=R,¢ 

wird. Hierbei bedeutet R, einen linearen homogenen Differentialausdruck 
mit Koeffizienten aus dem Rationalitiitsbereiche. 

Ist P von der Ordnung n, Q von der Ordnung », so ist 

R, =0 
eine lineare homogene Differentialgleichung der Ordnung x — v mit Koef- 
fizienten aus dem Rationalitiatsbereiche; die Rationalitiitsgruppe der Dif- 
ferentialgleichung R, = 0 ist die Gruppe ©,,. 

Am Schlusse dieses Paragraphen sei nur noch darauf hingewiesen, 
da8, wenn bei einer linearen homogenen Differentialgleichung die Ratio- 
nalititsgruppe in der Form © erscheint und man von der Gruppe © zu 
der iiquivalenten Gruppe N-'GWN iibergeht, dies offenbar nur bedeutet, 
man ersetzt ein Fundamentalsystem von Integralen der Differentialglei- 
chung durch ein anderes und betrachtet fiir dieses neue Fundamentalsystem 
die Rationalitiitsgruppe der Differentialgleichung*). 


§ 2. 
Differentialgleichungen derselben Art. 


Hat man zwei lineare — Differentialgleichungen: 


(1) po(x) = + M(e = 





da" v4 +--+ p,(x)y = 0 


(2) ro(0) =F + n, r(x )— n,—1 i+ ake +1, (x)# or 0, (m, <n), 


deren Koeffizienten dem Rationalititsbereiche angehéren, so sagt man, die 
Gleichung (2) gehirt mit (1) zu derselben Art**) oder ist mit (1) von der- 
selben Art, wenn man durch die Beziehung: 

an 


d a" 
(3) z= Og(z)y + a (2) ge t+ + Oya (2) oad 
ax 


*) Vgl. etwa Ludw. Schlesinger, Handbuch, II,, S. 72 

**) Die Bezeichnung von derselben Art stammt fiir » =, von Herrn Poincaré, 
Mémoire sur les fonctions zétafuchsiennes. Acta mathematica, Bd. 5, S. 212 (1884). 
Vgl. auch Ludw. Schlesinger, Handbuch, Bd. II,, S. 120. 








wT in. 2 See 
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wobei a (”), a,(x),---a,_,(#) Funktionen des Rationalitiitsbereiches sind, 
von den Integralen der Differentialgleichung (1) zu denen der Differen- 
tialgleichung (2) iibergehen kann. 

Ist » >m,, so wird man nicht durch eine zu (3) analoge Relation 
von dem allgemeinen Integral von (2) zu dem der Differentialgleichung 
(1) tibergehen kénnen; ist » >, und die Differentialgleichung (2) mit (1) 
von derselben Art, so ist nicht auch (1) mit (2) von derselben Art. Die 
eingefiihrte Beziehung ist also nicht stets wechselseitig. Ist die Differential- 
gleichung (2) mit (1) von derselben Art und auch (1) mit (2) von der- 
selben Art, ist die Beziehung also eine gegenseitige, so sage ich: die 
zwei linearen homogenen Differentialgleichungen sind gegenseitig von der- 
selben Art oder auch kurz, die zwei linearen homogenen Differentialgleichungen 
sind von derselben Art. Es gilt nun fiir n=, der folgende Satz von 
Herrn L. Fuchs*): 

Gehiren von zwei linearen homogenen Differentialgleichungen derselben 
Ordnung die eine mit der anderen zu derselben Art, so sind die zwei linearen 
homogenen Differentialgleichungen gegenseitig von derselben Art. 

Aus unserer Definition folgt unmittelbar: 

Ist die Differentialgleichung (2) mit (1) von derselben Art und die 
Differentialgleichung (1) mit einer anderen linearen homogenen Differen- 
tialgleichung »‘** oder héherer Ordnung, die auch nur Koeffizienten aus 
dem Rationalitiitsbereiche hat, von derselben Art, so ist auch die Dif- 
ferentialgleichung (2) mit dieser von derselben Art. 

Wir bezeichnen fiir das Folgende die Differentialgleichung (1) mit 
P=0, die Differentialgleichung (2) mit R=0O; ferner bedeute A die 
rechte Seite von (3). 

A =O ist dann eine lineare homogene Differentialgleichung, deren 
Koeffizienten dem Rationalititsbereiche angehéren. 

Es mégen 4¥,, ¥,°**Y, ein Fundamentalsystem von Integralen von 
P=0 sein; bezeichnen u,, “y,--: 4, irgend » Konstanten, so ist, wenn 
die Differentialgleichung R =O mit der Differentialgleichung P=0O zu 
derselben Art gehért und der Ubergang von den Integralen von (1) zu 
denen von (2) durch die Relation (3) vermittelt wird, 


(So) 


stets ein Integral von R =O und ferner sind in der Form a(S wo) 
alle Sotegpele von # = 0 enthalten; denn 


kh. Fuchs, Zur Theorie der linearen Ditierentialgleichungen, Sitzungsberichte 
der Berliner Akademie, Jahrg. 1888, S. 819. 
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ist das allgemeine Integral der Differentialgleichung P=0. Da 


A (> van) = > mA) 
1 1 
ist, so folgt, daB unter den folgenden » Funktionen: 


A(%), A(z), ia A(y,) 


die Elemente eines Fundamentalsystemes von Integralen der linearen 
homogenen Differentialgleichung R = 0 enthalten sein miissen. 

Ist R =O eine lineare homogene Differentialgleichung von der Ord- 
nung »,=»—v, so kann die Differentialgleichung R =O nur , linear 
unabhiangige Integrale besitzen. Mithin muB ein System von »-» Konstanten 


k=1,2,--- 
Au ale ie 


existieren, daB die » von einander unabhingigen Relationen: 
lt=n 
a 4, A(y,) = 9, 
t=1 


> Ae) = 0, 


lt=n . 
= 4,,A(y,) = 0 
t=1 


zwischen den Funktionen A(y,), A(y.),-*-A(y,) bestehen. Das soeben 
hergeleitete Gleichungssystem sagt aus, daB die » Funktionen 


can l=n l=n 
Dit Pat as Dy hath 


v unabhiingige Integrale der Differentialgleichung A= 0 sind. Die zwei 
linearen homogenen Differentialgleichungen P=0 und A=0O haben daher 
v linear unabhingige Integrale gemeinsam. 


t= 


Angenommen po AyairYy, Wobei A,,,, (/=1,2,---m) m Konstanten 
t=1 


bedeuten, sei ein » + 1** gemeinsames partikulires Integral der zwei 
Differentialgleichungen P=0O und A =O, und dieses Integral sei keine 





lix 
ge 


el 
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lineare homogene Kombination mit konstanten Koeffizienten von den schon 
gefundenen gemeinsamen Integralen, so folgt aus 


A (Sa..un) - 


eine v + 1 von den schon vorhandenen v Relationen unabhingige Relation: 


t=n 


> 441A =@ 
t=1 


zwischen den Funktionen A(y,), A(y,),--- A(y,). Da die Differential- 
gleichung R=O von der Ordnung  — vy ist, so kénnen zwischen den 
n Funktionen A(y,), A(y,),---A(y,), die unter sich die Elemente eines 
Fundamentalsystemes von Integralen von R =O enthalten, nur v unab- 
hingige Relationen bestehen, daher ist unsere Annahme falsch. Mithin 
haben die zwei linearen homogenen Differentialgleichungen P=0O und 
A= ( genau vy linear unabhiingige Integrale gemeinsam. Hieraus aber 
folgt die Existenz einer linearen homogenen Differentialgleichung Q = 0 
von der Ordnung v mit Koeffizienten aus dem Rationalitiatsbereiche, welche 
die den zwei linearen homogenen Differentialgleichungen P= 0 und 4=0 
gemeinsamen v linear unabhingigen Integrale zum Fundamentalsystem 
besitzt*). Wir gewinnen also den Satz: 

Gehirt eine lineare homogene Differentialgleichung n —v*" Ordnung mit 
einer linearen homogenen Differentialgleichung n“” Ordnung zu derselben Art, 
so existiert eine lineare homogene Differentialgleichung v*" Ordnung mit 
Koeffizienten aus dem Rationalitdtsbereiche, deren stimtliche Integrale der 
Differentialgleichung n*” Ordnung geniigen**). 

Wir halten die obigen Bezeichnungen bei und setzen: 


i=n 
7 

t, -> AnYy 
t=1 
i=n 

= deity 
t=1 
I 

_=- Andy 


1 


1 


*) Vgl. Brassinne in Ch. Sturms Cours d’analyse, t. 2, Note 3, 8. 347 der Aus- 
gabe vom Jahre 1868. Paris. 

**) Den speziellen Satz, daB in dem obigen Falle die Differentialgleichung n‘* 
Ordnung reduzibel sein muB, hat schon Herr Fuchs (a. a. 0., 8. 820) bemerkt. 
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und ferner: 


‘ l=n 
tay = Sate 


t=] 


l=a 
te = Saisie 
f=1 
‘ i=n 
t,, = > huts 
i=1 


hierbei bedeuten 4,, Caos ts hg abl ") ein System von » (n—~v) will- 


kiirlichen Konstanten, die nur der Bedingung unterworfen sind, daB die 
Determinante |4,,| von Null verschieden ist, damit die » Funktionen 
t,, t,,---¢, ein Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung 
P=0O bilden; die ersten v Functionen ¢,, 4,,---¢, sind die Elemente 
eines Fundamentalsystemes von Integralen der Differentialgleichung @ = 0. 
Bilden wir unter Zugrundelegung des Fundamentalsystemes von 
Integralen ¢,, t,,---¢, die Rationalititsgruppe @ der Differentialgleichung 
P =O, so erscheint dieselbe in der Form: 
G,:| 0 ; 
i: il 
Gy, | Gos 
hierbei bedeutet @,, die Rationalititsgruppe von @=0. Wir beweisen, 
daB G,, die Rationalititsgruppe der Differentialgleichung R= 0 ist, die 
mit P =O zu derselben Art gehért. Da 


A(t,) = A(t.) =---= A(t.) =0 
ist, so folgt, daB die » — v Funktionen: 
A(t, 1); A(t, 42), _ A(i,) 

die Elemente eines Fundamentalsystemes von Integralen von R =0 bilden. 
Eine Substitution C der Rationalititsgruppe von P= 0 wird wegen der 
besonderen Form der Gruppe © die Elemente ¢,, ¢,,---¢, des Fundamental- 
systemes von P = 0 iiberfiihren in: 

Cy +4sh +:°:-+4,4,, 

Cyt +Ggt, +++ +G,t,, 


C4 + Cy ty +--+ 6,68, 
Cyents + Cy +19: + “7 + Crsiyt, + Cyrivet yas + siber + Crrintes 


Car by + Cy ty +-°° $44 + Cn 441 +---+4¢,,4,. 











80 


tibe 


Be: 
Ele 


fer 
Fo 
we 
ent 


we 
die 
for 
un 
sp} 


da 


we 


Su 


fe 
de 
Re 
au 
tic 
Ft 


na 





al- 








Uber reduzible lineare homogene Differentialgleichungen. 
Macht man davon Gebrauch, daB: 
Ai) = A(q) =--- = AG) = 9, 
so gehen durch die Substitution C die » — v Funktionen: 


A(t, 41), A(t, 2), sad A(t,) 


Cy 419414 (t41) + Cy41742 A(t, 42) + per + Cy 41n Al), 
Cysav41 A(t, 41) + Cre 424 (4, 49) 5 aati 2 Cyan A(t), 


tiber in: 


Cav4t A(t, 44) + Crv42 A(t, ,s) + = Noli + Can A(t,). 


Bezeichnen wir die soeben hingeschriebene Substitution zwischen den 


Elementen 
A(t, wal A(t, ,9), — A(t,) 


eines Fundamentalsystemes von Integralen der linearen homogenen Dif- 
ferentialgleichung R =O mit C,, so ergibt sich infolge der besonderen 
Form der Gruppe G, daB die Gesamtheit aller Transformationen C,., 
welche allen Transformationen C der Rationalititsgruppe © von P= 0 
entsprechen, ebenfalls eine Gruppe bilden; dies ist die Gruppe ©,,. 
Betrachtet man irgend eine rationale Differentialfunktion von 


A(t, 41); A(t, 42), pa A(t,), 
welche einen dem Rationalitiitsbereiche angehérigen Wert hat, so bleibt 
diese, als Funktion von ¢,, 4,---¢, aufgefaBt, bei einer jeden Trans- 
formation C der Rationalititsgruppe © von P=0O ihrem Werthe nach 
ungeiindert; einer Substitution C fiir die » Funktionen ¢,, é,,---¢, ent- 


spricht die Substitution C,, fiir die » — v Funktionen 
A(t, 41), A(t,42))" _" A(t,); 
daher bleibt eine jede rationale Differentialfunktion von 
A(t, 41) A(t, ,2); a A(i,), 
welche einen dem Rationalitiitsbereiche angehérigen Wert hat, bei allen 
Substitutionen der Gruppe ©,, ihrem Werte nach ungeindert. 

Wir kénnen aber auch umgekehrt zeigen: Bleibt eine rationale Dif- 
ferentialfunktion von A(t,,,), A(t,,9), ++: A(t,) bei allen Substitutionen 
der Gruppe ©. ihrem Werte nach ungeindert, so ist sie eine dem 
Rationalitiitsbereiche angehérige Funktion. Bleibt niimlich die Funktion, 
aufgefaBt als Funktion von A(¢,,,), A(t,,2),°::A(é,), bei den Substitu- 
tionen C,, von ©,, ihrem Werte nach ungeindert, so bleibt sie, als 
Funktion von ¢,, 4,--+¢,, bei allen Substitutionen C von @ ihrem Werte 
nach ungeindert. Da aber © die Rationalititsgruppe der linearen homo- 
genen Differentialgleichung P = 0 fiir das Fundamentalsystem ¢,,¢,, ---t, 
30* 
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von Integralen von P = 0 ist, so ist die betrachtete Funktion eine Funk- 
tion des Rationalitiitsbereiches. Nach den Untersuchungen der Herren 
Picard und Vessiot besteht der folgende Fundamentalsatz: Hat man eine 
Gruppe linearer homogener Substitutionen in m, Variablen mit den folgen- 
den zwei Eigenschaften: 

1) eine jede rationale Differentialfunktion eines Fundamentalsystems 
von Integralen einer linearen homogenen Differentialgleichung 1,‘ Ord- 
nung, welche einen dem Rationalititsbereiche angehérigen Wert hat, andert 
bei allen Transformationen der Gruppe ihren Wert nicht, 

2) eine jede rationale Differentialfunktion, welche bei allen Trans- 
formationen der Gruppe ihren Wert nicht indert, hat einen dem Ratio- 
nalitatsbereich angehérigen Wert, so ist die vorgelegte Gruppe die 
Rationalitatsgruppe der vorgelegten Differentialgleichung. Mithin ist ,, 
die Rationalititsgruppe von R= 0. Wir haben also den folgenden Satz: 

Gehort die lineare homogene Differentialgleichung R = 0 von der Ord- 
nung n,=n—v mit der linearen homogenen Differentialgleichung P = 0 
von der Ordnung n zu derselber, Art, so kann man die Rationalitdtsgruppe 


@ von P=0 in die Form: 


bringen; hierbei ist ©,, die Rationalitatsgruppe einer linearen homogenen 
Differentialgleichung Q = 0 von der v*" Ordnung, deren séiimtliche Integrale 
P=0 geniigen; &,, ist die Rationalititsgruppe der Differentialgleichung 
R=0. 

Fiir v= 0 hat man den Satz: 

Zwei lineare homogene Differentialgleichungen derselben Ordnung, die 
von derselben Art sind, haben dieselbe Rationalitétsgruppe. 

Dieser spezielle, bereits von Herrn Schlesinger*) und unabhingig 
von Herrn Marotte**) gefundene Satz ist von diesen Autoren mit Hilfe 
der sogenannten Picard’schen Resolvente bewiesen worden. 

Wird die Differentialgleichung P= 0 durch simtliche Integrale von 
Q = 0 erfiillt, so ist: 

P=R,Q (Vgl. 8. 554). 
Da von den Elementen ¢,, ¢,,---¢, eines Fundamentalsystemes von Inte- 
gralen von P=0O die ersten v Funktionen ein Fundamentalsystem von 
Integralen von Q@=0 bilden, so hat die lineare homogene Differential- 
gleichung R,=0 die »—v Funktionen: Q(¢,,,), Q(é,42),--- Q(t) 


*) Ludw. Schlesinger, Handbuch, Il,, S. 121. 
**) Marotte, les équations différentielles linéaires et la théorie des groupes. 
Annales de la faculté des sciences de Toulouse (1898), H. 37. 
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einem Fundamentalsystem von Integralen. Mithin folgt: Lat sich P 
zerlegen in R,Q, so gehdrt die lineare homogene Differentialgleichung R, =0 
mit P =O zu derselben Art. Hieraus ergibt sich iibrigens auch der Satz, 
auf den schon im § 1 hingewiesen wurde, dab G,, die Rationalitiitsgruppe 
von R, = 0 ist. 

Man bemerkt zuniichst, daB die zwei Funktionensysteme: 


Q(t, 41), Q(t 42), a4 * Q(t,) 
A(t, 41), A(t,,2), ae A(t,) 


bei einer jeden linearen Transformation der GréBen ¢,, 4,,---¢, sich 
cogredient transformieren. Wir beniitzen jetzt einen Hilfssatz: 
Sind 


und 


11> %99°°* Um 
on 


zwei Systeme von je m rationalen Differentialfunktionen von t,, ty, +++ t,, 
die sich bei allen linearen Substitutionen der t,, t,, +--+ t, cogredient linear 
mit konstanten Koeffizienten transformieren, so besteht, wenn die Wronskische 
Determinante der Funktionen §, &,---§&, nicht verschwindet, ein System 


von Gleichungen: 


und 


ag, rs. . 
(4) 4, = dy(w)§; + 4, (2) i alati dy _1 (2) aa")? (i= 1,2,---m); 


dabei bedeuten dy(x), d,(x),-+-d,,_,(”) Funktionen, die dem Rationalitits- 
bereiche angehéren. 

Sind %,, %:)-°-* %, und §, &,--- §, gegeben, so kann man, wenn 
die Wronskische Determinante der m Funktionen § nicht verschwindet, 
offenbar die Funktionen d,(x), d,(x), ---d,,_,(#) finden, so daB das System 
von Gleichungen (4) besteht. Es wird: 

A, 
d,=s, (k=0,1,2,--+m—1). 
A bedeutet hierbei die Wronskische Determinante der Funktionen §,, §,---,,3 
A, geht aus A hervor, wenn man die 7; fiir die Ableitungen ¢ einfiihrt. 


4, , 
Der Quotient =x ist, da die Funktionen y,, ¢, rationale Differentialfunk- 


tionen der ¢; sind, selbst auch eine rationale Differentialfunktion der ¢;. 
Substituieren sich, falls man ¢,, ¢,,---¢, und ihre Ableitungen cogredienten 
linearen homogenen Substitutionen mit konstanten Koeffizienten unterwirft, 
die Funktionen £,, &,---€,, linear mit konstanten Koeffizienten, so trans- 
formieren sich ihre Ableitungen cogredient mit ihnen; nach Voraussetzung 
werden auch die Funktionen §,, ,---§, auf dieselbe Weise wie die 
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Funktionen ,, ,,-- + ,, transformiert. Daher multipliziert sich bei einer 
jeden linearen Substitution der Funktionen ¢,, 4, ---¢, Zihler und Nenner 


4 
des Determinantenquotienten x mit der Substitutionsdeterminante der 


FAN A 
Funktionen 7;; =x selbst bleibt also ungeindert. Da x sogar fiir alle 


linearen homogenen Substitutionen der ¢ formal ungeiindert bleibt, so behiilt 
A 
= bei simtlichen Transformationen der Rationalitiitsgruppe von P = 0 


A. 
seinen Wert bei; x =d, ist daher eine Funktion des Rationalititshe- 


reiches. Hiermit ist der Hilfssatz bewiesen. 
Betrachten wir jetzt die zwei Funktionensysteme: 


Ot), Cb42))->- OG) 
A(t, 1), A(t, 42); wine A(t,), 


so verschwindet fiir keines der zwei Systeme die Wronskische Deter- 
minante; denn wir haben hier zwei Fundamentalsysteme von Integralen 
von zwei linearen homogenen Differentialgleichungen der Ordnung n, =n—v 
vor uns. Da sich ferner die zwei angegebenen Funktionensysteme bei 
linearen Substitutionen der ¢,, ¢,,---¢, cogredient transformieren, so kénnen 
wir den Hilfssatz in doppelter Weise anwenden. Es besteht namlich 
erstens ein System von Gleichungen: 


und 


, d d"—* A(t) 
(4) Q(t) = 4 (2) AG) + (2) de A(t) +--+ +4,,_1(2) - dxz™-1’ 
l=v+1,v+2,---n, 
zweitens ein weiteres Gleichungssystem: 
” d _ a Q(t) 
(4°) A(4) = & (x) Q(t) + 4 (2) ae Q(t) +--+ + &,-1(2) dz™-i? 


l=v+1,v+4+2,---n; 


dy(x), d(x), --- d,,_1(#) 


€(2), €,(x), emai Cn, -1(2) 
Funktionen aus dem Rationalitiitsbereiche. Bedenkt man, daB die Funk- 
tionen A(¢) ein Fundamentalsystem von Integralen von R=O, die 
Funktionen @Q(¢) ein solches von R, = 0 bilden, so sagt das Gleichungs- 
system (4’) aus, daB R, =O mit R=O zu derselben Art gehdrt; die 
Gleichungen (4”) geben an, daB R=O mit R,=0O zu derselben Art 
gehért. 


dabei sind 


und 
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Wir haben daher den folgenden Satz: 

Ist eine lineare homogene Differentialgleichung R = 0 von der Ordnung 
n—v mit einer linearen homogenen Differentialgleichung P=0O von der 
Ordnung n von derselben Art, so existiert stets eine lineare homogene Dif- 
ferentialgleichung v*" Ordnung Q = 0 mit Koeffizienten aus dem Rationalitéts- 
bereiche, sodaji P zerlegbar wird in R,Q und R, =0 und R=O0 zwei lineare 
homogene Differentialgleichungen derselben Ordnung n — v sind, die gegen- 
seitig von derselben Art sind. 

Aus dem ‘soeben bewiesenen Satze folgt, daB man den Begriff von 
derselben Art nur fiir zwei Differentialgleichungen derselben Ordnung 
einzufiihren braucht, fiir diesen Fall ist der Begriff ein gegenseitiger; 
dies kann entweder nach Herrn L. Fuchs*) oder auch vermége des Hilfs- 
satzes bewiesen werden. Als Definition, was es bedeutet, daB eine lineare 
homogene Differentialgleichung ,‘* Ordnung mit einer ebensolchen von 
der n° Ordnung, wobei » >, ist, von derselben Art ist, kann dann 
folgender Satz aufgestellt werden: 

Eine lineare homogene Differentialgleichung R =O von der Ordnung 
n, =n — v heifit mit einer linearen homogenen Differentialgleichung P = 0 
n®” Ordnung von derselben Art, wenn es eine lineare homogene Differential- 
gleichung R, = 0 von der Ordnung n, gibt, dab P= R,Q wird und die 
zwei linearen homogenen Differentialgleichungen R=0O und R, = 0, welche 
von gleicher Ordnung sind, gegenseitig von derselben Art sind. 

Wir wenden uns jetzt zum Beweise des folgenden Satzes: 

Sind die zwei linearen homogenen Differentialgleichungen R =O von 
der Ordnung n—v und S=0 von der Ordnung n— v' mit der linearen 
homogenen Differentialgleichung P =O von der Ordnung n von derselben 
Art, so gibt es stets zwei lineare homogene Differentialgleichungen V = 0 und 
W=0, die von derselben Ordnung n—v—v'+s und gegenseitig von 
derselben Art sind, so daB R zerlegbar in VH,, und S zerlegbar in WH, 
wird; s bedeutet eine gewisse positive ganze Zahl, die zwischen 0 und der 
kleineren der Zahlen v und v' einschliefilich der Grenzen liegt. 

Der Beweis ergibt sich auf die folgende Weise: Da R=O und S=0 
mit P=0 von derselben Art sind, so gibt es zwei lineare homogene 
Differentialgleichungen Q@=0 von der Ordnung » und Q von der Ord- 
nung »’, dab: 

P= R, Q; 
P= 8,Q 


wird; R=0O und R, = 0 sind hierbei zwei lineare homogene Differential- 
gleichungen derselben Ordnung » — v, die gegenseitig von derselben Art 


*) Vgl. die Anmerkung auf S. 619. 
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sind; ebenso sind S=0O und S, =0 zwei lineare homogene Differential- 
gleichungen der gleichen Ordnung n — v’, die gegenseitig von derselben 
Art sind. Mit M bezeichnen wir das kleinste gemeinsame Vielfache der 
zwei linearen homogenen Differentialausdriicke @ und Q, d. h. den linearen 
homogenen Differentialausdruck niedrigster Ordnung, der sowohl durch Q 
wie durch Q teilbar ist. M ist bis auf einen nur von «x abhingigen 
Faktor wohlbestimmt und hat auch nur Koeffizienten aus dem Ratio- 
nalitatsbereiche*). Es ist 

N= M, Q; 

M=4,Q. 
Haben die zwei Differentialgleichungen @ = 0 und Q =0 s unabhiingige 
Integrale gemein, so ist M =O eine lineare homogene Differentialglei- 
chung der Ordnung v + v’— s. Man sieht, es kann s nur eine der Zahlen 
0, 1, 2,--- bis zu der kleineren der Zahlen v oder v’ sein. Da alle Integrale 
von Q@=0 wie Q=0 die Differentialgleichung P= 0 befriedigen, so 
erfiillen auch alle Integrale von M=0O die Gleichung P=0. Mithin wird: 


P=UM; 


dabei bedeutet U=0O eine lineare homogene Differentialgleichung der 
Ordnung »—v—v'+s. Infolge der bereits fiir M gefundenen Zer- 
legungen wird: 


P=UM,Q, 
P-UM,Q. 
Beachtet man, daB 
P= R,Q, 
P= 8,Q 
war, so folgt, dab: 
R, -UM,, 


wird. Mithin ist die Differentialgleichung U=0O mit R,=0 und mit 

; = 0 von derselben Art. R, =O ist mit R=O, und S, =0 ist mit 
S = 0 von derselben Art. Daher ist U=0 sowohl mit R=0 als auch 
mit S=0 von derselben Art. Hieraus aber folgt mit Hilfe des S. 563 
bewiesenen Satzes, daB R zerlegbar ist in R=VH,, dabei sind U=0 
und V = 0 zwei lineare homogene Differentialgleichungen derselben Ord- 
nung, die von derselben Art sind. Ebenso ist S zerlegbar in S= WH,, 





*) Mit der Aufsuchung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen hat sich bereits 
Brassinne beschiiftigt. Vgl. auch L. Heffter, Uber gemeinsame Vielfache linearer 
Differentialausdriicke und lineare Differentialgleichungen derselben Klasse. Journ. 
f. d. r. u. ang. Math. Bd. 116. 
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wobei W = 0 von derselben Ordnung wie U = 0 ist und die zwei linearen 
homogenen Differentialgleichungen W =O und U=O von derselben Art 
sind. Hieraus folgt schlieBlich, daB V=0O und W=O0 zwei lineare 
homogene Differentialgleichungen von gleicher Ordnung und gegenseitig 
von derselben Art sind. 

Kine besondere Beachtung verdient noch der Fall »—v—v'+ s=0, 
in dem die zwei linearen homogenen Differentialgleichungen V =O und 
W =0 nicht existieren. Dieser Fall findet statt, wenn »+ v’—s=n 
wird und man‘also die Differentialgleichung M=0 mit P=0O zusammen- 
fallen lassen kann. 


g 3. 


Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes in 
irreduzible Faktoren. 


Ist P =O eine lineare homogene Differentialgleichung n‘* Ordnung 
mit Koeffizienten aus dem Rationalititsbereiche, so kann man den linearen 
homogenen Differentialausdruck P in irreduzible Faktoren zerlegen. 


(1) P=Q, Qr-1 Qr-2 +++ QO; 

so daB die Summe der Ordnungen dieser Faktoren gleich der Ordnung 
von P wird; Q, = 0, Q,_, =90,--- Q,=0, Q, =0 sind irreduzible lineare 
homogene Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus dem Rationalitits- 
bereiche. Eine soeben geschilderte Zerlegung eines linearen homogenen 
Differentialausdruckes P in irreduzible Faktoren ist durchaus nicht ein- - 
deutig bestimmt. Es gilt nun der folgende Fundamentalsatz: 

Auf welche Art und Weise auch immer ein linearer homogener Dif- 
ferentialausdruck in irreduzible Faktoren zerlegt wird, so kann man die 
Faktoren einer jeden Zerlegung den Faktoren einer jeden anderen Zerlegung 
eineindeutig zuordnen, so daB immer die zwei durch Nullsetzen der su- 
geordneten Faktoren entstehenden irreduziblen linearen homogenen Differential- 
gleichungen gegenseitig von derselben Art sind. 

Wir wollen also den folgenden Satz beweisen: 


Ist neben: 
(1) P= Q, Q-1°°* O&O 
auch 
(2) P=K,K,_; -- KK, 


eine zweite Zerlegung von P in irreduzible Faktoren, so kann man einer 
jeden der linearen homogenen irreduziblen Differentialgleichungen Q, = 0, 
(o=1,2,---4), die bei der Zerlegung (1) resultieren, eine gewisse lineare 
homogene irreduzible Differentialgleichung K,=0 zuordnen, da8 bei dieser 
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Zuordnung ein jeder Faktor von (2) einmal verwandt wird, hierdurch alle 
Faktoren K,, K,_,,--- K, (nur nicht eventuell in dieser Reihenfolge) 
erschépft werden und die zwei zugeordneten Differentialgleichungen immer 
gegenseitig von derselben Art sind. 

Der angegebene Satz enthalt offenbar den von Herrn E. Landau*) 
zuerst gefundenen Satz: 

»Bei allen Zerlegungen eines linearen homogenen Differentialaus- 
druckes in irreduzible Faktoren ist die Anzahl der Faktoren dieselbe, 
und es sind die Ordnungen der Faktoren, abgesehen von der Reihenfolge, 
dieselben“ 
als Spezialfall. Ich beweise auch den allgemeinen Satz in analoger Weise 
wie Herr Landau und verwende dabei, um eine leichte Vergleichung zu 
erméglichen, dieselben Bezeichnungen. 

Fiir lineare homogene Differentialausdriicke P erster Ordnung ist 
unser Satz offenbar richtig; denn in diesem Falle ist P irreduzibel. Wir 
kénnen daher das Theorem fiir alle Differentialausdriicke P von niedrigerer 
als »** Ordnung als bewiesen betrachten und brauchen es nur fiir solche 
n‘* Ordnung zu beweisen. 

Beim Beweise sind zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem die zwei 
irreduzibeln linearen homogenen Differentialgleichungen Q, =0 und K, =0 
ein Integral oder kein Integral gemeinsam haben. 

I. Haben K,=0 und Q, = 0 ein Integral gemeinsam, so haben sie 
infolge ihrer Irreduzibilitiit alle Integrale gemeinsam; sie sind daher sicher 
gegenseitig von derselben Art. In diesem Falle kénnen sich K, und Q, 
nur um einen bloB von der Variablen x abhiingigen Faktor, der eine 
Funktion des Rationalititsbereiches ist, unterscheiden. Es wird also: 


K, = f(@) @-. 
(a). Ist f(~) = 1, so wird K, = Q,; hieraus folgt, dab: 
K, x... ie K; K, ne Q, Qi-1 pai Qs Qs 


wird. Man hat hiermit die Zerlegung eines linearen homogenen Dif- 
ferentialausdruckes von niedrigerer als ‘* Ordnung in irreduzible Faktoren 
auf zwei Arten gewonnen. Fiir einen Differentialausdruck niedrigerer als 
n* Ordnung ist der Satz als bewiesen zu betrachten. Beachtet man, dab 
K,=0 und %, =0 gewi® von derselben Art sind, denn K, ist hier 
gleich Q,, so ist in dem betrachteten Fall unser Theorem fiir die Zer- 


legungen (1) und (2) erwiesen. 


*) E Landau, ein Satz tiber die Zerlegung homogener linearer Differentialaus- 
driicke in irreduzible Faktoren. Journ. f. d. r. u. ang. Math., Bd. 124, S. 115. 

















Wher reduzible lineare homogene Differentialgleichungen. 


(8). Ist f(~#) von der Einheit verschieden, so ergibt sich: 
(3) P=K,--- K,K, K,=K,,--- K, K,(fQ,). 


Man fiihre die durch das Symbol K, ausgedriickte Differentiationsoperation 
aus und ordne nach Ableitungen von Q,; auf diese Weise erhilt man: 
(4) K,(7Q) = RQ,- 

Betrachtet man die zwei linearen homogenen Differentialgleichungen 
K,=0 und R=0O, so findet man durch Multiplikation der Elemente 
eines Fundamentalsystemes von Integralen von R =O mit f(a) die Ele- 
mente eines Fundamentalsystemes von Integralen von K,=0. Hieraus 
folgt, dab K,=0O und k=O gegenseitig von derselben Art sind, mithin 
ist auch R=O wie K, = 0 irreduzibel. (3) und (4) liefern infolge der 
Irreduzibilitét von R= 0 fiir P die Zerlegung: 


(5) P=K,--:- K,RQ, 
in irreduzible Faktoren. Aus (5) und (1) folgt: 


K,,- ++ Kz R= Q,9,-1 +++ U5 Q- 


Wir haben jetzt einen linearen homogenen Differentialausdruck von 
niedrigerer als »** Ordnung in irreduzible Faktoren zerlegt. Hieraus folgt: 
Man kann die Gleichungen: 


Q,=9, Q-1=9,---Q=9, @ =90 
den Gleichungen: 
K,=0, K,_1=0,---K,=0, R=0 


in einer gewissen Reihenfolge (die anders als die hingeschriebene sein 
kann) so eineindeutig zuordnen, daB zwei zugeordnete Differentialglei- 
chungen immer von derselben Art sind. Mége der Differentialgleichung 
R= 0 etwa die Gleichung Q, = 0 zugeordnet sein, so werden, da R=0 
und K,=0 gegenseitig von derselben Art sind, auch Q,—0 und K,=—0 
gegenseitig von derselben Art sein miissen. P, = 0 und Q, = 0 sind, da 
sie alle Integrale gemeinsam haben, von derselben Art. Hiermit ist unser 
Satz im Falle (8) fiir die zwei Zerlegungen (1) und (2) bewiesen. 

II. Haben die zwei linearen homogenen Differentialgleichungen K, = 0 
und Q, =0 kein Integral gemeinsam, so gibt es eine lineare homogene 
Differentialgleichung U=0 mit Koeffizienten aus dem Rationalitiitsbereiche, 
deren Ordnung gleich der Summe der Ordnungen von K,=0 und Q, =0 
ist und welche durch alle Integrale von K,=0 und Q, = 0 erfiillt wird. 
Der lineare homogene Differentialausdruck U, das kleinste gemeinsame 
Vielfache von K, und Q,, ist bis auf einen nur von x abhingigen Faktor 
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vollig bestimmt und sowohl durch K, als auch durch Q, teilbar*). 
Mithin ergibt sich: 

U= AQ, 

U = BK,. 


Bezeichnet man mit y,, ¥,,---y,, die Elemente eines Fundamentalsystemes 
von Integralen von Q, = 0, mit 2, %,---2%, diejenigen von K,=0, so 
hat die Differentialgleichung U = 0 die Funktionen y,, y»,---y,, 2, 29,°°°%,, 
zu einem Fundamentalsysteme von Integralen. Betrachtet man die lineare 


homogene Differentialgleichung A = 0, so bilden die Funktionen 


Qi (41), O12), °** O% (z,,) 
ein Fundamentalsystem von Integralen von A=0. Folglich ist A = 0 
mit K,=0 von derselben Art; da aber die zwei Differentialgleichungen 
offenbar dieselbe Ordnung haben, so sind 4 = 0 und K, = 0 gegenseitig 
von derselben Art. Infolge der Irreduzibilitét von K, = 0 mu8 mithin 
A =0 auch irreduzibel sein. 

Betrachtet man die lineare homogene Ditferentialgleichung B= 0, so 
bilden fiir diese die Funktionen K,(y,), K,(y.),--- K,(y,,) ein Funda- 
mentalsystem von Integralen. Folglich ist B=0O mit Q, =O von der- 
selben Art; denn y,, ¥,,---y,, sind die Elemente eines Fundamentalsystemes 
von Q,=0. Die zwei Differentialgleichungen B=0O und Q, = 0 haben 
dieselbe Ordnung; daher sind sie gegenseitig von derselben Art. Infolge 
der Irreduzibilitét von Q, = 0 muB folglich auch B= 0 irreduzibel sein. 

Da P durch K, und Q, teilbar ist, so muB P auch durch ihr kleinstes 
gemeinsames Vielfaches U teilbar sein. Es wird daher 

P=VU. 
Zerlegt man V in irreduzible Faktoren: 
V= L,L,_; isin L,, 
und beachtet, daB 
U=AQ,, 
U= BK, 


zwei Zerlegungen von U in irreduzible Faktoren sind, so findet man fiir 
P die zwei weiteren Zerlegungen: 


(6) P=L,L,_,---L,AQ, 
(7) P=L,L,_,-:-L, BK, 


in irreduzible Faktoren. 

*) Vgl. die in der Anmerkung auf Seite 564 zitierte Literatur sowie ferner 
E. Beke, die symmetrischen Funktionen bei den linearen homogenen Differentialglei- 
chungen. Math. Annalen Bd. 45, S. 298. 
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Ordnet man den bei der Zerlegung (6) entstehenden Differential- 
gleichungen: 


(8) L,=90, L,_,=9,---L,=0, A=0, Q, = 9, 


die bei der Zerlegung (7) entstehenden Differentialgleichungen in der 
folgenden Reihenfolge: 


(9) L,=0, L,_,=0,::-L,=0, K,=0, B=0 


zu, so sind immer zwei zugeordnete Differentialgleichungen gegenseitig 
von derselben Art. Da die Zerlegungen (1) und (6) beide mit Q, schlieBen, 
so folgt nach (a), da® man den Gleichungen (8) die bei der Zerlegung 
(1) sich ergebenden Gleichungen in einer gewissen Reihenfolge eineindeutig 
zuordnen kann, daB zwei zugeordnete Gleichungen immer von derselben 
Art sind. Hierdurch wird aber eine eineindeutige Zuordnung zwischen 
den Gleichungen (9) und den bei der Zerlegung (1) resultierenden Glei- 
chungen in einer gewissen Reihenfolge vermittelt, daB zwei zugeordnete 
Gleichungen immer von derselben Art sind. Beachtet man noch, dab die 
Zerlegungen (2) und (7) beide mit K, schlieBen, so wird es méglich, die 
Gleichungen (9) durch die bei der Zerlegung (2) gewonnenen Differential- 
gleichungen zu ersetzen. Hierdurch hat man schlieBlich die verlangte 
Zuordnung zwischen den bei (1) und (2) resultierenden Gleichungen. Diese 
Zuordnung ist eineindeutig, und zwei zugeordnete Differentialgleichungen 
sind immer von derselben Art. Hiermit ist der Satz erwiesen. 

Da zwei zugeordnete lineare homogene Differentialgleichungen, wie 
unser Satz angibt, immer gegenseitig von derselben Art sind, so folgt 
nach dem Schlesinger-Marotteschen Satze (S. 560), daB zwei bei unserem 
Theoreme zugeordnete Differentialgleichungen immer dieselbe Rationalitiits- 
gruppe haben. Man erhilt daher den folgenden Satz: 

Auf welche Art und Weise auch immer ein linearer homogener Differen- 
tialausdruck in irreduzible Faktoren zerlegt wird, so kann man die Faktoren 
einer jeden Zerlegung den Faktoren einer jeden anderen Zerlegung eimein- 
deutig zuordnen, daB immer zwei durch Nullsetzen von zwei zugeordneten 
Faktoren entstehende irreduzible lineare homogene Differentialgleichungen 
dieselbe Rationalitdtsgruppe haben*). 

Vervollstindigt man den soeben angegebenen Satz noch dahin, dab 
man bei den zugeordneten irreduziblen linearen homogenen Differential- 
gleichungen immer den Elementen eines Fundamentalsystemes von Inte- 
gralen der einen Gleichung die Elemente eines Fundamentalsystemes von 
Integralen der anderen Gleichung so entsprechen lassen kann, da8 die 
entsprechenden Elemente bei jeder Transformation der Rationalitatsgruppe 


*) A. Loewy, Ber. der Kgl. Gesellschaft der Wiss. zu Leipzig, Januar 1902. 
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der durch Nullsetzen des zu zerlegenden Differentialausdruckes entstehen- 
den Differentialgleichung gleiche Transformationen erleiden, so folgt auch 
hieraus vermége des Hilfssatzes auf $.625 das auf S. 629 angegebene Theorem. 


§ 4. 
Die irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen, durch 
deren Integrale eine vorgelegte reduzible lineare homogene 
Differentialgleichung befriedigt wird. 


Bei den algebraischen Gleichungen gibt es stets wenigstens wei, 
immer nur eine endliche Anzahl verschiedener irreduzibler algebraischer 
Gleichungen, mit denen eine reduzible Gleichung Wurzeln gemeinsam hat; 
ferner ist die Summe der Ordnungen der verschiedenen irreduziblen alge- 
braischen Gleichungen, durch deren Wurzeln die algebraische reduzible 
Gleichung befriedigt wird, gleich der Ordnung der reduziblen Gleichung. 
Als nicht verschieden sieht man hierbei nur diejenigen Gleichungen an, 
deren linke Seiten sich nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden 
oder welche genau dieselben Wurzeln, eine jede in derselben Multiplizitit, 
besitzen. 

In der Theorie der linearen homogenen Differentialgleichungen liegt 
der Sachverhalt anders: Es kann nur eine einzige oder eine endliche 
Anzahl oder auch unendlich viele verschiedene irreduzible lineare homogene 
Differentialgleichungen geben, durch deren Integrale die vorgelegte reduzible 
Differentialgleichung erfiillt wird. Hierbei gelten alle diejenigen linearen 
homogenen Differentialgleichungen als nicht verschieden, bei denen die 
linearen homogenen Differentialausdriicke, durch deren Nullsetzen die 
Differentialgleichung entsteht, sich nur um einen blob von x abhiingigen 
Faktor, der eine Funktion des Rationalitiitsbereiches ist, unterscheiden. 
Zwei lineare homogene Differentialgleichungen, welche genau dieselben 
Integrale haben, gelten also nicht als verschieden. 

Man kann sich nun die Frage vorlegen, ob zwischen der Ordnung 
einer vorgelegten reduziblen linearen homogenen Differentialgleichung und 
den Ordnungen derjenigen irreduziblen linearen homogenen Differential- 
gleichungen, mit denen sie Integrale gemeinsam hat, auch ein gewisser 
Zusammenhang besteht, hieriiber gibt der folgende Satz Aufschlub: 

Gibt es fiir eine reduzible lineare homogene Differentialgleichung eine 
emzige oder eine endliche Anzahl irreduzibler linearer homogener Differential- 
gleichungen, durch deren Integrale die vorgelegte reduzible Differentialgleichung 
befriedigt wird, so ist die Summe der Ordnungen dieser irreduziblen Dif- 
ferentialgleichungen stets kleiner oder hichstens gleich der Ordnung der 
reduziblen Differentialgleichung. 
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Sei P=O die vorgelegte lineare homogene reduzible Differential- 
gleichung der Ordnung x, welche durch die Integrale der irreduziblen 
linearen homogenen Differentialgleichungen: 


J, =9, J, =0,---d,=0 
erfiillt wird. Die Gleichungen 
J, =0, J, =0,---d,=0 


seien siimtlich von einander verschieden und haben die Ordnungen é,, ¢,,---¢,. 
Wir bilden dann das kleinste gemeinsame Vielfache von J, und J,; dieses 
sei mit M, bezeichnet. Da J, =0 und J, =0 zwei irreduzible lineare 
homogene Differentialgleichungen sind, und sich J, und J, nicht nur um 
einen bloB von «x abhiingigen Faktor unterscheiden, so haben sie kein 
Integral gemeinsam und M, = 0 wird eine lineare homogene Differential- 
gleichung von der Ordnung 7,+%,. Es ist M, sowohl durch J, wie 
durch J, teilbar; daher existiert ein linearer homogener Differentialaus- 
druck A, von der Ordnung i,, dab: 
M,; ~— A, J; 
wird; A,=0 ist eine lineare homogene Differentialgleichung von der 
Ordnung 7,, und A, =0 und J, = 0 sind gegenseitig von derselben Art. 
(Vgl. 8. 632.) Es ist im besonderen also auch A, = 0 eine irreduzible 
Gleichung. 
Von den irreduziblen Gleichungen 
J, = 0, J, =0,---d,=0 


kénnten mehrere mit M, = 0 Integrale gemeinsam haben; hat eine dieser 
irreduziblen Gleichungen mit M,=—0 ein Integral gemeinsam, so be- 
friedigen wegen der Irreduzibilitét alle Integrale dieser Gleichung die 
Differentialgleichung M, = 0; wir denken uns diese irreduziblen Differen- 
tialgleichungen so angeordnet, dab J, =O mit M,=0 kein Integral 
gemeinsam hat. Wir suchen dann das kleinste gemeinsame Vielfache der 
zwei linearen homogenen Differentialausdriicke M, und J;; dieses sei M,; 
dann wird: 
M, = A, MQ. 

Hierbei ist M, = 0 eine lineare homogene Differentialgleichung der Ord- 
nung i, + i, +%,; A, =O ist eine lineare homogene Differentialgleichung 
der Ordnung 7;. A,=0O und J, = 0 sind gegenseitig von derselben Art; 
denn WM, ist das kleinste gemeinsame Vielfache von J; und M, und J, =0 
ist eine irreduzible Differentialgleichung, die mit M, =O kein Integral 
gemeinsam hat. 

Mithin ist im besonderen auch A, = 0 eine irreduzible Differential- 
gleichung. Fahren wir auf diese Art und Weise fort, bis wir zu einem 
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kleinsten gemeinsamen Vielfachen M,_, von der Ordnung i, + 7, +---+%,_, 
kommen. 

Die irreduziblen Differentialgleichungen: 

J, =9, J, =0,---J,_, =9, J,=0,---d,=0 
mégen so angeordnet sein, dab J,—0 mit M,_, = 0 kein Integral gemein- 
sam hat. Wir bilden dann das kleinste gemeinsame Vielfache von M,_, 
und J,; dieses sei mit M, bezeichnet. Da M, durch M__, teilbar ist, so 
ergibt sich eine Gleichung: 
M, ws A, M,_;; 

dabei bedeuten A,=0 und J,=0 zwei lineare homogene Differential- 
gleichungen derselben Ordnung i,, die gegenseitig von derselben Art sind. 
Da J,= 0 irreduzibel ist, so ist auch die Differentialgleichung A, = 0 
irreduzibel. 

Selbst wenn in der Reihe der Differentialgleichungen: 

J, =0, J, =0,--- J, =0 
sich unendlich viele befinden, kann unser ProzeB8 nicht ins Unendliche 
fortgehen; er mége also bei M, sein Ende erreichen. Daf unser Prozeb 
der Bildung von kleinsten gemeinsamen Vielfachen einmal abbrechen muB, 
kann man auf folgende Art einsehen: Die Integrale aller Differential- 
gleichungen 
J, =0, J, =0,---Jd,=0 

geniigen der linearen homogenen Differentialgleichung P =O von der 
Ordnung ”; daher kann die lineare homogene Differentialgleichung M,=0, 
welche die Ordnung é, + i, +---+ 7, hat und durch alle Integrale von 
J, =0, J, =0,---J,=0 befriedigt wird, sicher nicht von héherer als 
n‘* Ordnung sein. Ist im besonderen M,=0 eine lineare homogene 
Differentialgleichung der Ordnung », so kann fiir M, der Differentialaus- 
druck P gesetzt werden; denn P=O und M,=0 miissen, wenn sie 
gleiche Ordnung haben, alle Integrale gemeinsam haben; daher kénnen 
sich ihre linken Seiten nur um einen bloB von 2 abhingigen Faktor 
unterscheiden, dieser ist aber fiir die Bestimmung von M, unwesentlich. 
Der Differentialausdruck M, braucht iibrigens nicht von der Ordnung » zu 
sein, er kann vielmehr auch von niedrigerer Ordnung als der Differential- 
ausdruck P sein. 

Wir haben also 

i tigt---+i,<n. 

Durch das Voraufgegangene ergibt sich fiir den linearen homogenen Dif- 
ferentialausdruck M, eine Zerlegung in irreduzible Faktoren 


M, — A,-A,_; a’ A,-d;. 
Sei J, = 0 irgend eine lineare homogene irreduzible Differentialgleichung, 
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welche nicht zu den zur Bildung von M, verwandten irreduziblen linearen 
homogenen Gleichungen 
J, =0, J, =0,---d,=0 
gehért, und mige J,=0 mit M,=0 ein Integral gemeinsam haben. 
Wegen der Irreduzibilitit von J, miissen dann alle Integrale von J,— 0 | 
der Gleichung M, = 0 geniigen und M, durch J, teilbar sein. Mithin folgt: | 
M, = Ld;; 

dabei bedeutet- Z einen linearen homogenen Differentialausdruck von der 
Ordnung i, + 4, +---+%,—%,, wenn J, die Ordnung i, hat. J, = 0 ist 
eine irreduzible lineare homogene Differentialgleichung, hieraus ergibt sich 
vermége des Satzes auf S$. 565 wegen der schon vorhandenen Zerlegung 
von JM, in irreduzible Faktoren: 

M, = A,A,_; suit A, J, 
daS J,=0O mit einer der Differentialgleichungen 

A,=0, A,_, =0,---A,=0, J, = 0 

gegenseitig von derselben Art ist. Nun sind aber die linearen homogenen 


irreduziblen Differentialgleichungen: 
A, =0 und J, 0, 
A,,=9 und J,_,=9, 


e 


A, =0 ud J, =0 


immer gegenseitig von derselben Art. Daher muf J,=0 auch mit einer 
der Gleichungen J, = 0, J, = 0,---Jd,=0 gegenseitig von derselben Art 
sein. Es mége etwa J,=0 mit J,=0, wobei J;=0 eine der Gleichungen 
J, =0, Jg=0,---J,=0 bedeutet, von derselben Art sein. Wir be- 
merken zuniichst, daB J, sicher existieren muB, wenn die Summe der 
Ordnungen der Differentialausdriicke J,, J,,---J, gréBer als m ist; denn 
die Summe der Ordnungen von J,, J,,---J, ist kleiner, héchstens gleich n. 

Es seien 4,, 2,,-++4,, die Elemente eines Fundamentalsystemes von 
Integralen von J,=0; J,=0 und J,;=0 sind von derselben Art und 
auch von derselben Ordnung. Wir kénnen daher die Elemente eines p 
Fundamentalsystemes vou Integralen von J;= 0 mit B(¢,), B(z,),--- B(zi,) 
bezeichnen, dabei bedeutet B einen linearen homogenen Differentialausdruck 
mit Koeffizienten aus dem Rationalitiitsbereiche. 

Wir betrachten jetzt die Rationalititsgruppe der linearen homogenen 
Differentialgleichung P= und verwenden bei ihrer Bildung ein der- 
artiges Fundamentalsystem von Integralen von P= 0, welches die Funk- 
tionen 4,, %,--+ %, B(e,), B(%),--- B(e,) umfabt; dies ist miglich, 
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denn die simtlichen Integrale der zwei irreduziblen linearen homogenen 
Differentialgleichungen J; = 0 und J,=0 befriedigen P=0O. Bei einer 
jeden Transformation der Rationalitiitsgruppe von P = 0 transformieren 
sich nach dem Bekeschen Satze z,, 2.,---2;, nur linear unter sich. Nach 


if 
den Untersuchungen des § 2 transformieren sich die i, Funktionen 


B(z,), Be), >>: Bé,) 
bei linearen Transformationen der 2,, 2, - - - i, kogredient zu 2,, 2g, ° + Z;. 
Bilden wir uns die i, neuen Funktionen: 
Ae, + uB(e,), 22y + uB(e),--- dei, + wB(ai,), 
wobei 4 und w willkiirliche Konstanten bedeuten. Die angegebenen i, 


Funktionen transformieren sich kogredient mit den ¢, Funktionen 4, , %, +++ %,. 
Stellt man daher die lineare homogene Differentialgleichung: 








u Uy a 
du du dus My 
dz dx dx dx 
; add ian ae = 0 
dtu dtu dtu aw, 
dat dat dar wes act 
i i i i 
dtu dlu du Uy 
da’ da! dat dat 





auf, wobei 

u, = dz, + wBe,), (k=1,2,---i,) 
ist, so hat diese lineare homogene Differentialgleichung, wenn man durch 
den Koeffizienten der héchsten Ableitung von u, nimlich diejenigen von 


af “— ; i F ’ , =e 
5 , dividiert, nur Koeffizienten aus dem Rationalitiitsbereiche. Die Division 
x 


v7 
durch den Faktor von “—< ist gestattet, denn dieser Faktor ist nicht gleich 


dx 
Null, da er fiir 4=1, »=0O und w=1, A4=0 nicht verschwindet. Nach 
der Division der linken Seite der Differentialgleichung durch den Faktor 
der héchsten Ableitung hat die lineare homogene Differentialgleichung des- 


wegen Koeffizienten aus dem Rationalititsbereiche, weil die Faktoren von 


du ' . . : ‘ 
7" als Determinantenquotienten sich bei Transformationen der 


Rationalititsgruppen von P= 0 nicht aindern, und rationale Differential- 
funktionen der Integrale von P= 0 sind. Je nach der Wahl der Kon- 
stanten 4 und w kann man aus J; = 0 und J, = 0 unendlich viele lineare 





—_ GCG Ga Bea 


OS  —  —— ——— | 


n 


n 








Uber reduzible lineare homogene Differentialgleichungen. 575 


homogene Differentialgleichungen derselben Ordnung i, mit Koeffizienten 
aus dem Rationalitiitsbereiche herleiten. Alle diese Differentialgleichungen 
gehéren, wie aus der Form ihrer Integrale hervorgeht, mit J,=0 und 
daher auch mit J;=0 zu derselben Art. Folglich sind diese unendlich 
vielen linearen homogenen Differentialgleichungen irreduzibel; da die 
Integrale einer jeden dieser unendlich vielen irreduziblen Differentialglei- 
chungen lineare Kombinationen der Integrale von J; = 0 und J, = 0 sind, 
so hat eine jede dieser irreduziblen Gleichungen ihre Integrale mit P= 0 
gemeinsam. Wir sehen also jedenfalls, wenn n> i, + i, +---+ i, ist, 
so gibt es bald unendlich viele irreduzible lineare homogene Differential- 
gleichungen, durch deren Integrale die vorgelegte lineare homogene Dif- 
ferentialgleichung P= 0 n* Ordnung befriedigt wird. Hiermit ist unser 
Satz bewiesen. 

Aus dem angewandten Beweisverfahren und den fiir die Gleichungen 
J;= 0 und J, = 0 angestellten Untersuchungen folgt noch das Theorem: 

Notwendig und hinreichend, damit eine lineare homogene Differential- 
gleichung mit unendlich vielen irreduziblen linearen homogenen Differential- 
gleichungen Integrale gemeinsam hat, ist, daB es wenigstens zwei irreduzible 
lineare homogene Differentialgleichungen gibt, deren Integrale der vorgelegten 
Differentialgleichung geniigen und die gegenseitig von derselben Art sind. 

Wir wenden uns jetzt zu dem Beweise des folgenden Satzes: 

Hat eine lineare homogene Differentialgleichung mit unendlich vielen 
wrreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen Integrale gemeinsam, 
so gibt es unter einer jeden beliebigen Anzahl derartiger irreduzibler Glei- 
chungen, bei denen die Summe der Ordnungen gleich oder gréfer als die 
Ordnung der vorgelegten Differentialgleichung ist, wenigstens zwei Differential- 
gleichungen, die von derselben Art sind, 

Wenn die Ordnungen der vorgelegten irreduziblen linearen homogenen 
Differentialgleichungen als Summe eine gréBere Zahl als die Ordnung » 
der gegebenen reduziblen Differentialgleichung ergeben, so ist das Theorem 
schon durch das Voraufgegangene bewiesen. Der Satz braucht daher nur 
noch fiir den Fall behandelt zu werden, daB die Summe der Ordnungen 
der vorgelegten irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen 
gleich der Ordnung » der reduziblen Gleichung ist. Wir machen daher 
diese Annahme und suchen unter den gegebenen irreduziblen linearen 
homogenen Differentialgleichungen diejenigen heraus, die sich in die 
Folge: 

J;, J;, its J, 
schreiben lassen, so daB das kleinste gemeinsame Vielfache M, von der 
Ordnung i, + i, +---+ 7%, wird. Ich habe hierbei dieselbe Bezeichnung 
wie auf S. 572 verwandt. M,=0O wird dann durch alle Integrale von 
31* 
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J,=0, J,=0,---Jd,=0 erfiillt. Es sind jetzt zwei Fille zu unter- 
scheiden, ob niimlich: 

i tigte--+icn 
ist. 

(a). Ist i, +4, +---+%i,< ”, so existiert unter den gegebenen irredu- 
ziblen Gleichungen, bei denen die Summe der Ordnungen gleich » sein 
soll, eine lineare homogene irreduzible Differentialgleichung, die nicht in 
der Reihe J, = 0, J, =0,---J,=0 enthalten ist. Bezeichnen wir diese 
Differentialgleichung mit J, = 0, so mu8 M, durch J, ohne Rest teilbar 
sein, denn sonst wire mit der Bildung von WM, unser ProzeB nicht 
vollendet. Wie auf 8. 573 folgt nun, daB J, = 0 und eine der Gleichungen 


J, =9, J, =0,---J,=0 


von derselben Art sind. Hiermit ist unser Satz im Falle («) bewiesen. 

(B). Ist i, +%+--++%,—™m, so kann fiir M, der Differentialaus- 
druck P genommen werden. Nach Voraussetzung sollen unendlich viele 
irreduzible lineare homogene Differentialgleichungen existieren, durch deren 
Integrale P = 0 befriedigt wird. Sei eine dieser J, = 0, eine Differential- 
gleichung, welche von J, = 0, J, =0,---J,=0 verschieden sein soll. 
Es folgt dann zunichst, da P durch J, teilbar sein mu8, wie auf 8. 573, 
da8 J,—0O und eine der irreduziblen linearen homogenen Differential- 
gleichungen: 

J, = 0, J, =0,---d,=0 

von derselben Art sind. Mége etwa J, = 0 und J, = 0 von derselben Art 
sein, so bilde ich mir das kleinste gemeinsame Vielfache von J, und d,; 
dieses sei mit X bezeichnet. X wird ein linearer homogener Differential- 
ausdruck mit Koeffizienten aus dem Rationalitiitsbereiche, dessen Ordnung 
gleich der Summe der Ordnungen der zwei irreduziblen linearen homogenen 
Differentialausdriicke J, und J, ist. X wird durch J, teilbar sein miissen; 
hieraus ergibt sich die Zerlegung: 


X= X,Jd;, 

hierbei bedeutet X,— 0 eine irreduzible lineare homogene Differential- 
gleichung; diese und J, 0 sind von derselben Art. Da alle Integrale 
von J, =0 und J,=0 die Differentialgleichung P= 0 befriedigen, so 
mu8 P durch X teilbar sein. Es ergibt sich: 

P= BX = BX, J;. 
Zerlegt man B in irreduzible Faktoren B= B,B,_,---B,, so hat man 
fiir P zwei Zerlegungen in irreduzible Faktoren, nimlich: 


P= B,B,_,--- B, Xd; 
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und 
P= M,=A4,A,_,::+ A.J, (Vgl. 8. 573). 


A,A,_,+++ A; = B,B,_, +++ B,X,. 
Mithin miissen X, = 0 und eine der Differentialgleichungen 
A,=0, A,_; =0,--- 4, =0 


gegenseitig von derselben Art sein. Dann aber werden infolge der 8. 573 
gefundenen Resultate X, = 0 und eine der Gleichungen 


J,=9, J,_1 =9,+--d, =0 
von derselben Art sein miissen. Nun waren die Gleichungen X, = 0 und 
J,=0, ferner J,=0 und J,=0 von derselben Art; daher miissen 


X, = 0 und J, =0 von derselben Art sein. Hieraus folgt schlieBlich das 
gewiinschte Resultat, daB J, = 0 und eine der Gleichungen 


J, = 90, J; = 0,-+:-3,=0 


von derselben Art sind. Hierdurch ist unser Satz auch fiir den Fall (6) 
bewiesen. 

Wir haben schon oben auf 8.575 eine notwendige und hinreichende 
Bedingung dafiir abgeleitet, daB eine lineare homogene Differentialglei- 
chung durch die Integrale von unendlich vielen irreduziblen linearen 
homogenen Differentialgleichungen erfiillt wird. Man kann diese Bedingung 
auch noch in die folgende gleichwertige Form kleiden: 

Damit eine lineare homogene Differentialgleichung mit unendlich vielen 
irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen Integrale gemeinsam 
hat, ist notwendig und hinreichend, dap die vorgelegte Differentialgleichung 
auper einem Integrale y,, das auch einer irreduziblen linearen homogenen 
Differentialgleichung geniigen muB, noch ein zweites Integral der Form: 


Hieraus folgt: 


s—1 

Dg(0) yy + 04 (2) GY ++ + Oa (@) 
besitet; dabei sollen by(x), b,(x),---+b,_,(”) Funktionen des Rationalitits- 
bereiches, und s die Ordnung der irreduziblen Differentialgleichung, der y, 
geniigt, bedeuten. Einige der Funktionen bo(x), b,(”),---b,_,(a), natiirlich 
nicht alle, kinnen auch verschwinden. 

Zu diesem Satze sei zuniichst noch bemerkt, daB miché ein jedes 
Integral einer reduziblen linearen homogenen Differentialgleichung auch 
einer irreduziblen geniigen muB; vielmehr stellt dies fiir y, eine Be- 
dingung dar. 

Die Notwendigkeit der aufgestellten Bedingung folgt sofort daraus, 
daB nach dem friiheren Satze fiir die zu betrachtende reduzible lineare 
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homogene Differentialgleichung zwei irreduzible lineare homogene Dif- 
ferentialgleichungen derselben. Art existieren miissen, deren Integrale der 
reduziblen Gleichung geniigen. Daf die Bedingung ausreicht, ersieht man 
auf die folgende Weise. Es sei J, =O die irreduzible lineare homogene 
Differentialgleichung, die y, zum Integral hat; y,, y,,---y, mégen solche 
Funktionen sein, daB sie mit y, die Elemente eines Fundamentalsystemes 
von Integralen von J, = 0 bilden. Setzt man 


s—1 
Biy) = b5(2)y + (2) e+ +b_.@) SS, 

so geniigt nach Voraussetzung B(y,) der vorgelegten linearen homogenen 
Differentialgleichung P=0; d. hh. PB=0O hat y, zum Integrale, y, ist 
aber auch ein Integral der linearen homogenen irreduziblen Differential- 
gleichung J, 0; daher miissen alle Integrale von J, = 0 auch PB=0 
geniigen, d. h. die Funktionen B(y,), B(y,), --- B(y,) sind Integrale von 
P=0. Die soeben angegebenen Funktionen transformieren sich bei einer 
jeden linearen Substitution der y,, y.,---y, kogredient mit y,, y,,--- ¥,- 
Bei den Transformationen der Rationalitiitsgruppe von P=0_ trans- 
formieren sich y,, y,,--- y, als Integrale einer irreduziblen Differential- 
gleichung nach dem Bekeschen Satz gesondert fiir sich, mithin trifft dies 
auch fiir B(y,), B(y,),---B(y,) zu. Daher geniigen diese Funktionen 
einer irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichung mit Koeffi- 
zienten aus dem Rationalitiitsbereiche; diese Gleichung und J,=0 sind 
von derselben Art. Die Differentialgleichung, welche 


B(y,), Bye), --- BUy,) 


zu Integralen hat, kann nicht etwa mit J, =0 zusammenfallen, denn 
sonst hatte J, =0 sowohl y, als auch B(y,) zu Integralen und wire 
nach einem bekannten Frobeniusschen Satze*) reduzibel. 

Als Kriterium dafiir, daB eine lineare homogene Differentialgleichung 
mit unendlich vielen verschiedenen irreduziblen linearen homogenen Dif- 
ferentialgleichungen Integrale gemeinsam hat, kann auch der folgende 
Satz dienen: 

Notwendig und hinreichend, damit cine lineare homogene Differential- 
gleichung mit unendlich vielen verschiedenen irreduziblen linearen homogenen 
Differentialgleichungen Integrale gemeinsam hat, ist, daB man die Ratio- 
nalitatsgruppe der vorgelegten Differentialgleichung derartig darstellen kann, 
daB eine jede Transformation der Rationalititsgruppe eine Matrix der Form: 


*) G. Frobenius, Journ. f. d. r. u. ang. Math., Bd. 76, S. 268. Vgl. auch 
Beke, Math. Annalen, Bd. 45, 8. 291; sowie L. Schlesinger, Handbuch, Bd. 2,, S. 117. 
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CH C1 “Gy o> @ <8 0 “+0 

Cot Cas 188 Oy ee jl 0 ee 

Cry Crs Cry 0 0 --0 0 0 

0 0 0 Cy Cy Cy 0 0 

0 0 0 Co, Ce Cy y 0 0 

0 0 sve @ Cry Cre 89 yy 8) soe ® 
Cor4ar “orgie * Grease “opaiysea '** Sortaer rtiese1 °° Sr+iyn 
Cat Cag adi Caf +1 "t' Oney Ches+t Can 

hat. 2f<n. 


Die Notwendigkeit der aufgestellten Bedingung folgt unmittelbar 
daraus, daB unsere vorgelegte Differentialgleichung nach dem Satz auf 
S. 577 zwei Funktionensysteme y,, y,,---y, und B(y,), B(ys), --- Bly,) 
zu Integralen haben mu; von diesen transformieren sich y,, ¥g,--- y, als 
Integrale einer irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichung /‘* 
Ordnung gesondert fiir sich; -B(y,), B(y,), --- B(y,) miissen sich mit 
ihnen kogredient transformieren. Umgekehrt, hat die Rationalititsgruppe 
von P=0O die oben angegebene Eigenschaft, so existieren nach dem 
Bekeschen Satz zwei lineare homogene Differentialgleichungen, durch deren 
Integrale P = 0 befriedigt wird. Infolge unseres Hilfssatzes auf Seite 561 
sind diese zwei ~veeeeataiaaiaaia von derselben Art. Hiermit ist 
aber unser Satz bewiesen. 


§ 5. 
Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes anf 
unendlich viele verschiedene Weisen in irreduzible Faktoren. 


Hat eine lineare homogene Differentialgleichung mit unendlich vielen 
verschiedenen irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen Inte- 
grale gemeinsam, so laBt sich auch der lineare homogene Differential- 
ausdruck, durch dessen Nullsetzen die Differentialgleichung entsteht, auf 
unendlich viele verschiedene Arten in irreduzible Faktoren zerlegen. Zwei 
Zerlegungen: 

P=Q, Q-1°°* @& a, 


P= K,K,_; _— K,K, 
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eines linearen homogenen Differentialausdruckes P in irreduzible Faktoren 
sollen fiir das Folgende als -verschieden gelten, wenn irgend zwei der 
irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen: 
Q,=0 und K;=0 (¢=1,2,---A) 

kein Integral gemeinsam haben. Mit anderen Worten: Zwei Zerlegungen 
sollen als verschieden gelten, wenn sich Q, und K, oder Q,_, und K,_, 
oder --- Q, und K, nicht nur um einen bloB von x abhingigen Faktor, 
der eine Funktion des Rationalitatsbereiches ist, unterscheiden. 

Es gilt nun der folgende Satz: 

Notwendig und hinreichend, damit ein linearer homogener Differential- 
ausdruck sich auf unendlich viele verschiedene Arten in irreduzible Faktoren 
zerlegen lipt, ist, daB entweder die durch Nullsetzen des Differentialaus- 
druckes entstehende reduzible lineare homogene Differentialgleichung oder 
irgend eine mit thr zu derselben Art gehirige lineare Differentialgleichung 
niedrigerer Ordnung mit unendlich vielen verschiedenen irreduziblen linearen 
homogenen Differentialgleichungen Integrale gemeinsam hat. 

Hat die Differentialgleichung P=0O mit unendlich vielen verschiedenen 
linearen homogenen Differentialgleichungen Integrale gemeinsam, so kann 
man offenbar auf unendlich viele verschiedene Arten einen irreduziblen 
linearen homogenen Differentialausdruck Q, finden, daB sich P in P= LQ, 
zerlegen laBt. Zerlegt man LZ weiter in irreduzible Faktoren, so ist P in 
diesem Falle auf unendlich viele verschiedene Arten in irreduzible Faktoren 
zerlegbar. Gibt es nur eine endliche Anzahl irreduzibler linearer homogener 
Differentialgleichungen Q, = 0, deren Integrale P= 0 befriedigen, und 
soll sich P auf unendlich viele verschiedene Arten in irreduzible Faktoren 
zerlegen lassen, so muB bei einer der Zerlegungen P = LQ, der Differen- 
tialausdruck Z sich in unendlich viele irreduzible Faktoren zerlegen lassen; 
entweder hat in diesem Falle Z=0O mit unendlich vielen verschiedenen 
irreduziblen linearen Differentialgleichungen Integrale gemeinsam oder, 
falls ZL =O nur mit einer endlichen Anzahl von derartigen Differential- 
gleichungen Integrale gemeinsam hat, so muB sich L in L, Q,, wobei 
ZL, in unendlich viele irreduzible Faktoren zerlegbar ist, zerlegen lassen. 
Fahrt man so fort, so kommt man schlieBlich einmal auf eine lineare 
homogene Differentialgleichung, die mit wnendlich vielen irreduziblen 
Gleichungen Integrale gemeinsam haben muB; denn die Ordnungen von 
P, L, [,, u. s. w. nehmen ab; der ProzeS muB also einmal sein Ende 
erreichen. Da die Differentialgleichungen L = 0, L, =0,--- mit P=0O 
von derselben Art sind, so sieht man die Notwendigkeit der oben auf- 
gestellten Bedingung ein. 

Hat umgekehrt irgend eine lineare homogene Differentialgleichung 
R=0, die mit P= 0 von derselben Art ist, mit unendlich vielen ver- 
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schiedenen irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen Inte- 
grale gemeinsam, so kann P stets auf unendlich viele verschiedene Arten 
in irreduzible Faktoren zerlegt werden. Ist nimlich R=O mit P=O 
von derselben Art, so existiert nach dem Satze auf Seite 563 ein linearer 
homogener Differentialausdruck R,, dab P= R,Q wird und die Glei- 
chungen R=O und R, =O gegenseitig von derselben Art sind. Nach 
dem Satze auf Seite 560 haben R=O und R, = 0 dieselbe Rationalitits- 
gruppe; hat daher R = 0 mit unendlich vielen irreduziblen linearen homo- 
genen Differentialgleichungen Integrale gemeinsam, so trifft dies infolge 
des Satzes auf Seite 578 auch fiir R, =O zu; mithin kann aber P auf 
unendlich viele verschiedene Arten in irreduzible lineare homogene Dif- 
ferentialausdriicke zerlegt werden. 

Man kann auch folgenden Satz beweisen: 

Notwendig und hinreichend, damit ein linearer homogener Differential- 
ausdruck P sich auf unendlich viele verschiedene Arten in irreduzible Faktoren 
zerlegen lift, ist, daB die Rationalititsgruppe von P =0 die Form: 


G6, 9 OO O. :--90 0 
6, G, 9 O- -:--0 0 
Gs, Gs. Gs; 0 oe @ 0 


G11 G,_19 G,_13 G14 ia Oa 0 
G,, G,, 6,5 G,, seit 3-1 G,, 


hat, G,, und G,_,,_, vollig identisch und ©,,_, = 0 werden. Dabei ist « 
eine der Zahlen 2, 3,---4, G,; (k> i) bedeutet eine Gesamtheit von Matrizes 
mit f, Zeilen und f, Kolonnen, wenn die Matrizes von ©,,; f, Zeilen und 
f; Kolonnen besitzen. 

Der Beweis ergibt sich einfach mit Hilfe des voraufgegangenen Satzes 
sowie des Satzes auf Seite 578*). 


§ 6. 
Lineare homogene Differentialgleichungen, deren linke Seiten 
kleinste gemeinsame Vielfache irreduzibler linearer homogener 
Differentialausdriicke sind. 


Bei Zugrundelegung eines Rationalitiitsbereiches kann die linke Seite 
einer jeden algebraischen Gleichung als kleinstes gemeinsames Vielfaches 
von irreduziblen Polynomen aufgefaBt werden. Man kann nun in analoger 


*) Vgl. auch meine schon S. 553 zitierte Arbeit in den Berichten der Kgl. Ge- 
sellschaft der Wiss. zu Leipzig, S. 6. 
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Weise nach denjenigen linearen homogenen Differentialgleichungen fragen, 
bei denen es eine Reihe unter einander verschiedener irreduzibler linearer 
homogener Differentialgleichungen J, = 0, J, = 0, J, = 0,---J, =0 gibt, 
so daB die Ordnung der vorgelegten linearen homogenen Differential- 
gleichungen P = 0 gleich der Summe der Ordnungen dieser Gleichungen 
wird und P=0O die Differentialgleichung niedrigster Ordnung ist, 
welche durch die Integrale aller dieser Gleichungen erfiillt wird. Bei 
diesen Differentialgleichungen ist also die linke Seite das kleinste gemein- 
same Vielfache von irreduziblen linearen homogenen Differentialausdriicken. 
Die zu betrachtenden linearen homogenen Differentialgleichungen kénnen 
auch auf folgende Art gekennzeichnet werden: man kann fiir sie wenigstens 
ein derartiges Fundamentalsystem von Integralen finden, daB ein jedes 
Element dieses Fundamentalsystemes auch Integral einer irreduziblen 
linearen homogenen Differentialgleichung wird. 

Fiir die zu betrachtende Gattung von Differentialgleichungen gilt nun 
der folgende Satz: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung, damit eine lineare homogene 
Differentialgleichung die Eigenschaft hat, daB thre linke Seite das kleinste 
gemeinsame Vielfache einer Anzahl irreduzibler linearer homogener Differen- 
tialgleichungen ist, besteht in dem Zerfallen der Rationalitétsgruppe der 
Differentialgleichung in eine Reihe irreduzibler linearer homogener Gruppen. 

Die Rationalititsgruppe der vorgelegten Differentialgleichung muB 
sich also in die Form: 


6, 0 0 0---0 
0 G., 0 0.--0 
0 0 G, 0---0 


0 0 0 0---G&, 
bringen lassen, wobei ©,,, &,.,--- @,, irreduzible Gruppen bedeuten. 
Der Beweis des Satzes kann auf folgende Weise gefiihrt werden: An- 
genommen P sei das kleinste gemeinsame Vielfache der irreduziblen 
linearen homogenen Differentialausdriicke J,, J,,---J,, so mogen Y;, Yo,"""¥), 
ein Fundamentalsystem von Integralen von J, =0, Y; 415 Yi499 °°" Yasir 
ein Fundamentalsystem von Integralen von J, = 0, u. s. w., schlieBlich 


Yi, + ig +--+ +ig—a 419 Yi, tigt- +s +ig-1 42? ill ae ee eee 
ein Fundamentalsystem von Integralen von J, = 0 sein; P= 0 hat dann 
die Integrale y,, yo, - - - Yi> Viner Viger °° Visio °° Ya tige-.-tig-t 41? 


é Mig fie ®. - 
Yin tint tiga $99 "ata tig? und diese i, + % +----+ ¢, Funktionen 
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bilden ein Fundamentalsystem von Integralen von P=0. Da y,, Yo, - + ¥;, 
ein Fundamentalsystem von Integralen der irreduziblen linearen homogenen 
Differentialgleichung J, = 0 sind, so transformieren sich diese Funktionen 
bei allen Transformationen der Rationalititsgruppe von P =O nur unter 
sich; ebenso transformieren sich bei allen Transformationen der Ratio- 
nalitéitsgruppe von P = 0 die Integrale 


Yi+1» Viger" * *Yi+i 
nur unter sich; denn diese geniigen einer irreduziblen linearen homogenen 
Didiswentislghciclung J,=0; u.s.w. Sind 6,,, G,,---G,, die Ratio- 
nalititsgruppen von J, = 0, J, =0,---d,=0, so wird die Rationalitits- 
gruppe von P=0O die ohige Form conetneants G1, Gy, --- G,, sind 
ferner irreduzible Gruppen linearer homogener Substitutionen, denn 


J, = 0, J, =0,---J, = 0 sind irreduzible lineare homogene Differential- 
gleichungen. 


Umgekehrt, besitzt die lineare homogene Differentialgleichung P = 0 
Yi» Yor?’ * Yio Yi4ts Vigor’ Yinrign Yntiggts Yiringear’** 
Yi, igt s+ tig_y? Yin tint + iy_g $0? sion Yi, tints +i, 

als Elemente eines Fundamentalsystemes und transformieren sich y, , Y.,---¥;, 
nur unter sich vermége der irreduziblen Gruppe G,, j,41) Yi,499°' Yi+in 
nur unter sich vermége der irreduziblen Gruppe @,,, u. s. w., schlieBlich 
Yate tip gti? Yatittipte? Yates, DU unter sich vermiége 
der irreduziblen Gruppe &,,, besitzt also in 6 eine Rationalitiitsgruppe 
der oben angegebenen em, so kann man nach den im § 1 angefiihrten 
Ergebnissen vou Herrn Beke oan irreduzible lineare homogene Differential- 
gleichung J, = 0 mit der Rationalitiitsgruppe ©,, und den ersten ¢, Inte- 
gralen, ebenso eine irreduzible lineare homogene Differentialgleichung 
J, =0 mit der Rationalititsgruppe @,, und den Integralen Yin419 Yig29"" 
‘Yi, 4i,9 WU. 8S. W., SchlieBlich eine irreduzible lineare homogene Differential- 
gleichung J, = 0 mit der Rationalititsgruppe ©, und den ¢, Integralen 
Yin ting tigen $1? Yanting-- tig 42? Yating ti, finden. P ist also kleinstes 
gemeinsames Vielfaches von dj, J, ---d,. 

Zu der in diesem Paragraphen charakterisierten Gattung von Dif- 
ferentialgleichungen gehéren die algebraisch integrierbaren, d. h. diejenigen, 
deren Integrale algebraische Funktionen der Variablen sind. Es gilt 
folgender Satz: 

Fiir eine jede algebraisch integrierbare lineare homogene Differential- 
gleichung kann man stets wenigstens ein derartiges Fundamentalsystem von 
Integralen finden, daB ein jedes Element dieses Fundamentalsystemes Integral 
einer irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichung ist. 

Mit anderen Worten: Die linke Seite einer jeden reduziblen algebraisch 
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integrierbaren linearen homogenen Differentialgleichung ist das kleinste gemein- 
same Vielfache irreduzibler linearer homogener Differentialausdriicke . 

Der Beweis beruht auf folgendem: Die Rationalititsgruppe einer 
jeden algebraisch integrierbaren linearen homogenen Differentialgleichung 
ist eine endliche Gruppe; ist die vorgelegte Differentialgleichung reduzibel, 
so kann nach dem im §1 zitierten Bekeschen Satze die Rationalitits- 
gruppe stets in eine solche Form gebracht werden, daB in simtlichen 
Substitutionen ein Koeffizient, der nicht im der Hauptdiagonale steht, 
durchgehend Null ist. Herr Maschke*) hat nun den folgenden Satz be- 
wiesen: 

Jede endliche Gruppe, in deren simtlichen Substitutionen ein nicht 
in der Hauptdiagonale stehender Koeffizient durchgehend Null ist, liBt 
sich in eine Anzahl von Systemen derartig zerlegen, daB sich die Variablen 
eines und desselben Systems nur unter sich substituieren. Mithin hat 
die Rationalitatsgruppe einer jeden reduziblen algebraisch integrierbaren 
linearen homogenen Differentialgleichung die Form, wie sie der Satz auf 
Seite 582 verlangt. Die vorgelegte Differentialgleichung gehért also zu 
der betrachteten Gattung. 

Es braucht wohl nicht besonders betont zu werden, daB nicht jede 
lineare homogene Differentialgleichung zu der in diesem Paragraphen 
charakterisierten Gattung von Gleichungen gehért, z. B. gehdren die durch 
Quadraturen lésbaren linearen hcmogenen Differentialgleichungen, deren 
Rationalitatsgruppe integrabel ist, im allgemeinen nicht zu den in diesem 
Paragraphen untersuchten Gleichungen; dies ergibt sich aus der Form der 
Rationalitatsgruppe. 

Freiburg i. Br., Marz 1902. 


*) H. Maschke, Beweis des Satzes, daB diejenigen endlichen linearen Substi- 
tutionsgruppen, in welchen einige durchgehend verschwindende Koeffizienten auftreten, 
intransitiv sind. Math. Annalen, Bd. 52, 8S. 363. 
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Zur Integration partieller Differentialgleichungen. 


Von 


Kart Bornm in Heidelberg. 


Einleitung. 


In dem von Cauchy begriindeten Calcul des limites besitzt die Theorie 
der Differentialgleichungen diejenige Methode, welche unseren funktionen- 
theoretischen Anschauungen am vollkommensten entspricht; denn Cauchys 
Theoreme geben nicht nur die Uberzeugung von der Existenz der Integrale, 
sondern liefern auch analytische Ausdriicke fiir diese, und die moderne 
Analysis, unter dem EinfluB von Méray und WeierstraB, neigt sich immer 
mehr der Auffassung zu, welche in dem analytischen Ausdruck nicht eine 
Eigenschaft, sondern das Wesen des Begriffes ,,.Funktion“ erblickt*). 

Was nun die Theorie der partiellen Differentialgleichungen im beson- 
deren angeht, so ist dieselbe nach der bezeichneten Richtung hin wihrend 
eines halben Jahrhunderts kaum iiber die Anfinge hinausgekommen, welche 
ihr Cauchy gegeben hatte; wohl haben die Untersuchungen des letzteren 
in der beriihmten Abhandlung der Frau von Kowalevsky diejenige Fassung 
erhalten, in welcher sie klassisch geworden sind, aber weder diese Ab- 
handlung noch die iibrigen, nicht zahlreichen, Arbeiten jener Epoche, 
welche sich mit dem Calcul des limites befaBten, haben die Theorie dem 
Inhalte nach wesentlich weiter gefiihrt. Die Ursache dieses Stillstandes 
darf wohl in dem Umstande erblickt werden, daB in dem gleichen Zeit- 
raum diejenige Behandlungsweise der partiellen Differentialgleichungen, 
deren Ziel die Reduktion auf gewéhnliche Differentialsysteme bildet, das 
allgemeine Interesse absorbierte. 

Erst um das Jahr 1890 begannen franzésische Mathematiker, unter 
Fiihrung des Herrn Méray, das allgemeine Problem der Theorie erfolgreich 


*) DaB bei Cauchy selbst die Methode des Calcul des limites keineswegs dieser 
modernen Anschauung entsprang, zeigen die interessanten Ausfiihrungen des Herrn 
Méray (Legons nouvelles sur l'analyse infinitésimale, premitre partie, préface 
pp. X (note 3), XXII). 
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nach den Prinzipien des Calcul des limites zu behandeln, welcher von 
Cauchy nur auf besondere Klassen partieller Differentialsysteme angewandt 
worden war. Im Jahre 1893 gelang es Herrn Riquier, die erste wahr- 
haft allgemeine Lésung zu liefern. 

Aber auch nach diesem groBen Fortschritt behalten die Untersuchungen 
von Cauchy und Frau von Kowalevsky einen nicht blo historischen 
Wert; denn einerseits erfordert das in keinem Falle versagende Verfahren 
nicht nur in seiner allgemeinen Darstellung, sondern auch hiaufig in der 
Anwendung auf den einzelnen Fall umstindliche Operationen und beseitigt 
daher nicht das Bediirfnis nach solchen Kriterien, welche fiir besondere 
Klassen von partiellen Differentialsystemen die Existenz und den Charakter 
der Integrale unmittelbar erkennen lassen; andrerseits laBt sich, wie Herr 
Delassus im Anschlu8 an Herrn Tresse gezeigt hat, das allgemeinste Dif- 
ferentialsystem selbst in der Weise behandeln, dab man es auf eine Reihe 
Kowalevskyscher Systeme reduziert. 

In der Abhandlung der Frau von Kowalevsky wird die Existenz 
regulirer Integrale fiir Differentialsysteme, welche ebensoviele Gleichungen 
als unbekannte Funktionen enthalten, zunaichst unter zwei Voraussetzungen 
nachgewiesen: 

1) es miissen gewisse Differentialquotienten héchster Ordnung in dem 
System tatsiichlich vorkommen, 

2) das Differentialsystem mu8 sich nach jenen Differentialquotienten 
auflésen lassen. 

Die erste Annahme betrifft lediglich die Eigenart der Differential- 
gleichungen; die zweite ‘beschrinkt auch die Wahl der Anfangswerte. 
Die Giiltigkeit der unter diesen Voraussetzungen gewonnenen Resultate 
wird alsdann auf allgemeinere Klassen von Differentialsystemen ausgedehnt, 
welchen durch lineare Transformation der unabhingigen Variablen die 
soeben charakterisierte ,normale Form“ erteilt werden kann. 

Bei dieser Behandlungsweise erscheinen die in den Integralen auf- 
tretenden willkiirlichen Funktionen als Funktionen linearer Kombinationen 
der unabhingigen Variablen; die Frage, welche Bestimmungsstiicke der 
Integrale als Funktionen der unabhiingigen Variablen selbst gegeben 
werden diirfen, bleibt ungelést; und doch ist gerade ihre Beantwortung 
interessant und fiir die Anwendungen von Bedeutung. Ein Verfahren, 
welches, ohne die Untersuchung zu komplizieren, jene Transformation der 
unabhiangigen Variablen vermeidet, wird also nicht nur methodisch als 
eine Verbesserung bezeichnet werden diirfen, sondern auch einen tieferen 
Kinblick in die Natur der Integrale gestatten. 

Mit dem formalen Teil einer auf dieses Ziel gerichteten Untersuchung 
hat sich meine im Jahre 1900 bei Teubner gedruckte Schrift. ,,Zur 
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Integration partieller Differentialsysteme“ beschiiftigt. Dieselbe soll nun- 
mehr durch die Beweise fiir die Konvergenz der in ihr hypothetisch an- 
gesetzten Reihen ergiinzt und gerechtfertigt werden. 

In der vorliegenden ersten Arbeit behandle ich den Fall einer einzigen 
Differentialgleichung zur Bestimmung einer einzigen unbekannten Funktion; 
um die genannte Schrift nicht als bekannt voraussetzen zu miissen, habe 
ich diejenigen Teile derselben, welche sich auf unser Problem beziehen, in 
etwas verinderter Form dem Konvergenzbeweise vorangestellt. 


I. Formulierung des Problems, 


Um die Funktion z der unabhingigen komplexen Variablen 2, , 7,,---,2, 
als Potenzreihe in der Umgebung der Anfangswerte 2°, 28,---, 2° zu be- 
stimmen, sei uns die partielle Differentialgleichung v** Ordnung 


(1) f(#, — 21, Ly— Xo) ++ *,L,— 2s B85 5M, By — hanes Ba? YO 
(6, +---+8,=B; B=1,2,---,) 


vorgelegt. Die linke Seite von (1) sei selbst eine Potenzreihe der durch 
die Bezeichnung angedeuteten Argumente, ohne konstantes Glied, kon- 
vergent in einem System von Kreisen mit den Mittelpunkten 

(2) Oe A a a 

dabei ist allgemein 


oF 2 a? 
(3) gogo th..«s tae ta Se 
Ox, +++ 0a," ‘ Ox, ” eal a, =20 » 








gesetzt worden. Fiir die Differentialquotienten v*" und héherer Ordnung 
werden wir vielfach noch eine zweite Art der Bezeichnung verwenden, 
indem wir setzen 

&z 
(4) eat ane a a = [015 °+ + Onl: 

Dadurch daS wir die Potenzreihe f ohne konstantes Glied einfiihrten, 
haben wir von vornherein unsere Betrachtung von dem algebraischen 
Problem losgelést, welches im allgemeinen mit jedem Differentialproblem 
verkniipft ist und darin besteht, einen der Anfangswerte (2) als Funktion 
der tibrigen so zu bestimmen, daB die vorgelegte Differentialgleichung 
erfiillt wird, wenn ihren Argumenten eben diese Anfangswerte erteilt 
werden. 
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Es sei nun 
(@,— af)" (# — 28) (%, — “ny" 
(6) _ ( — j il 


«,! a! a! 





eine Potenzreihe, welche in einem System von Kreisen mit den Mittel- 
punkten 2°, 22, ---, x konvergiert; in denselben Bereichen wie die Reihe 
(5) konvergieren ihre simtlichen Ableitungen. Bilden wir diejenigen Ab- 
leitungen, durch welche die in der Funktion f vorkommenden Differential- 
quotienten dargestellt werden, und setzen sie in diese Funktion ein, so 
geht dieselbe in eine zusammengesetzte Funktion (fonction composée) von 
X14, %_,°++,%, tiber, welche als Potenzreihe der Argumente x,—2,---,7,—2® 
wieder in einem System von Kreisen mit nicht verschwindenden Radien 
konvergieren mub*); hat diese Potenzreihe den konstanten Wert Null, 
was nur méglich ist, wenn ihre Koeffizienten identisch verschwinden, so 
ist die Reihe (5) ein Integral unserer Differentialgleichung (1) wie wir es 
suchen. Die Koeffizienten, deren Verschwinden gefordert werden muB, 
sind — von Zahlenfaktoren abgesehen — die Anfangswerte der Differential- 
quotienten unserer Funktion f, wenn wir diese als zusammengesetzte 
Funktion von 2,,2%,,---,%, betrachten; wir werden also diejenigen Rela- 
tionen, welche zwischen den Koeffizienten™) A, ...«, der integrieren- 
den Potenzreihe bestehen miissen, erhalten kénnen, indem wir die vor- 
gelegte Differentialgleichung (1) auf alle méglichen Arten nach den 
unabhiingigen Variablen differentiieren und alsdann die Anfangswerie (2) 
in die so erhaltenen Differentialgleichungen einfiihren; hierdurch gehen 
diese iiber in Relationen zwischen den Anfangswerten der héheren Dif- 
ferentialquotienten von z, welches eben die Koeffizienten**) der Reihe 
(5) sind. 

Die aus (1) abgeleiteten Differentialgleichungen gruppieren wir in 
eine Reihe von Differentialsystemen . 
(6) 2’, > ae Z',--- 
indem wir jeweils diejenigen unter ihnen, welche von gleicher Ordnung v + 4 
sind, zu einem System 2* zusammenfassen. Das System 2%? besteht aus 


(7) o _ %-(n-+1)---(m-+4—1) 


{= OS 


oe ae 


*) Nach einem Satze aus der Theorie der Potenzreihen, dessen Beweis z. B. 
bei C. Jordan (Cours d’Analyse, t. I 2° éd. Paris 1893, numéro 359; pages 340) zu 
finden ist. 

**) Wir verstehen hier und im folgenden éfters unter dem ,,Koeffizienten“ eines 
Gliedes in einer Taylorschen Reihe den Wert des entsprechenden Differentialquotienten 
fiir die Anfangswerte der Variablen, also in der Reihe (5) die GréBen Ag, ,a,,---,«, 


Aa, Gg y** yy 


und nicht etwa 


a! a! cee a! 





bes ©, TR off 
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Differentialgleichungen. Die héchsten in diesen auftretenden partiellen 
Differentialquotienten von z sind von der Ordnung v-+ 4; ihre Anzahl ist 


_ n-(n+1)---(n+’4+9—1) 
"ity = ——T.9...a-p9) ¥ 





wenn simtliche Differentialquotienten v* Ordnung in der Gleichung (1) 
tatsichlich vorkommen; in allen anderen Fillén aber kleiner als 2, , ;. 

Es erheben sich nun zuniichst die beiden Fragen: 

1) Ist es méglich, die Beziehungen zu befriedigen, welche durch die 
fiir die Anfangswerte (2) zu bildenden Gleichungssysteme (6) zwischen 
den oo” Koeffizienten der hypothetisch angenommenen Entwicklung der 
Funktion z festgelegt sind? 

2) Wenn eine solche Bestimmung miglich ist, welches sind die 
willkiirlich bleibenden Elemente? 

Die Beantwortung dieser Fragen bildet den formalen Teil der Unter- 
suchung, welchem der folgende Abschnitt gewidmet ist. Da aber unsere 
ganze Uberlegung auf der Voraussetzung beruht, daB die Reihe (5) in 
gewissen Bereichen konvergiere, so mu® diese Eigenschaft nachtriiglich 
fiir die nach den gegebenen Vorschriften konstruierte Reihe nachgewiesen 
werden. Dieser Konvergenzbeweis, welcher den Gegenstand des dritten 
Abschnitts ausmacht, gibt dem vorhergehenden allererst seine Berechtigung 
und bildet somit den Kernpunkt der ganzen Untersuchung. 


II. Formaler Teil der Untersuchung: Konstruktion des 
hypothetischen Integrals. 


1. Definition des ,ausgezeichneten Differentialquotienten“. 


Bilden wir die Ableitung der Funktion f nach einem in ihr auf- 
tretenden Differentialquotienten héchster, also v** Ordnung, so ist es 
méglich, daB dieselbe fiir das unserer Untersuchung zum Grunde gelegte 
System der Anfangswerte (2) verschwindet; alsdann wollen wir sagen, 
dieses Wertesystem bezeichne ,eine im Bezichung auf den betreffenden 
Differentialquotienten singuldre Stelle“ der vorgelegten Differentialgleichung; 
»schlechthin singuliér“ aber heiBe eine in Beziehung auf simtliche Differen- 
tialquotienten héchster Ordnung singulire Stelle. Wir werden solche 
schlechthin singulire Stellen von unserer Betrachtung ausschlieBen, also 
annehmen, daB unter jenen Ableitungen der Funktion f mindestens eine 
an der betrachteten Stelle von Null verschieden sei. Die in (1) auf- 
tretenden Differentialquotienten v** Ordnung teilen wir alsdann in zwei 
Klassen ein, deren Reprisentanten typisch mit 


[6,, ae 6,,| oder [z,, ae a T»| 
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bezeichnet werden sollen, jenachdem fiir das gewihlte System der Anfangs- 
werte (2) 

of of ms 
ist. Fiir einen Differentialquotienten vom Typus [6¢,,---, 6,] mége das 
Zeichen [6,,-+-, 6,] gewahlt werden, wenn er gegeniiber jedem beliebigen 
anderen Differentialquotienten [(6,),---, (6,)] vom gleichen Typus durch 
die Eigenschaft sich auszeichnet, daB in der Reihe der Differenzen 


G, — (6,), 6 — (63), ---, 6, — (4,) 
die erste nicht verschwindende stets eine positive Zahl ist, mit anderen 
Worten: daB immer 
G, = (6,), 6, = (63), +++, G1 = (G1), % > (G) 
ist, wobei hk eine der Zahlen 1, 2,---,»— 1 bedeutet. 

DaB es unter allen Umstiinden solche Differentialquotienten, fiir welche 
wir die Benennung ,,ausgezeichnete Differentialquotienten“ einfiihren wollen, 
gibt, ist leicht einzusehen. Man greife unter den unabhiingigen Variablen 
eine heraus, welche xz, genannt werden midge, und von der nichts weiter 
verlangt wird, als daB sie bei mindestens einem unter den wirklich vor- 
kommenden Differentialquotienten v** Ordnung als Differentiationsvariable 
figuriert, d. h. daB nicht alle Zahlen 6, gleich Null sind. 6, sei der 
gréBte unter den Werten von o,; gehért zu diesem nur eine Ableitung 
v** Ordnung, so geniigt dieselbe bereits unseren Anspriichen; sind aber 
mehrere solcher Ableitungen vorhanden, so bevorzugen wir wiederum 
eine unter den unabhingigen Variablen z,,---, x,, fiir welche nicht alle 
6 gleich Null sind, z. B. 2, und suchen unter den zu 6, gehérigen Ab- 
leitungen diejenige heraus, fiir welche 6, den gréBten Wert 6, hat. So 
fahren wir fort, bis wir auf ein 6, stoBen, zu welchem nur ein einziger 
in der vorgelegten Differentialgleichung auftretender Differentialquotient 
v* Ordnung gehért. Dieser Fall mu spiitestens bei der vorletzten aus 
der Reihe der Zahlen 6 eintreten, da die Summe aller o fiir die ver- 
glichenen Ableitungen immer dieselbe, namlich gleich » sein mub. Die 
Zahl k ist offenbar die gréBte unter den oben mit h bezeichneten Indices 
und soll ,die den ausgezeichneten Differentialquotienten charakterisirende 
Zahi“ genannt werden; sie gibt an, wie viele von den unabhingigen 
Variablen in ihrer Reihenfolge bestimmt werden miissen, um den aus- 
gezeichneten Differentialquotienten zu definieren; diese Reihenfolge ist — 
einmal gewahlt — fiir die ganze Untersuchung festzuhalten; von vornherein 
hingt es von unserer Willkiir ab, welche Variablen wir als erste, zweite, 
u. s. f. betrachten. Daher wird das angegebene Verfahren im allgemeinen 
mehrere ausgezeichnete Differentialquotienten auffinden lassen, deren jeder 
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eine gewisse Reihenfolge der unabhiingigen Variablen zur Voraussetzung 
hat. Unter Umstiinden kann ein und derselbe Differentialquotient mehr- 
mals gefunden werden und alsdann, den verschiedenen Anordnungen der 
Variablen entsprechend, durch verschiedene Zahlen k& charakterisiert sein. 


. - dem Typus [6,,---, 6, 
0x; 


an, so ist er stets ein ausgezeichneter Differentialquotient mit der charakte- 
risierenden Zahl 1; denn wir haben alsdann nur die betreffende Variable 
x; als erste zu betrachten, wihrend die Reihenfolge der iibrigen » — 1 
Variablen bedeutungslos ist. 

Ich erwihne noch das in meiner Habilitationsschrift (S. 19) ausfiihr- 
lich behandelte Beispiel, fiir welches y= 3, »=3 war und der Typus 
[6,, 6,, 6,] die sechs Differentialquotienten 


[300], [210], [201], [120], [111], [021] 


umfaBte. Unter diesen fanden sich bei verschiedener Anordnung der 
Variablen vier ausgezeichnete Differentialquotienten 
[300], [120], [021], [201]; 

als charakterisierende Zahl & erhielten wir fiir den ersten unter ihnen die 
Zahl 1, fiir die tibrigen die Zahl 2. Der Differentialquotient [021] erwies 
sich sowohl bei der Anordnung 2,, 2, 2, als auch bei der Anordnung 
Ly, %, X, als ausgezeichnet. 

Eine graphische Darstellung, welche fiir » = 2 und » =3 dem Be- 
griff des ausgezeichneten Differentialquotienten eine anschauliche Bedeutung 
gab, findet man gleichfalls in der erwahnten Arbeit (S. 23—26). 





Gehért einer der n Differentialquotienten 


2. Diskussion einer gewissen Funktionaldeterminante. 


Es soll nun gezeigt werden, in welcher Weise der soeben definierte 
und durch Beispiele erliiuterte Begriff fiir die Lésung unseres Differential- 
problems nutzbar gemacht werden kann. 

Fiihren wir fiir die Ableitungen der linken Seite unserer Differential- 
gleichung die Bezeichnungsweise 


of 
8 pa = fA Ia thdg ted) 
( ) i dae dn," -- dain ( 1 2 





ein, so ist & dae eine lineare Funktion der Differentialquotienten 
[6,+4,,--+,6,+4,] und [t,+4,,---,t, +4], 
und zwar ist 


9 Off, +n pill he _ of e — = of —e 
( ) O[ +4, 1-36, +2, x O[%5°-+»6,]” O(a tas ott] Olt» +++ ta] 
32° 
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Die Anzahl der Ableitungen 4** Ordnung ist oben mit , bezeichnet 
worden. Nun behaupten wir: © : 

Die nach den n, Ableitungen 2” Ordnung eines ausgezeichneten Dif- 
ferentialquotienten genommene Funktionaldeterminante der n, Funktionen (8), 
welche offenbar keine anderen variablen Grijfien enthdlt als die vorgelegte 
Differentialgleichung, nimmt einen von Null verschiedenen Wert an, wenn 
jenen Gropen die Anfangswerte (2) erteilt werden. 

Zum Beweise bringen wir die Kombinationen {4,,---, 4,} und da- 
durch auch die Funktionen ae an in eine gewisse Reihenfolge, indem 
wir folgendes festsetzen: In der aufzustellenden Reihe soll die Funktion 


a as) al 
fy...» der Funktion f/,, ,,, vorangehen, wenn entweder 
Ay dn aT, +5 an ? 


A> ay 
oder 

Ai = Ai, 4g > Ag 
oder 


ak, =a, > H 

oder schlieBlich 

a ee ae Se 
ist, wahrend fiir 

i = Mi, We = Mg, Ahn = aa, Maat 
die Reihenfolge der beiden Funktionen (welche sich nur durch die Werte 
der Zahlen 4,,,,-°-°:, 4, unterscheiden) willkiirlich angenommen werden 
darf. Alsdann erscheint der Differentialquotient [6,-+ 4,,---, ¢,+4,]| als 
Ableitung eines Differentialquotienten vom Typus'|6,,---,6,] in der 
Funktion f 
ihr vorangehen, niemals aber in einer der nachfolgenden. Dann da zwei 
Kombinationen {4,,---, 4),} und {4),---, 4} stets verschieden sind, so 
kann der Differentialquotient [6,+,,---,6,-+4,]| nur dann in einer von 


und eventuell auch in denjenigen Funktionen f*, welche 


fi, ail verschiedenen Funktion G. als Ableitung eines Differential- 


*» (An) 
quotienten [(6,),---,(6,)] auftreten, wenn 
G, + Ay = (6) + (Ay), Ge + Ay = (Gy) + (Ag), ++ +) G+ Ay = (G,) + (Ay) 
ist, wo die eingeklammerten 6 wieder die auf S. 590 angegebene Bedeutung 

haben. Nun waren die Zahlen 6,,---, 6, so gewahlt, daB jedenfalls 
G, = (0,), G = (62), +++, G_1 =(G_1), & > (4) 
ist, wo h eine der Zahlen 1,2,---,k bezeichnet. Folglich mub 
(4) =A,, (dg) = day -**y (Aya) = Ageas (An) > An 
sein; bei der oben festgesetzten Anordnung der Funktionen f* nimmt 


also a eine friihere Stelle ein als es ,,' Allerdings kann der 





\- 


n 


n 
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Differentialquotient [6,-+ 4,,---,6,-+4,] auch in den Funktionen fi, cnitl 
vorkommen, welche der Funktion E mem nachfolgen; in diesen aber tritt 
er auf als Ableitung eines der Differentialquotienten [1,,---, 7,], fiir 
welche das Wertesystem (2) eine singuliire Stelle definiert; wir haben 
daher vermige (9) 


aga a 
7 oe a Meats Of ss ee 
O[6, +4,,°-+, 6,+4,] O[ty + ays + ++ t+ A) O[ty5°**» Fp)? 


Jetzt werde die Funktionaldeterminante 





; ee (Ay, Agy*+*) Aq= A, 2,+++, a) 
- O[6, Fay s+ +s G_ + yl | (Ay +g +--+ +4, =A) 

in der Weise gebildet, daB in einer Zeile die Ableitungen derselben 
Funktion a ,, nach den n, Differentialquotienten [6,+ 4,,---,6,+4,], 
in einer Kolumne aber die Ableitungen samtlicher Funktionen i 





me 
nach einem und demselben Differentialquotienten [6,+ 4,,---, 6,+4,] 
stehen; und zwar sei fiir die Anordnung sowohl der Zeilen als der 
Kolumnen die oben bezeichnete Reihenfolge der Kombinationen {4,,---,A,} 
maBgebend. Alsdann tritt in der von links oben nach rechts unten ver- 
laufenden Diagonalreihe vermége (9) die Ableitung 


— a 

O[61,-*+, GF] 
n,-mal anf. Die iiber der Diagonalen stehenden Elemente unserer Deter- 
minante werden entweder einer Ableitung von f nach einem Differential- 
quotienten v*' Ordnung gleich sein oder verschwinden. An allen unterhalb 
der Diagonalen liegenden Stellen treffen wir entweder Nullen an oder 
erste Ableitungen der Funktion f nach den Differentialquotienten vom 
Typus [t,,---, t,]; derartige Ableitungen verschwinden aber fiir die An- 
fangswerte (2) nach Voraussetzung. Daher sind jedenfalls siimtliche unter 
der Diagonalen liegenden Stellen mit Nullen auszufiillen, wenn die Funk- 
tionaldeterminante (10) fiir jene Anfangswerte gebildet wird, und ihr 
Wert ist alsdann gleich dem Produkte der Diagonalglieder, also gleich 


der Potenz 
(75—s,) 
e[6,, ee 6, 


Damit ist unsere Behauptung bewiesen, da die Ableitung AG of 
1 


=———— an 
ee 
der durch (2) definierten Stelle nicht verschwinden darf. 
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3. Auflésungsschema fiir. die Gleichungssysteme &’, X”,---. 


Das System 2? der », Gleichungen 
(11) i. =, (A, +++: +4, =A) 
welche durch 4d-fache Differentiation aus der vorgelegten Differentialglei- 
chung abgeleitet sind, kann, wie das Verhalten der oben betrachteten 
Funktionaldeterminante zeigt, nach den 2°" Ableitungen jedes ausgezeich- 
neten Differentialquotienten [6,,---, 6,] aufgelést, also durch ein iqui- 
valentes System der Form 


(12) [i +4,--y 6,44) = 9), 2, (A, +---+4,=4) 


ersetzt werden; die Funktionen %:, ...,4, Sind in Beziehung auf alle Differen- 


tialquotienten, deren Ordnung die Zahl v iibersteigt, ganze Funktionen 
endlichen Grades, und zwar lineare Funktionen der Differentialquotienten 
(v+)** Ordnung; ihre Koeffizienten aber sind, in Beziehung auf die 
unabhiingigen Variablen, die unbekannte Funktion z und deren Differen- 
tialquotienten bis zur v*" Ordnung, im allgemeinen unendliche Potenzreihen, 
welche in einer gewissen Umgebung der Anfangswerte (2) konvergieren. 

Wir bilden die Differentialsysteme =’, 2”,--- deshalb, weil sie uns 
die Relationen liefern, welche zwischen den Anfangswerten der Differential- 
quotienten von z, den Koeffizienten des hypothetisch angesetzten Integrals, 
bestehen miissen. In Hinsicht auf diese folgt nun aus der durch (12) 
dargestellten Eigenschaft der folgende Satz: 

Wenn fiir die Argumente der Differentialgleichung (1) die Amnfangs- 
werte (2) vorgeschrieben sind, so sind die Anfangswerte der hiheren Differen- 
tialquotienten von z durch die Gleichungssysteme (11) nur zum Teil bestimmt. 
Fiir alle Differentialquotienten, welche nicht mit einer Ableitung des aus- 
gezeichneten Differentialquotienten zusammenfallen, diirfen jene Werte will- 
kiirlich festgesetzt werden; die <Anfangswerte [6, + 4,,--+, 6,+4,|, der 
Differentialquotienten, welche die linken Seiten der Gleichungssysteme (12) 
bilden (fiir 4=1,2,---), stellen sich vermige dieser als bestimmte Funk- 
tionen jener willkiirlichen Konstanten dar. 

Handelt es sich bloB darum diese Funktionen zu bestimmen, so ge- 
staltet sich die Auflésung des — nunmehr fiir die Anfangswerte ge- 
bildeten — Systems (11) besonders einfach; denn es verschwinden alsdann 
aus seinen Gleichungen alle diejenigen Posten, welche der 4-fachen Ab- 
leitung eines Differentialquotienten vom Typus [t,, ---, 7, ihre Entstehung 
verdanken, weil sie mit einem fiir die Anfangswerte (2) verschwindenden 


Koeffizienten - behaftet sind. 
élt,, Al 
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Wir nehmen an, daB die Anfangswerte der Differentialquotienten bis 
zur (v-+4—1)*" Ordnung bereits fixiert seien, und bezeichnen die mit 
diesen Anfangswerten gebildeten Funktionen a 2, mm eimer den Vor- 
schriften auf S. 592 entsprechenden Reihenfolge mit 


(13) rad fas afey 


die als Unbekannte fungierenden Anfangswerte [6, + 4,,--+,6, + a, in 
der Reihenfolge, welche durch die soeben benutzte Anordnung der Kombi- 
nationen {4,,:--,4,} gegeben ist, mit 


(14) Ss, S++, 8° 


19 “9° nm? 
dann enthialt die Funktion a die Unbekannte s, und nur diese, 


die Funktion f° _, die Unbekannte s? _, und méglicherweise s° 
ny njg—1 nj? 


allgemein: die Funktion f,, die Unbekannte s?), und méglicherweise 
| an en sis Sa : 
Es folgt dies aus der Beschaffenheit der oben diskutierten Funktional- 
determinante. 
Wir haben also nur jede der Gleichungen 


(15) f=0, fp = 0, +++, ff) =0 


einzeln nach derjenigen Unbekannten aufzulésen, welche in der Anord- 
nung (14) dieselbe Stelle einnimmt wie die linke Seite der betreffenden 
Gleichung in der Anordnung (13), und alsdann das Resultat jeder Glei- 
chung, von der letzten anfangend, in die vorhergehenden einzutragen. 


4. Die willkiirlich bleibenden Sticke der Reihe (5). 


In der vorhergehenden Nummer haben wir gezeigt, daB die zwischen 
den Koeffizienten der Reihe (5) bestehenden Relationen in gewisser Weise 
befriedigt werden kénnen, und haben damit die erste der beiden die 
Reihenkonstruktion betreffenden Fragen (S. 589) in bejahendem Sinne 
beantwortet. 

In der zweiten Frage wird uns die Aufgabe gestellt, zu ermitteln, 
welche von den Koeffizienten willkiirlich gegeben werden diirfen. Dab 
die Antwort auf diese Frage keine viéllig bestimmte sein kann, ist von 
vornherein klar: denn wir haben zwar im vorhergehenden gezeigt, in 
welcher Weise die Gleichungen zwischen den Differentialquotienten von ¢ 
und somit auch die Gleichungen zwischen den Koeffizienten stets auf- 
gelést werden kénnen, Keineswegs aber ist das dort gegebene Schema 
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der Auflésung das einzig mégliche. Und selbst wenn wir die Auflésung 
in der angegebenen Weise vollziehen, werden wir noch die Wahl haben, 
welchem von den ausgezeichneten Differentialquotienten, deren im all- 
gemeinen mehrere existieren, wir den Vorzug geben wollen. Jedem dieser 
ausgezeichneten Differentialquotienten entspricht aber eine andere Gruppie- 
rung der willkiirlichen Elemente. Wir kénnen demnach allgemein nur 
sagen, daB jeweils », von den »,,, Koeffizienten 


es (@,++::+a,=v-+ A) 


als Funktionen der iibrigen ,,,— , bestimmt sind. 

Legen wir aber unser Auflésungsschema zum Grunde, so lassen sich 
die willkiirlich bleibenden Elemente in sehr iibersichtlicher Weise zusam- 
menfassen. 

Existiert nimlich fiir die Funktion z eine konvergente Reihenent- 
wicklung, wie wir sie oben angenommen haben, so ist auch jeder Dif- 
ferentialquotient von z in der gleichen Weise in eine Potenzreihe von 
n Variablen entwickelbar; setzen wir in einer solchen einzelne unter den 
Variablen ihren Anfangswerten gleich, so resultieren Potenzreihen von 
weniger als » Variablen, deren Koeffizienten einen Teil der in der ur- 
spriinglichen Reihe auftretenden Koeffizienten reprasentieren. Wir behaupten 
nun, da8 wir die willkiirlichen unter den Koeffizienten der Entwicklung (5) 
in der Weise festlegen kénnen, daB wir die Reihen vorschreiben, in welche 
die Funktion z und eine gewisse Anzahl ihrer Ableitungen entwickelbar 
sein sollen, wenn einzelne der unabhiingigen Variablen ihren Anfangs- 
werten gleich gesetzt werden. 

Ist [6,,---,6,] fiir die Stelle (2) ein ausgezeichneter Differential- 
quotient, so kénnen alle diejenigen Koeffizienten willkiirlich angenommen 
werden, welche nicht mit einem der 


As, Hayy +s Gytay 


(wobei 4,,---, 4, beliebige positive Zahlen oder Null bedeuten) zusammen- 
fallen; diese selbst aber sind durch jene bestimmt. Nun erkennt man 
leicht, daB die hiernach willkiirlich bleibenden Koeffizienten gerade die- 
jenigen sind, welche als Koeffizienten in den nachstehenden aus dem 
hypothetischen Integral abgeleiteten 6, + ----+ 6, =v Potenzreihen auf- 
treten, deren jede eine Funktion von »— 1 Variablen darstellt, nimlich 


(2) (52) i) 3 
7 )e, = 0°) Aa 2-2 i, —1 ’ 
Ox, CE td Pe 


2% =2,° 


es) (Fase) (San) 
aa ? a i + re PE Tez ) 
) ah 6. oO fq—-1 
OX} Jean \OxTOx:], 29 Oxf! 0x3?) 2, = 2° 
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fe 
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n 
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allgemein: 
gat +51, gute +o—14tt, 
(16) 2 O1 3 Gj—1 ? a Hh 4 Si—1 5 Kt 
Ty Oks 4 Japaed \O%y OU OX; J x= 29 
Gi ++*++5;_4+G,-1 
of é ila. ) *) 
ON Gj-1 6.-1 ? 
Ox, ++ Ox; On;' xj=2! 


Wenn allerdings, wie oben (Abschnitt I) geschehen ist, die Anfangs- 
werte (2) von. vornherein gegeben sind, so ist hierdurch eine endliche 
Anzahl von den soeben als willkiirlich bezeichneten Koeffizienten bereits 
festgelegt. Wir lenken die Aufmerksamkeit auf die hieraus sich ergebende 
leichte Einschrankung, da dieselbe stillschweigend gemacht ist bei der 
Formulierung des folgenden Satzes, welcher die Resultate nicht nur dieser 
Nummer sondern des ganzen zweiten Abschnittes zusammenfaBt: 

Schreiben wir 6,+ 6,+---+6,=v reguldre Potenzreihen von je 
n — 1 Variablen, und zwar: 


6, Entwicklungen $B, te nach Potenzen von 

dy — 23, Wy — XR, °**)X_— HX), 
6, Entwicklungen , Br, PO, nach Potenzen von 

a, — 2h, Wy — 8, °* +, Ly, — Hh, 


allgemein 6; Entwicklungen 
(i) gai) (i) 
(17) te - yo Bes 
nach Potenzen von x, — X},+++, %j-1 — 1, Vi41 — WP41,+++) Hn — HR 


willkiirlich vor und verlangen, dap fiir i= 1, 2,---, die Funktionen (16) 
beziehungsweise den Potenzreihen (17) gleich werden, so bestimmt diese 
Forderung zusammen mit der Differentialgleichung (1) eine Entwicklung der 
Form (5), in welcher siimtliche Koeffizienten eindeutig bestimmt sind. 


Ill. Beweis fiir die Konvergenz der angesetzten Reihe. 


Als Ziel dieses Abschnittes laBt sich, in unmittelbarem AnschluB an 
den zuletzt ausgesprochenen Satz, der Beweis der folgenden Behauptung 
bezeichnen: 

Wenn die Potenzreihe (5) nach den Vorschriften des zweiten Abschnittes 
formaliter konstruiert ist, so wird ihre Konvergenz in gewissen Bereichen 
zu einer unmittelbaren Konsequenz der Voraussetzung, da die v als Anfangs- 





*) Sind einige der partiellen Ordnungszahlen 6,,---,6, gleich Null, so sind in 
dem oben gegebenen Satz von Potenzreihen diejenigen Zeilen wegzulassen, welche 
mit den verschwindenden Ordnungszahlen gleiche Indices haben. 








~. 
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bedingungen gegebenen Potenzreihen (17) selbst im der Umgebung der 
Anfangswerte ihrer Variablen ‘konvergieren. 

Dem zu fiihrenden Beweise voran stellen wir die Definition eines 
Begriffes, welchen — dem Inhalte nach — Cauchy in die Analysis ein- 
gefiihrt hat, wodurch er eben zum Begriinder unserer Theorie wurde: 

Wenn die beiden nach ganzen Potenzen von 2, — 2°,---, x, — 2x® 
fortschreitenden Reihen m und ® in einem System von Kreisen mit den 
Mittelpunkten 2°,---,2° konvergieren, wenn auBerdem die samtlichen 
Koeffizienten der Potenzreihe ® reell, positiv und gréBer als die absoluten 
Betrige der entsprechenden Koeffizienten von g sind, so heiBe ® eine 
Majorante*) der Funktion p im Beziehung auf die Anfangswerte 2°,---, x 

Die » Differentialgleichungen (v + 1)** Coteaty, welche durch ein- 
malige Ableitung der Gleichung (1) nach z,,---, 2,,---, x, erhalten werden 
und nach der von uns gewahlten Bezeichnungsweise das Differentialsystem 
=” bilden, haben die Form 





OH) Beth a—e FDP aeg Worry e+ 1,---,6,] 
“+ On=¥ 
+ 2%. sty Ube HH Ly TQ], 
Bt +tn=¥ 
(é — 1, 2,° 77,” n) 
wenn zur Abkiirzung 
of oz att, 
= ie + 7 + a a a@ 
Es " ™ +S ag OPa,,.. 72m Pe ant 


‘Lae saal 
O[6,,-- +>) , 
(@,+++-+e,—o=1,2,----y—1) 
- — a a 
ae O[6;,- : “5 6y| latex roe 6,] 
ee Aa ket 
@yz,,---,t, = O[ty,-- +> Tl Peweyertt ’ 
gesetzt wird. Die beiden Summen in (18) sind iiber diejenigen Indices 
6,,*-*,6, beziehungsweise t,,---, t, zu erstrecken, welche einen der 
in f auftretenden Differentialquotienten v‘* Ordnung von dem einen oder 
dem anderen Typus reprisentieren, mit Ausnahme des ausgezeichneten 





*) Der Name ,,Majorante“ ist die germanisierte Form, in welcher Herr Stickel 
die von Herrn Méray sehr gliicklich gewihlte franzisische Bezeichnung ,,fonction 
majorante“ fiir unsere Terminologie gewonnen hat (Jahrb. iib. d. Fortschr. d. Math. 
25, 593). 
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Differentialquotienten [6,,---, 6,]. Die Koeffizienten o', a5, \....4,) @2,,--.,t, 
sind Funktionen der unabhingigen Variablen, der unbekannten Funktion z 
und deren Differentialquotienten bis zur v*" Ordnung; und zwar regulire 
Potenzreihen in der Umgebung eines Systems von Anfangswerten, welches — 
soweit es sich auf die Argumente der Funktion f bezieht — mit (2) 
iibereinstimmt; die Koeffizienten der dritten Kategorie miissen fiir die 
Anfangswerte ihrer Argumente verschwinden, d. h. die Potenzreihen 
@7,,...,e, Giirfen keine konstanten Glieder besitzen; denn die Funktion 


@z,,-..,z, unterscheidet sich nur durch den Faktor — Boron ie 
| eee 


von der Funktion UR ey , welche fiir die Anfangswerte ihrer Argu- 


mente nach Voraussetzung verschwindet, wihrend fF __ far diese 


O[e,,--->%,] 
Anfangswerte von Null verschieden ist. 

Die urspriinglich vorgelegte Differentialgleichung (1) léBt sich nun 
vollkommen ersetzen*) durch das Differentialsystem (18) in Verbindung 
mit dem fiir die Argumente von (1) fixierten System der Anfangswerte (2). 

Es ist fiir uns vorteilhaft und nach dem vorhergehenden erlaubt, 
die im zweiten Abschnitt konstruierten, der Differentialgleichung (1) 
formaliter geniigenden Reihenentwicklungen als Integrale des Differential- 
systems (18) aufzufassen. 

Der Beweis fiir die Konvergenz jener Reihen wird erbracht sein, 
wenn es uns gelingt, folgendes zu zeigen: 

1) Es existiert ein Differentialsystem 


(19) [6,,°°+56;+ 1,+++,6,] = Q' + 9126, 0nL99°74 5+ 1,-++,6,] 


Ut: +On=¥ 


+ > = sta LBi9°°y Bt 1,-++,t,], 
E+ +=" 
(¢=1,2,---,m) 

*) Die Frage, in welchem Sinne die verschiedenen Formen eines Differential- 
systems unter einander als aquivalent betrachtet werden diirfen, ist neuerdings 
(Monatshefte f. Math. u. Phys. XII, S. 290) von Herrn Burkhardt zum Gegenstand 
einer lichtvollen Untersuchung gemacht worden, in welcher die verschiedenen Auf- 
fassungen. des Begriffes ,Aquivalenz sorgfiltig von einander geschieden werden. 
Die in der vorliegenden Arbeit durchaus festgehaltene Auffassung ist die ,,analytisch- 
funktionentheoretische und zwar beschriinkt auf die Betrachtung von Funktions- 
elementen. Die Giiltigkeit der im Texte statuierten Aquivalenz zwischen der Dif- 
ferentialgleichung (1) und dem Differentialsystem (18) kann daher zuniichst nur fiir 
solche Bereiche in Anspruch genommen werden, in welchen die linke Seite von (1) 
of 
ek 


konvergiert und auBerdem die Ableitung Oa, von Null verschieden ist. 
1) 
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welches sich von dem Differentialsystem (18) nur dadurch unterscheidet, 
daB die Potenzreihen @', @.,,....5,) @x,,--,r, “durch gewisse Majoranten 
ersetzt sind, und welches ein in der Umgebung der Anfangswerte 2°, ---,x° 
durch eine konvergente Potenzreihe darstellbares Integral Z besitzt. 

2) Diejenigen Koeffizienten dieser Potenzreihe, welche durch die 
Differentialgleichungen (19) nicht bestimmt sind, sind positiv und gréBer 
als die Moduln der entsprechenden willkiirlichen Koeffizienten des Integrals 
von (18), welche wir uns so gewihlt denken, daB die Potenzreihen (17) 
des zweiten Abschnittes in einer gewissen Umgebung der Anfangswerte 
konvergieren; mit anderen Worten: Die aus dem Integral Z von (19) 
abgeleiteten Funktionen 


/ Git-:-+6j-1, / At FG—1t1 

(20) e . = i ae ) 

Oo Oj-1 ? oH Oj-1 ? 
Ox, + 0%; aj=a? Ox, + OGY x; aj= 2? 


(- 
Oa," is 3 oat? oa 
(i= 1,2,---,m) 
sind Majoranten der entsprechenden fiir das hypothetische Integral z von 
(18) willkiirlich vorgeschriebenen Potenzreihen (17). 

Wenn niimlich diese beiden Bedingungen erfiillt sind, so werden — 
wie eine einfache Uberlegung zeigt — auch die iibrigen, mit Hilfe des 
Differentialsystems (19) zu berechnenden, Koeffizienten der Reihenent- 
wicklung Z, welche also mit den Anfangswerten der Differentialquotienten 
[6,+4,,---,6,+4,] zusammenfallen, simtlich positiv und gréBer als die 
absoluten Betriige der entsprechenden, aus (18) zu berechnenden Koef- 
fizienten der hypothetisch fiir z angesetzten Potenzreihe sein. 

Wir wollen dies zuniichst fiir die Anfangswerte der Differential- 
quotienten 
(21) [6,,°+*, 6,1, 6, + 1], LO, 5+, 6,_4 a 1, 6,]; a A +1, Cr 6,,| 
beweisen und zu diesem Zwecke die Gleichungen (18) einerseits, die 
Gleichungen (19) andererseits nach den Differentialquotienten (21) auf- 
lésen, nachdem wir dieselben fiir die Anfangswerte gebildet, also an Stelle 
der Potenzreihen @', @5,,...,0,) r,,--,7, in dem System (18), an Stelle der 
Potenzreihen Q', Q5,.....on) Qz,,--,r» in dem System (19) deren konstante 
Glieder gesetzt, an Stelle der Differentialquotienten [6,,---,6,+1,---, 6,] 
deren — fiir (18) aus (17), fiir (19) aus (20) sich ergebende — Anfangs- 
werte eingefiihrt haben. Die konstanten Glieder der Potenzreihen qzy, ....,1, 
sind nach Voraussetzung Null, die konstanten Glieder der Potenzreihen 
Q:,,--,e, Sollen von nun an gleich Null angenommen werden, was spiter 
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in der Wahl der Majoranten seine Bestiitigung finden wird. In beiden 
Gleichungssystemen fallen also fiir die Anfangswerte diejenigen Posten 
fort, welche der Ableitung eines Differentialquotienten vom Typus [r, ,---,7,] 
ihre Entstehung verdanken. Die Gleichungssysteme, in welche die Dif- 
ferentialsysteme (18) und (19) durch die angegebene Substitution tiber- 
gehen, werden wir im folgenden beziehungsweise als (18)) und (19) zitieren. 
Nun mégen die Gleichungen eines jeden dieser beiden Systeme in solcher 
Reihenfolge aufgeschrieben werden, daB zuerst die » —k zu den Werten 
n,n—1,-+--,k+1 des Index i gehirigen Gleichungen in beliebiger 
Anordnung, alsdann die iibrigen / Gleichungen in derjenigen Reihenfolge 
auftreten, in welcher der Index i nach einander die Werte k, k—1,---,2,1 
durchliuft. Es ist dies fiir 2 = 1 die Umkehrung derjenigen Anordnung, 
welche im zweiten Abschnitt (S. 592) fiir beliebiges 4 fixiert wurde. Die- 
selbe Uberlegung, welche wir S. 594,595 angestellt haben, um die Auflésbar- 
keit der Gleichungssysteme 2% darzutun, lehrt uns hier, daB auf den 
rechten Seiten der » —k ersten Gleichungen des Systems (18)) oder des 
Systems (19) keiner der Differentialquotienten (21) auftritt, daB also diese 
Gleichungen bereits die aufgeliéste Form haben. Jede spiitere Gleichung 
kann in ihrer rechten Seite noch diejenigen Differentialquotienten (21) 
enthalten, welche auf den linken Seiten der ihr vorhergehenden Glei- 
chungen (also im besonderen der » —ik ersten) stehen. Fiir diese Dif- 
ferentialquotienten sind alsdann successive die durch die vorhergehenden 
Gleichungen gelieferten Ausdriicke einzusetzen. Da nun unseren Voraus- 
setzungen gemiB die auf den rechten Seiten des Systems (19) auftreten- 
den Koeffizienten, sowie auch die Anfangswerte der von (21) verschiedenen 
Differentialquotienten (v + 1)" Ordnung simtlich positiv und nicht kleiner 
sind als die absoluten Betrige der entsprechenden Koeffizienten und 
Anfangswerte auf den rechten Seiten des Systems (18), so zeigt die 
angegebene Methode der Auflésung unmittelbar, daB auch die durch 
dieselbe brechneten Anfangswerte der Differentialquotienten (21) mit den 
Datis des Systems (19) alle positiv und gréBer ausfallen, als die absoluten 
Betrige der entsprechenden, mit den Datis des Systems (18) berechneten 
Anfangswerte. 

Nimmt man an, daB dieses Verhiltnis. zwischen den Anfangswerten 
der Differentialquotienten beider Systeme bis zur (y+ 4— 1)" Ordnung 
einschlieBlich bewiesen sei, so iiberzeugt man sich leicht, da dasselbe 
auch fiir die (y+) Ordnung bestehen mub. Denn einerseits lassen sich 
die durch (A—1)-fache Differentiation aus (18) bezw. (19) erhaltenen 
Differentialgleichungen (v +4)‘ Ordnung wiederum in solcher Weise an- 
ordnen, daB auf der rechten Seite jeder Gleichung nach Substitution der 
Anfangswerte nur solche Differentialquotienten 
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[6, + 4,,-°,6,+4,] (4, +-+-+4,=2) 
auftreten kénnen, welche bereits auf den linken Seiten der ihr vorher- 
gehenden Gleichungen stehen (vgl. 8. 595); andrerseits ist jede Ableitung 
einer Majorante selbst wieder Majorante in Beziehung auf die entsprechende 
Ableitung der mit jener verglichenen Reihe. 

Unsere Aufgabe ist also darauf zuriickgefiihrt, ein Differentialsystem 
(19) von der angegebenen Beschaffenheit zu konstruieren und fiir dieses 
die Existenz eines reguliren Integrales Z nachzuweisen, welches den 
unter 2) geforderten Bedingungen geniigt. 

Nach einem elementaren Satze aus der Theorie der Potenzreihen 
mehrerer Variablen gibt es stets eine endliche positive Zahl M von 
solcher GréBe. dab 


M —_——_—— 


1—= {a, (a, —29)+----+-a,,(v, —29) + 2) + >) tp. .48, (Pht Boar 8 ) 
Bis: sB, 





eine Majorante sowohl der Potenzreihen ' als der simtlichen Potenz- 
reihen @,,...,c,, und 


(23) Q—M 


eine Majorante simtlicher Potenzreihen @,,,...,, darstellt. Dabei ist 

M eine positive Zahl, gréBer als der gréBte Wert, welchen die absoluten 
Betrage der Potenzreihen @', a5, |....4,; @r,,--.,r, 
vergenzkreise annehmen kénnen; 

y eine positive Zahl, kleiner als der kleinste Konvergenzradius irgend 
einer der Funktionen @', @o,|...,o,) @z,,.-.,c, in Beziehung auf irgend 
eines ihrer Argumente. 

@y,°**, M3 & +++, Ye... ,°+* Sind positive Konstanten, nicht kleiner 
als die positive Kinheit. 


ed 
is. B, und ae 


innerhalb der Kon- 


? 


, sind wie friiher Bezeichnungen fiir die Differen- 


tialquotienten —-* und deren Anfangswerte. 
a) af . eae on,” 
Die Summe a ist zu erstrecken iiber simtliche Differentialquotienten 
By By 


bis einschlieBlich zur vy" Ordnung. 

Wahlt man nun fiir simtliche Koeffizienten Q,, ...,,, des Differential- 
systems (19) die Funktion Q, fiir simtliche Koeffizienten Q,,...., die 
Funktion Q— M, fir Q' aber das Produkt €;°Q2, WO ¢,,C,*++, 6, positive 
Konstanten und nicht kleiner als die positive Einheit sein mégen, so geht 
das System (19) iiber in 
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7 re ee ee 
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(24) [G,,-++, 6, +, 6,] 
te te, 21, ee. ae 
0, +-:-+0n=¥ %+--:+t=¥ 


—M Sin the gh 


™+ t+ +T,=Y 


Es soll nun gezeigt werden, daB bei geeigneter Wahl der Konstanten 
(25) My, 1, yy 0225 Oy5 Oye 25 Uys B56 MA, 


eine in der Umgebung der Stelle ¢=0 lain Potenzreihe v(¢) 
existiert von solcher Art, dab 


(26) Z = ey + + (ae, —29 +++ +4, (c,—29) 


ein Integral des Differentialsystems (24) darstellt. 
Behalten wir die Bezeichnung 

(27) (2, — a4) + +++ + Oy(%,— ap) = t 

bei, so ergibt sich aus der Annahme (26), daB allgemein 








ers. afn as! ...aen 
(28) SoZ oe a, a, By = is he) vy. 
aa" tee dakn é awe é 
Fiir die Funktion Z gebildet, ist also 
Pr By 
(29) = te. @, 
Wir setzen, wie schon oben, », = a 2: . pee und wihlen die 


positive Zahl ¢ gréBer als das Produkt, dessen einer Faktor die v® Potenz 
der gréBten unter den Zahlen a,,---,a,, dessen anderer Faktor die griBte 
unter den Zahlen m,,”,,---,, ist. Alsdann wird fiir alle Posten der in 


Q auftretenden Summe 





Bis B, 
A oPn 
a, -+-a@, 
69) . de sei (B=A,++-+8,) 
sein; folglich diirfen die Konstanten y,,,...,3, 
1 é 
(31) Vprs-- 8 my a * vain 


gesetzt werden. Halten wir dies fest, so verwandeln sich die partiellen 
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Differentialgleichungen (24) durch die Substitution von (26) in die ge- 
wohnlichen Differentialgleichungen 


c: 
M.—-¢ 


(+1) _ = 
(2) OH eae 








wenn zur Abkiirzung 





Rd [tte SL at hovnd 


Bis: ae a,” 
A . . ; 3 4 avi 
(34) P = a}'---aji---a2n —M Vat asian —R at. av ae: ya; ate 
Ot+---+On=¥ -*+t,=¥ 





(35) Q=a"...a? Matas oe Gzi-+- carn 


‘+i ,=¥ 
gesetzt wird. 
Wenn eine Funktion v(¢) existieren soll, welche unseren Anforderungen 
geniigt, so miissen wir zunichst bewirken, daB die » Differentialglei- 
chungen (32) in eine einzige zusammenfallen, daB also 


a 


a as 
Beschrinken wir nun die Wahl der positiven Konstanten a; durch die 


Forderung, daB die Zahlen a,, a,,---, 4, in dieser Reihenfolge niemals 
zunehmen sollen, daB also 


(36) a, 2a,>-+-2>4, ,24, 

sern soll, und wihlen zugleich 

(37) a, = 1, 

so diirfen wir 

(38) ¢,=e>1, ¢=4,-¢ (i =1,2,--n) 


setzen, ohne in Widerspruch mit der friiher in Beziehung auf die ¢, aus- 
gesprochenen Festsetzung c,;>1 zu geraten. 

. Die hiernach zur Bestimmung der Funktion o(¢) dienende gewéhn- 
liche Differentialgleichung (v + 1)** Ordnung 
M:-2-¢ 


(v+1) — 
(9) ee pag tate = Ot EO 








besitat, sofern nur die Konstante P von Null verschieden ist, ein in der 
Umgebung der Stelle ¢=0 reguliires Integral, welches fiir ¢=0 ver- 
schwindet, wihrend in diesem Punkte seine v ersten Ableitungen v’,-- -, v) 
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e- den v, bisher véllig unbestimmten, Konstanten 1, ---, vp’ gleich werden. 
AuBer diesen und den iibrigen in (39) auftretenden Konstanten enthilt 
unser Integral v keine willkiirlichen Elemente mehr. Durch jene Kon- 
stanten sind demgem&B die Differentialquotienten beliebig hoher Ordnung 
von v und folglich nach (28) auch die partiellen Differentialquotienten 
der mit Hilfe von v in (26) konstruierten Funktion Z in ihren Anfangs- 
werten vollig bestimmt. 

Damit nun die Funktion Z den von uns (auf S. 599,600) gestellten 
Anforderungen ‘geniigt, miissen diejenigen ibrer Ableitungen, welche nicht 
mit einem der Differentialquotienten 


[6, + 4,,°++,6, + 4,] (A, + Ay +++-+4,=0, 1, 2,--+) 





ine a}, 
‘] identisch sind, d. h. diejenigen Ableitungen 
&Z 
Oath" --- Darke , 
” fiir welche mindestens eine der Partial-Ordnungszahlen 9,, ---, 9, kleiner 
si. als die ihr entsprechende unter den Zahlen 6,,---,6, ist, fiir 7,=29,-+-,7,=a° 
: reelle nicht negative Werte annehmen, welche gréBer sind als die absoluten 
Betriige der entsprechenden fiir das hypothetische Integral des Differen- 
tialsystems (18) willkiirlich vorgeschriebenen Anfangswerte der Differential- 
quotienten 
lie ee 
ls Oa" Bate 


Wenn wir sagen, diese Anfangswerte seien willkiirlich vorgeschrieben, 
so betrachten wir doch stillschweigend die schon friiher gemachte Voraus- 
setzung als erfillt, daB die mit ihnen gebildeten Potenzreihen (17) in 
einem System von Kreisen um 2f,---, wf_1, 2?41,+--+, 22 konvergieren; 
und zwar wollen wir im folgenden annehmen, daf der kleinste dieser 
) Kreise einen Radius besitze, welcher gréBer ist als eine gewisse positive 
Zahl r. Diese Annahme setzt uns in den Stand, fiir die Moduln der be- 





'S- 

trachteten Anfangswerte eine obere Grenze anzugeben. 
n- Konvergiert die Potenzreihe SO (0; <6,), welche als analytischer 

Ausdruck der Funktion 

ght th 3th, 
(& mini aati} 

er vorgeschrieben wurde, in einem System von Kreisen um 24,-,79_1, 2? 41,°,0n, 
T- so konvergiert in demselben Bereiche auch jede Ableitung der betrachteten 
(”) Potenzreihe, also z. B. die Potenzreihe 


Mathematische Annalen. LVI. 33 
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gr Bite tei Bi at Hig at thy 


; @; a - 
(40) Siete es - — (Uy =G,, ++, U;_1 > 6;_1) 
BY ty — Oy 9 Mi-17-G-—15 i+1, 2 aly 
Ox, *°°O%;_4 Ox i+1 es 





welche den Ausdruck fiir die Funktion 


Fi Oo+ Peg. gtertmsat’ “+Fa,, 
(41) ala pal pahitt.. - 
OX, OX; _4 Ox; Ox iia Fal / aj=2? 
liefert. Ist nun Mt eine positive GréBe, welche gréBer ist als der gréBte 
absolute Betrag, welchen die Werte dieser Funktion innerhalb jenes 


Systems von Kreisen erreichen kénnen, so besteht nach einem schon oben 
(S. 602) benutzten Satz der Funktionentheorie die Relation 





oe + + 0; + ten, 
¢ 
(42) mod eae % 
an eo aa. aS? ans” 0 0 0 
n fy =2j°-- Xj =A -+-Lp=Ay 
< id. To. alah. * a Mina)! ga — Meg) Oa He) 
were “+¢,+ “+e ey ae “78, +0. Pale +: te n) 


fiir jedes System der partiellen Ordnungszahlen 9,,---, @,, welches die 
Bedingung 
Or SMa Oia SMa» ign S Magny 1 On Sn 
erfiillt. Die Zahlen w,,---, M4) Mie. °°» a, Von deren Wahl die fiir 
Mi festzusetzende untere Grenze abhiingt, kénnen nun in jedem Fall so 
bestimmt werden, dab 
ete twit thar tee tay=rvtl 

wird, da diese Summe der einzigen Bedingung unterliegt, gréBer zu sein 
als die Zahl 6+---+6,_,+ ,; diese letztere aber ist kleiner oder 
hichstens gleich »—1; und zwar hat sie diesen ihren gréBten Wert 
vy —1 dann, wenn die Potenzreihe, von welcher wir ausgegangen sind, 
die letzte unter den v Potenzreihen (17), also (sofern 6, +0 ist) die 
Potenzreihe $5. -1 ist. 

Da bei dieser Bestimmung der uw die Summe der Zahlen, deren 
Fakultiiten im Zahler der rechten Seite von (42) stehen, gleich 9 — v —1 
ist und das Produkt dieser Fakultiiten kleiner (héchstens gleich) der 
Fakultiit ihrer Summe sein muB, so liBt sich die Ungleichung (42) ersetzen 
durch die folgende 


Qit---+0n Mm. a ' 
(45) mod (2 Cary z) < Se DT at +e,=e2etl. 
"n J a=2} 


Oxy °° 0%, 


— 
Tn=IFp 
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so 
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Die soeben durchgefiihrte Betrachtung, deren Resultat die Ungleichung 
(43) ist, wird sich fiir siimtliche v Potenzreihen (17) anstellen lassen. 
Je nach der Wahl der Potenzreihe, von welcher wir ausgehen, wird das 
Zahlensystem m,,---, u, und damit die untere Grenze der Zahl M ver- 
schieden bestimmt werden miissen. Immer 1aBt sich die untere Grenze 
fiir MN definieren als der gréBte absolute Betrag, welchen eine gewisse 
Ableitung einer der Potenzreihen (17) innerhalb der Konvergenzkreise 
erreichen kann; diese Ableitung ist, wie ein Blick auf (40) zeigt, héchstens 
von der (y+ Ly Ordnung und liefert nach (41) den analytischen Aus- 
druck fiir die Funktion, in welche eine gewisse Ableitung (v + 1) Ord- 
nung von z tibergehen muf, wenn in derselben eine bestimmte Variable 
durch ihren Anfangswert ersetzt wird. Da wir fiir unsere Konstante M 
bisher nur eine untere, fiir r nur eine obere Grenze festgesetzt haben, so 
diirfen wir ohne Widerspruch annehmen, dass r<r und M gréfer als 
die gréBte unter den verschiedenen Zahlen QM sei, so da® nach (43) um 
so mehr die Ungleichheit 


ae M(o—v—1)! 
Oz v : 
(44) mod ree < meres 
CX, ++ Oa,™ a =29 r 
p=29, 


erfiillt ist. 

Nehmen wir nun an, da® es méglich sei, die Konstanten der Dif- 
ferentialgleichung (39) so zu spezialisieren, daB P einen reellen positiven 
Wert, auBerdem die v),---, vf reelle nicht negative Werte erhalten, so 
erkennen wir (da @ an sich positiv ist) ohne Schwierigkeit, daB dann die 
Differentialquotienten v +?) aller a fiir ¢=0 positive Werte 
annehmen und daB allgemein 


(45) (v#),-9 >(p—1)! = 
also nach (28) 


ee g?-! 
— 


aie -¢ QP-! 
(46) t. . ; et = (p—1)! a’ eee arn e M e Q . 


—— * ‘ 
ax. . ++ Oarhn ° + - 
1 me =2? 


— 
y= Xp 


(P, +++ +p, =" +p) 





ov+p 
Andrerseits finden wir fiir den Modul des Anfangswerthes von a i 
die obere Grenze Bat’ -- Bann 
arte M.(p—1)! 
(47) mod (—. n - nt <n, 
Ga," -: -Oxrn y= 29 r 
2 20 


33* 
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wenn wir in (44) g=v-+>p setzen. Die Ungleichheit 


(48) mod (5 a. x) <(—*,. x} 
Ow, --- Ox,” ‘oud Oa, --- Ox," —_ 
init “anil 
wird also ganz sicher erfiillt sein, wenn es uns gelingt, die Konstanten 
so zu bestimmen, dab 
rr », Q?*-¢ 
(49) ay*+++ aon = >1. 
Da nun die Konstanten a,,---,a@, bereits reell, positiv und mindestens 
ebenso groB als die positive Kinheit angenommen wurden, so wird durch 
das Bestehen der Ungleichheit 
(50) Ct 
pP? 
auch die Richtigkeit der Ungleichheit (49) verbiirgt sein. 
AuBer der Bedingung, welche durch (48) dargestellt ist, haben wir 
nun schlieBlich noch die ihr entsprechende Forderung 














8 8 
(51) mod ( ms “) < oer : x) 
ax OF it Ox;'---0","/ _ 9 
1=2 1 =2} 
Zp_=28 anil 
(6=1,2,---,») 


zu beriicksichtigen, welche sich auf die Anfangswerte der Differential- 
quotienten erster bis v‘** Ordnung bezieht und in der von uns eingefiihrten 
Bezeichnungsweise mit Benutzung von (29) so geschrieben werden kann: 


fA 
<S On". off) 


(52) laf sp 





Wir nehmen nun fiirs Erste an, daB allen Differentialquotienten von 
z bis zur v Ordnung hin der Anfangswert Null vorgeschrieben sei, also 


a ae (6 = 1, 2,---,v) 


In diesem Falle geniigen wir der Ungleichheit (52), indem wir 

% =: =v) =0 
setzen, so daB die durch (33) definierte GréBe R gleich Null und dem- 
nach P sicher reell wird. Ein Blick auf die Definitionsgleichungen (34) 
und (35) lehrt uns, da alsdann, sofern es tiberhaupt mdglich ist, der 
GréBe P einen positiven Wert zu erteilen, die Ungleichheit 


(53) $ >1 
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erfiillt sein mu8. Die Relation (50) wird demnach zu einer Konsequenz 
der Ungleichung 

(54)  O<P<e, 

welche wir statt ihrer einfiihren. 

Wir werden also ‘den Konvergenzbeweis, welcher das Ziel dieser 
Arbeit bildet, vollendet haben, wenn wir gezeigt haben werden, daB die 
Forderung (54) erfiillt werden kann durch eine Wahl der in (34) und (35) 
auftretenden Konstanten, welche mit friiheren Festsetzungen nicht in 
Widerspruch tritt. Um dieses letzte Problem in aller Klarheit zu be- 
handeln, wollen wir hier noch einmal alle Bedingungen zusammenstellen, 
durch welche im Verlaufe unserer Untersuchung die Freiheit in der Wahl 
jener Konstanten bereits beschrinkt worden ist: 

Simtliche Konstanten, um welche es sich handelt, nimlich 


r, M, &, a,-+-,4,, € 
sind reell und positiv; fiir —, M, ¢ ist jeweils eine untere positive Grenze 


gegeben; c > 1; die Konstanten a,,---,a@, nehmen, in dieser Reihenfolge 
geschrieben, nicht zu, d. h. a, >a, >-+->a,; die kleinste unter ihnen 
ist nicht kleiner als die positive Einheit; der Einfachheit halber hatten 
wir (was nicht wesentlich war) bereits a,—1 gesetzt. Wir fiigen dem 
sogleich die ebenfalls nicht notwendige aber vereinfachende Festsetzung 
hinzu, daB 
(55) Nery = Hay Hal 
sein soll; dabei bezeichnet / wieder die den ausgezeichneten Differential- 
quotienten [6,,---,6,] charakterisierende Zahl k (vgl. 8. 590). — 

Die Forderung P>O nimmt fir R=O die Gestalt der folgenden 
Ungleichung an: ' 


(56) ay ae aen > M.S) ay ana an, 
Ot +On=¥ 

welche durch die Annahme (55) iibergeht in 

(57) a... a%> M. Slay +++ aft. 


Wir erteilen den Konstanten a,,---, a, zuniachst solche Werte, dab von 
zwei Monomen 


A’ =aj!---a 


jeweils das erste gréBer ist als das zweite, wenn in der Reihe der Differenzen 


0% ee 
, wd A’=a, a, 
, ” , ” , ” 
O, — 6, ,°*', G, — G5 °**, & — G, 
die erste nicht verschwindende Zahl o,’— 6,” positiv ist. Um dies zu 
erreichen, miissen zuniichst die Ungleichheiten 
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x y ¥ v v 
(58) Gz > M2, Ay > 3, +++, Ak-1 > Mk, Oe > O41 = 1 


erfiillt werden; aber diese notwendige Bedingung ist zugleich hinreichend; 
denn wenn die Beziehungen (58) bestehen, ist . 


, 


o_o” of - of’ ow -o” = 
Ce Se Ques St? ..:@8 & Se -@” > I. 
A h h+1 k Ss Bet 





Unter den Posten der auf der rechten Seite von (57) stehenden Summe 
ist nach dieser Festsetzung a,’ ---a,*>1-a,# ~* der gréBte; die Anzahl 


aller Posten ist »,— 1; also wird man der Forderung (57) ganz gewib 
geniigen durch die Annahme 
(59) a, > M(n,—1). 

Es bleibt uns noch iibrig, die positive Konstante c, fiir welche ja 
bisher nur eine untere Grenze angegeben worden ist, gréBer als P an- 
zunehmen, um die Forderung (54) vollstiindig zu erfiillen und der mit 
Hilfe des Differentialsystems (18) konstruierten Reihenentwicklung fiir z 
die Konvergenz zu sichern — allerdings zunichst nur unter der besonderen 
Voraussetzung, daB fiir simtliche Differentialquotienten von z bis zur v‘" 
Ordnung hin die Anfangswerte Null vorgeschrieben seien. 

Der allgemeine Fall 1a8t sich aber leicht auf den soeben erledigten 
Fall zuriickfiihren. Um dies zu zeigen, fiihren wir eine neue unbekannte 
Funktion 7 ein, indem wir setzen 


ay , an 
- «ey — a (x, — x9) 
(60) ot S-2.... ae, 
=! 


woraus sich fiir die Differentialquotienten der neuen Funktion die Be- 
ziehungen ergeben: 


(61) p en «ae =p — x 
? Pais: “Bn eat.» aanhn Brissy Bn Pry: 58 
+ 2" Bty =a” ei 
a “428 in Pes 7,! Yn! ? 
‘+7,=Y 


ee. B 


(B, +++ +8, =B <v) 


— v y 
(62) P,,, “"s'n we P,, "Up tin a ty ¥y? 
(vy, +-+-+v, =) 
—v+a _— v+A 
(63) P,, +A,,- “sn +n P,, +4: oe Yn tan” 


(A, +-+++4,=4=1,2,---) 





_ 


a &, eal eel = DF 


| rr 


Th 
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Vermige der Relationen (60), (61), (62) liBt sich nun die linke 
Seite der vorgelegten Differentialgleichung tiberfiihren in eine Potenzreihe 
gm der Argumente 


(64) u,— x, a a, i — 7 Bias? ‘ 
welche in einer gewissen Umgebung der Anfangswerte konvergieren muB*). 
Die Anfangswerte fiir siimtliche Differentialquotienten von 7 bis zur v‘" 
Ordnung sind aber nach (61) und (62) gleich Null anzunehmen. 

Soll die Funktion z der Differentialgleichung (1) gentigen, so muB Z 


ein Integral der Differentialgleichung 
(65) 9 (2, ee DF — Boy* °°, | ae as ‘ «® 


sein. Jede Ableitung der Funktion g nach einem Differentialquotienten 
v** Ordnung von 7 kann aber nach (63) nichts anderes sein als diejenige 
Funktion der Argumente (64), in welche die nach dem entsprechenden 
Differentialquotienten von z genommene Ableitung der Funktion f durch 
die Substitution (60), (61), (62) iibergeht. Beide Ableitungen werden 
also fiir solche Wertesysteme ihrer Argumente, welche sich vermége dieser 
Substitution entsprechen, gleichzeitig verschwinden oder einen von Null 
verschiedenen Wert annehmen. Daraus folgt unmittelbar, daB, wenn 


av 
Cz 


v8 : 0 0 
-—— fiir die Anfangswerte x,,---,2,, 4 


n? 


‘ont — 
0? 9 wp ---sfe? 


a 


Gx,’ --- x,” 
ein ausgezeichneter Differentialquotient der Differentialgleichung (1) ist, 
stets auch 
=. — fiir die Anfangswerte x, er ee ee | 

OX, +++ OX," ; 
ein ausgezeichneter Differentialquotient der Differentialgleichung (65) sein 
wird. 

Wir kénnen demnach genau nach den Vorschriften des zweiten Ab- 
schnittes ein reguliires Integral der Differentialgleichung (65) konstruieren. 
Wenn wir hierbei von denselben willkiirlichen Elementen ausgehen, welche 
dort fiir das Integral z der Differentialgleichung (1) vorgeschrieben waren, 
nur daf wir jetzt die Anfangswerte der Differentialquotienten bis zur 
v Ordnung gleich Null annehmen, so wissen wir einerseits, daB dieses 
Integral konvergieren mu; denn fiir das neue Differentialproblem sind 
die Voraussetzungen erfiillt, unter denen wir oben den Konvergenzbeweis 
gefiihrt haben; andrerseits erkennen wir, dab das so gewonnene Integral 


*) Es folgt dies wieder aus jenem Satze der Theorie der Potenzreihen, welchen 
wir bereits im ersten Abschnitt benutzt haben; vgl. die FuBnote zu S. 588. 
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der Differentialgleichung (65) identisch sein muB mit der durch (60) 
definierten Potenzreihe 7, wenn wir dort unter z eben jenes hypothetische 
Integral z der Differentialgleichung (1) verstehen. Da nun aber die Reihen 
zg und Z sich nur durch ein endliches Polynom unterscheiden, so zieht 
die bereits bewiesene Konvergenz der Potenzreihe Z auch die der Potenz- 
reihe zg nach sich, und die Richtigkeit der zu Beginn dieses Abschnittes 
ausgesprochenen Behauptung ist somit auch unter ganz allgemeinen 
Voraussetzungen bewiesen. 


Unser Konvergenzbeweis, welcher den Inhalt des dritten Abschnittes 
dieser Arbeit bildet, schlieBt sich den fundamentalen Untrrsuchungen des 
Herrn Riquier (Ann. éc. norm. 1893) auf das engste an. Sehen wir von 
denjenigen Modifikationen ab, welche mehr die Darstellung als den Ge- 
dankengang beriihren, so lift sich nur ein Punkt bezeichnen, in welchem 
die hier durchgefiihrte Untersuchung sich wesentlich von der des Herrn 
Riquier unterscheidet: Waren die Differentialquotienten vom Typus 
[t.,--*,T,| in der Differentialgleichung (1) nicht vorhanden, so wiirde 
diese nur als das allereinfachste der von Herrn Riquier behandelten 
Differentialprobleme anzusehen sein; durch die Beriicksichtigung jener 
Differentialquotienten aber ist es méglich geworden, das Existenztheorem 
etwas weiter zu fassen als bisher geschehen ist*). 

Ein Beispiel mége diese Tatsache vollig ans Licht setzen; die vor- 
gelegte Differentialgleichung sei zweiter Ordnung mit zwei unabhingigen 
Variablen « und y: 


6 : és ts Oe Os Be _ 
- (=) 9 # Ge ay? Gat? Gedy? By) — 


a2 2 
Wenn einer der beiden Differentialquotienten oat ay iiberhaupt nicht 





*) Mit diesen Worten habe ich in einem schon friiher (Leipz. Ber., Sitzung vom 
3. Miirz 1902) gedruckten Referate iiber die vorliegende Arbeit das Verhiiltnis der- 
selben zu den Riquierschen Untersuchungen darzustellen versucht. Inzwischen hat 
nun Herr Riquier die Freundlichkeit gehabt, mich auf seine, mir bis dahin un- 
bekannte, Arbeit ,Sur une question fondamentale du calcul intégral‘* aufmerksam 
za machen, welche im 23. Bande der Acta mathematica erschienen ist und bereits 
jene Erweiterung der Existenz-Theoreme enthiilt, von welcher oben die Rede ist. 
Somit fiihren die Untersuchungen, welche ich hier zusammenstelle, zu keinen anderen 
Resultaten, als die auch durch Spezialisierung der Riquierschen Sitze erhalten werden 
kénnten. Trotzdem glaube ich die Arbeit veréffentlichen zu diirfen, da sie den 
Grundgedanken der Methode an einem Probleme darlegt, dessen Einfachheit und 
Bestimmtheit einen groBen Teil des komplizierten Apparates entbehrlich macht, 
welcher zur Erledigung des allgemeinen Problems notwendig ist. 





it 


- 
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vorkommt, und tiberdies die Differentialgleichung fiir das gewihlte System 
der Anfangswerte nach aa ae auflésbar ist, so wird uns durch die Theoreme 


des Herrn Riquier die Existenz eines Integrales verbiirgt, welches fiir 
x =x in eine beliebige Funktion von y, fir y=y° in eine beliebige 
Funktion von x iibergeht. Aber erst die oben durchgefihrte Untersuchung 
lehrt, daB ein solches Integral auch dann existiert, wenn unsere Differen- 
tialgleichung die beiden Differentialquotienten s und fa zwar enthiit, 
aber nach mindestens einem derselben fiir die gewihlten Aufangswerte 
nicht aufgelést werden kann. In meiner schon wiederholt zitierten Schrift 
habe ich die Differentialgleichung 
2 
(1 —ay)a- £5 — (1—axy) (1+2y) 5 + (ayy £5 + (1-2) 
+(1—y) 5 i =0 

als Beispiel gewahlt, deren allgemeines aie 

£= 0,(2- 0) + oy) 
unsere Existenztheoreme in lehrreicher Weise verifiziert. — 

Die Untersuchungsmethoden, welche in der vorliegenden Arbeit zur 
Anwendung gelangt sind, lassen sich auf Differentialsysteme iibertragen, 
fiir welche die Anzahl der unbekannten Funktionen mit der Anzahl der 
Differentialgleichungen iibereinstimmt. Unter gewissen Voraussetzungen 
habe ich den formalen Teil der Untersuchung, d. h. die Konstruktion der 
integrierenden Reihe, fiir solche Differentialsysteme bereits in meiner 
Habilitationsschrift erledigt; allein die durch jene Voraussetzungen ein- 
gefiihrten Beschriinkungen lassen sich zum gréBten Teil beseitigen, so daB 
unser Verfahren fiir alle Differentialsysteme anwendbar wird, welche durch 
lineare Transformation der unabhiingigen Variablen auf die Kowalevskysche 
Normalform reduziert werden kénnen. Dies zu zeigen und zugleich die 
Konvergenzbeweise fiir die hypothetischen Integrale derartiger Differenti- 
alsysteme zu erbringen, wird die Aufgabe einer kiinftig zu liefernden 
Arbeit bilden. 

Aber noch nach einer anderen Richtung hin sollen die angestellten 
Betrachtungen fortgefiihrt werden. Es wurde in dieser Arbeit gezeigt, 
da8 unter gewissen Voraussetzungen die zwischen den Koffizienten des 
hypothetischen Integrals bestehenden Relationen in bestimmter Weise auf- 
gelést werden kénnen; aber es ist bereits darauf hingewiesen worden 
(S. 595, 596), daB das mitgeteilte Schema der Auflésung nicht das einzig 
migliche ist. So kann, um bei dem Beispiel zu bleiben, die Differential- 
gleichung (66) fiir ein bestimmtes System von Anfangswerten sehr wohl 
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nach allen drei Differentialquotienten zweiter Ordnung auflésbar sein und 
trotzdem ein regulires Integral besitzen, welches sich fiir z = 2° auf eine 
willkiirliche Funktion von y, fir y=y° auf eine willkiirliche Funktion 
von £ reduziert. Derartige Méglichkeiten lassen sich aber bis zu einem 
gewissen Grade der Allgemeinheit diskutieren und stellen uns somit vor 
neue, fiir Theorie und Anwendung gleich wichtige Probleme, zu deren 
Behandlung wir notwendig fortschreiten miissen. 


Heidelberg, den 1. April 1902. 
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Zur Theorie allgemeiner Zetafunctionen. 
Von 


Paut Epsrem in Strassburg i./E. 


In seiner beriihmten Abhandlung iiber die Anzahl der Primzahlen 
unter einer gegebenen Grenze hat Riemann die Function £(s) iiber das 
Convergenzgebiet der Reihe 

(s))=1+ 5+ at. 
hinaus analytisch fortgesetzt und damit fiir allgemeine complexe Werthe 
von s definirt. Diese analytische Fortsetzung, die durch ein Integral mit 
geschlossenem Integrationsweg bewirkt wird, findet ihren prignantesten 


Ausdruck in dem Satz, dass das Product 
x *T (5) &(s) 


bei der Vertauschung von s mit 1 — s sich nicht dindert, denn dieser Satz 
fiihrt direct die Function fiir solche Werthe, fiir die die Reihe nicht mehr 
convergirt, auf die Functionswerthe innerhalb des Convergenzgebiets zuriick. 

An diesen Theil der Riemann’schen Abhandlung haben eine Anzahl 
von Arbeiten angekniipft*), in denen fiir Functionen mit ahnlichen und 
allgemeineren Bildungsgesetzen entsprechende Functionaltheoreme abgeleitet 
wurden, und diese Untersuchungen in einer bestimmten Richtung zu einem 
gewissen Abschluss zu bringen, ist der Zweck der vorliegenden Arbeit. Den 
Weg dazu hat Riemann selbst durch eine zweite Integraldarstellung der 
Function £(s) gewiesen, in der eine einfach wnendliche Thetareihe mit der 


*) Vgl. Hurwitz, Einige Eigenschaften der Dirichlet’schen Functionen F'(s) 
Zeitschr. f. Math. u. Phys. XXVIII. — Lerch, Sur la fonction R(w, x, s), Acta Mathe- 
matica XI. — Cahen, Sur la fonction £(s) de Riemann, Annales de I'Ecole Normale 
XI, 1894. — Lipschitz, Eigenschaften einer Gattung unendlicher Reihen, Crelle’s 
Journal Bd. 105. — Mellin, Acta soc. scient. Fenn. Bd. 24. 











616 Paut Erste. 


Charakteristik 4 auftritt. Dem entsprechend existirt fiir die von Herrn 


Lipschitz untersuchte Function — die allgemeinste bisher betrachtete 
»Zeta“-function — eine Integraldarstellung mit Hiilfe einer einfach unend- 
lichen Thetareihe mit beliebiger Charakteristik. Diesem Gedankengange 
folgend definiren wir als allgemeine Zetafunction p* Ordnung eine p-fach 
unendliche Reihe, welche in gleicher Weise eine Verallgemeinerung der 
Riemann’schen £€-function darstellt, wie die allgemeine Thetareihe p** Ord- 
nung gegeniiber der elliptischen Thetareihe. Dass diese Erweiterung der 
Zetafunctionen naturgemiiss ist, zeigt sich vor allem darin, dass sich der 
oben angefiihrte Riemann’sche Satz iiber die Function £(s) in tiberraschend 
einfacher Weise auf die allgemeinste Zetafunction iibertragen lisst. 

In diesem Zusammenhang treten auch die von Dirichlet in die 
Analysis eingefiihrten nach negativen Potenzen quadratischer Formen fort- 
schreitenden Reihen als die einfachsten Zetafunctionen zweiter Ordnung auf. 
Die Bestimmung der Functionswerthe fiir s = 2 spielt bekanntlich eine 
sehr wichtige Rolle in den Untersuchungen ,zur Theorie der elliptischen 
Functionen“, welche die Reihe der Kronecker’schen Publicationen in 
den Berliner Monatsberichten in so gliinzender Weise beschliessen. Die 
Resultate Kronecker’s auf neuem Wege abzuleiten und so weit als méglich 
auf allgemeine Zetafunctionen auszudehnen ist die Aufgabe des zweiten 
Theils der vorliegenden Arbeit. Dabei ist der Gang unserer Untersuchung 
in gewisser Weise demjenigen Kronecker’s entgegengesetzt; denn wihrend 
Kronecker*) einen aus elliptischen Thetafunctionen zusammengesetzten 
Ausdruck A(6, 1, w,, w.) construirt und dessen Logarithmus in eine 
Dirichlet’sche Reihe iiberfiihrt, gehen wir von der Zetafunction aus und 
gelangen allein durch Anwendung einer Transformation der zweifach un- 
endlichen Thetareihe zu dem gewiinschten Ziel; diese Methode lisst sich 
dann ihrem Wesen nach unmittelbar auf Zetafunctionen p'* Ordnung 
iibertragen. 


§ 1. 
Ich bezeichne als Zetafunction 1. Ordnung mit der Charakteristik H 


eine einwerthige Function der complexen Variablen s, welche fiir alle Werthe 
von s, deren reeller Bestandtheil grésser als 1 ist, durch die Reihe 


o ‘ 
= 2a2imh 


(1) z|!\(s) -> 


s 
nm=—-a% I(g+ m)?]2 





definirt wird. 


*) Vgl. Zur Theorie der elliptischen Functionen I. Berliner Monatsberichte 1883. 
Z I 











Zur Theorie allgemeiner Zetafunctionen. 617 


Darin bedeuten g,h reelle Zahlen, welche wir vorliufig als nicht 
ganzzahlig annehmen, und die Potenzen im Nenner der Reihenglieder 
mégen durch 


[(g-+m)]? = emel9+™! (og |g-+m| reell) 
definirt sein. 
Infolge der Relationen 


z|\5%|©-z|4,|0 — 2z/=f)@=-z\go. 


Zbloncmz|tlo, zh4,]0-2[f\o 


diirfen wir die Zahlen g, h auf positive Werthe zwischen 0 und 1 be- 
schranken. 


Wir gewinnen eine Darstellung der Z-function durch ein bestimmtes 
Integral, wenn wir in dem bekannten Integral 


(3) ied —le-™*dg 
n 
0 


> an Stelle von s, 2(g+m)* an Stelle von m setzen, und nach Multi- 


(2) 


plication mit e?*'™* iiber alle ganzzahligen Werthe von m summiren. 
Wir erhalten dann 


$ 2 8 +@ 
(4) na r(3) z|¢| (s) = fas 58 Secmetarssains 
0 


nu=—-@2 


Hier steht unter dem Integralzeichen eine einfach unendliche Thetareihe 
mit dem Parameter 27, welche wir mit leichter Abinderung der gewéhn- 
lichen Schreibweise durch 

ofr] 


bezeichnen, sodass 
ao 


a *r(3) z|f| (s) = dz-2** 9/2100, 2). 
0 


Dieses bestimmte Integral verliert, ebenso wie die der Betrachtung zu 
Grunde liegende Reihe, seine Giiltigkeit, sobald der reelle Theil von s 
kleiner als 1 wird. Spalten wir es aber — ebenso wie es Riemann bei 
der Function £(s) gethan hat*) — in die beiden Theile 


*) Die Aehnlichkeit dieses Verfahrens mit der bekannten Behandlung der Gamma- 
function durch Herrn Prym scheint noch nicht ausdriicklich hervorgehoben zu sein. 
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© 1 


ie 5 ‘ a 
five 0 |g 0,24 favs &|f| 0,2), 
1 0 


so existirt das erste Integral fiir jeden complexen Werth von s und stellt 
eine ganze transcendente Function dieser Variablen dar. 
Im zweiten Integral wenden wir auf die Thetareihe die lineare Trans- 


: » F 
formation * o« 


noch wiederholt Gebrauch zu machen haben, aus leicht ersichtlichem 
Grunde, als reciproke Transformation bezeichnen. Es wird dann 


) an. Wir wollen diese Transformation, von der wir 


—2nigh 


(5) #|§| 04) = o| * }(0, +), 





worin Vz mit dem positiven Vorzeichen zu nehmen ist. 
Fiihren wir dies in das obige Integral ein und setzen gleichzeitig —~ 


an Stelle von z, so erhalten wir 


(6) aT (3) 2\f]@- ae-c**o|2| (0,2) 


1 
© 


i-s 
' —-10} 
perme face ‘o| "| |(,2), 
e 


1 


und diesen Ausdruck betrachten wir fiir alle nicht ganzzahligen Werthe 
von g und h als Definition der Zetafunction 1. Ordnung bei unbeschriinkt 
veranderlichem s. 

Setzen wir 1 —s, h, —g an Stelle von s, g, h, so erhalten wir 


1i—s : 1—s 
-= 1i—s h — | 
a * r( ; \z|3,|a—9~ fae : o| 7,|(0, 4) 


1 


rene fi : 


1 


<8 


co 
roy 


da aber 
a 





ania | 
3-9 [8 


ist, so ergiebt sich die von Herrn Lipschitz gefundene Transformations- 
gleichung ‘ 


(7) arog Pr(S)2\¢aa er (*Z4) |_,|a—4.- 
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§ 2. 

Wir betrachten jetzt den Fall, dass eine der beiden Zahlen g, h ganz- 
zahlig ist; dabei geniigt es, in Folge der Relationen (2) des vorigen 
Paragraphen sie gleich Null anzunehmen. 

Sei also zuniichst h = 0 und g nicht ganzzahlig. Dann ist 


-; 8 | . [ar +o 
=F G)z [sO — f dest” Decnooe 
0 


oder mit Benutzung der Transformationsformel (5) 


3 ' : 8 +@ 
x? r(5)Z|S\) = f dot Severe 
1 
1 eee _ tnt = 
+ fut +> ——aa '), 
" w 


worin der Accent beim zweiten Summenzeichen andeuten soll, dass das 
Glied fiir m=O aus der Summe wegzulassen ist. Wir erhalten hieraus 


(1) a r()z )zZ 14 Oleresr tt fics ~*o|810, 2) 


1 


2 


+ fies (o|$\0,9-1) 
i 


als allgemeine Definition der Zetafunction fiir diesen Fall. 
Ist dagegen g =0, so haben wir aus der Zetareihe das Glied fiir 
m =O fortzulassen, also at 


ertimh 


(2) z|\|o-> 2») cos Banh 
re wht one 


n 
und durch eine thnliche Betrachtung wie oben finden wir 


ao 


-< s 10], 2 ~-1 0 
(3) ’ SS (9; 


1 





(z) — 1) 


foo) 


“fet 4 
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Jetzt ergiebt sich aber aus den Formeln (1) und (3) die Beziehung 
s 1—s 
-+> -> fir 0 
(4) x *r(3)z|f|@) == r/( 5 )2|)|a-9), 


d. h. die Transformationsgleichung (7) des vorigen Paragraphen gilt auch 
fiir ganzzahlige Werthe von g oder h. 

Sind endlich beide Zahlen g, h Null, so haben wir die Riemann’sche 
Function £(s), welche mit unseren Bezeichnungen in wesentlicher Ueber- 
einstimmung mit Riemann durch den Ausdruck 


2a *F (2) ¢(s) mty-tt fae (#|5|@, 2) ins 1) 


1 
C) 
8 


+ fies" (o2] 0,0 ~ 1) 


1 


definirt ist. 
Die bisherigen Entwicklungen lassen folgende LEigenschaften der 
Zetafunction erkennen: 


Die Zetafunction 1. Ordnung z\¢ 
ist — ganze transcendente Function von s. 


Ist h ganze Zahl, so wird die Zetafunction nur fiir s = 1 zur ersten 
Ordnung unstetig und zwar ist in der Umgebung dieses Punktes 





(s) ist — solange nicht h ganze Zahl 


| 2 
Z n| $8) =s=g to+G(s—1) +: h ganze Zahl. 
Die Function verschwindet fiir jede Charakteristik in den Punkten 
s=—2, —4, —6---. 
Fiir s=0 verschwinden die Zetafunctionen jeder Charakteristik ausser 
denjenigen mit ganzzahligem g. Fiir diese ist 


Z | 4 (0) = — e- 298 g ganze Zahl. 


Das letzte folgt unmittelbar aus der Transformationsformel (7), wenn 
man beiderseits mit s multiplicirt und zur Grenze s = 0 iibergeht. 


§ 3. 


Es sei 
p 


P 
9(2) =>) D> Cur te, (Cur = Srp) 


f#=1 v=1 
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eine quadratische Form von p Veriinderlichen, deren reeller Theil positiv 
und deren Determinante von Null verschieden sei. 

Ersetzen wir darin die Veriinderlichen durch x, + y, (u=1,2,---p), 
so schreiben wir symbolisch 


p(c+y) ~ 22% + (+4) (2% +H) 


9(2) +2 DS) Det Cu %eY 


Ferner seien 9, 92---9p, hy hy-++h, reelle Zahlen, von denen wir 
vorlaiufig voraussetzen, dass nicht gleichzeitig alle Zahlen der einen oder 
der andern Reihe ganzzahlig sind. Wir bilden dann die p-fach unend- 
liche Reihe 


Pp 


22i =m hy 
e bo 
m™ P(g -+m)* 


worin die Summation tiber alle ganzzahligen Werthe der Indices m, von 
— co bis + oo zu erstrecken ist. Dabei sind die Potenzen 


= log g((g + m)) 


p(g+m)? =e? 
durch die Festsetzung eindeutig definirt, dass der imaginiire Theil von 
log p(g+m) zwischen — t und + *. liegen soll. 

Die Convergenz derartiger Reihen lisst sich im Anschluss an die 
bedeutende Abhandlung von Eisenstein iiber die elliptischen Doppel- 
producte (Crelle, Bd. 35) leicht entscheiden*). Eisenstein beweist darin 
folgenden Satz: 


Bildet man mit Hiilfe von p* reellen Constanten a, (u,v =1, 2, ---p) 


die linearen Verbindungen der Indices m, mg - - - m,: 


W, p= Ay My + Ayg My H+ ++ + Ayy My U=1,2,°+-p 
und sind ¢, ¢--- Cy weitere reelle Zahlen, so convergirt die p-fache Reihe 


1 





a? 


~~ ™ [Mi +4)? + (+e)? +--- + MO, +¢ ¢,)*]? 
oonent der reels Theil von s grésser als p ist. 


*) Vel Kronecker, Zur Theorie der elliptischen Functionen XX. Berl. Sitzungs- 
berichte 1890, S. 104. Picard, Traité d’analyse Bd. 1, S. 269. 


Mathematische Annalen. LVI. 34 
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Wir wenden auf die quadratische Form g(x) = pg Cuy%,%, eine 
lineare Transformation mit reellen Coefficienten an, durch die der reelle Theil 
derselben in eine Summe von Quadraten verwandelt wird. Sei dieselbe 


Ky = Oy Ly + Oy g%y + +--+ Ay yLp, = 1,2,---p 


p(x) = Xi + X+- -+ Xp + tv(X), 


so ist also 


folglich 

p(m+g) = (w+)? + (wy+ey)? +--+ + (w, +6) + io(w+e), 
worin 
W,, = Gy, My + G9 Mg +-+-+ Ay,» My » 
C, =O. + yeGe to'' FAI: 
Dann ist aber : - = evs 

mod p(m +g) > (w,+6,)” + (0, +64) + +++ + (Wy +e)? 

und daraus ergiebt sich, dass unsere Reihe unter derselben Bedingung 
convergirt, wie die Hisenstein’sche, also sobald der reelle Theil von s grisser 
als p ist. 

Wir diirfen also in dem so begrenzten Gebiet die Reihe (1) als Defi- 
nition einer Function von s: 


Pp 
ani Sm, hy, 
e° e=1 
ODS 
™ ™ Q(m+g)? 
ansehen und bezeichnen sie als Zetafunction p*” Ordnung mit der ,,Charakte- 


| 
ristik“ HW und den ,,Moduln® c, ,. 


19, Ig °° 9 
9 Z| 1 “3 P 
(2) |h, h, .-.h, 





Es ergeben sich hieraus sofort die Relationen: 











—h» —%»°**) — Ip . Wy 929°**» Ip 
z| h,, hh gfe *Flia —s ~1,|® 
1? oe” *s p | = 'p 
ee _ ne. ee 8 
i—Sas Ss *'s | % Ig Ip 
so 4 Ome, a... [O 
[ae “eS f |My Ag ess hy 
9; 9g*** g “+g, | lg Jo °°'G, °° G9 
ue Pl. 1 #2 “ P 
Zi UE Oe ie) ee, eee (s), 
(3) 1 "2 7 ’ pi .. = “ pi 
ld, G.°** 9 +1,+--g,| ——" | 9; Gg°** 9 s9 9, | 
zi, ca? 2 pm Zi a a | O- 
| A, hy--- , eve | | Ay Ng oss he | 
Fiihren wir an Stelle der Indices m, m,---m, neue Summations- 


buchstaben », ”,---», durch die lineare Substitution ein: 


1, = Oy, M, + Hy, My +--+ + HM, (u =1,2,---p), 





P) 
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worin die a ganze Zahlen bedeuten, deren Determinante gleich 1 ist, so 
erhalten wir folgende Transformationsformel fiir die Zetafunction: 
Es ist 


(4) z | 4 (),=Z if | (s)ys 


wenn die Charakteristik der neuen Zetafunction durch die Formeln 


P P 
(42) Iu een Ie» hu =>) eur, 
x=1 x=1 


und die neuen Moduln durch die Formeln 


(4b) Cue =>) >) inp tas Goa 
x a 


bestimmt werden. Darin bedeutet a/,, die zu a, gehdrende Unterdeter- 
minante der Determinante » 4 H My My +++ Gy, = 1. 


Es bildet also die Zetafunction im Sinne Kronecker’s eine Invariante 
der durch die Gleichungen (4a) und (4b) definirten Aequivalenz. 


g 4. 


Um die Zetafunction iiber den Convergenzbereich der p-fachen Reihe 
hinaus fortzusetzen, stellen wir sie durch ein bestimmtes Integral dar, 
und zwar erhalten wir ganz ihnlich wie in § 1 mit Hiilfe des dort an- 
gefiihrten Integrals (3) die Formel 








ane 8 92°**Ip 
(1) a * r(3)z hy hgh, (8), 
® — 229 ((g+m))+22i Xm, h 
- fav" Se ?*. 
0 ~ ™p 


Hier steht unter dem Integralzeichen eine p-fach unendliche Thetareihe 
mit den Moduln 


Oyy = — Mlyy* 2, 


welche bei unserer Annahme tiber die quadratische Form g innerhalb der 
Integrationsgrenzen unter allen Umstiinden convergirt. Sie wiirde nach 
der Schreibweise der Herren Krazer und Prym (Neue Grundlagen einer 
Theorie der allgemeinen Thetafunctionen) mit 


—2Ht S94 hy 


@ r g|n 2° 


9, 
Rt O10- 10. 








34* 
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zu bezeichnen sein. Um jedoch die Abhingigkeit von der Integrations- 
variablen z hervortreten zu lassen, schreiben wir 


—229((9+m))+ ani S'm, hy ii . 
a on @|%1 92° °° % 

eS 2 z" i a ae }(, 4p 
m, Mp P 


und haben dann 


ao 


-> 8 | gy°**9,| saa . =r 
a (5) 21 | Or af as-s a 
1 





9°°°9 | 
h | Or Dg 


— i. ee) 
+ fae Hag 


° 

worin das erste Integral fiir jeden complexen Werth von s giiltig bleibt. 

Auf die Thetareihe im zweiten Integral wenden wir die reciproke Trans- 
formation 








0 o| 1 0 0 
0 o 1 

0 0 o| 0 0 1 

—1 0 010 oO 0 

0—1--- 0 0 0 

0 O---—11/0 O--: 0 








an. Die Transformationsformel lautet*): 


— 220i Sahu | 
e ke h A, o> h_ | 1 
(0, 2), = > —o|_ 3 a ct (0, =) 
= % —9 Ip! ® 
z* Va 


Darin bedeutet A die Determinante der Form g: 


(3a) A= >+ C11 “on * * pp» 


deren Quadratwurzel mit positivem reellen Bestandtheil anzunehmen ist, 


und die Thetareihe auf der rechten Seite ist mit der zu g reciproken 
Form**) 





(3) @ 





9, 92°** Ip 
hy hy--+h, 





*) Vgl. Krazer und Prym a. a. 0. S. 88. 
**) Nach der Bezeichnung von Herrn Frobenius. 





rt. 


st, 
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I= S Sours 
. . “ Y 
zu bilden, worin 


, 1 0A 
(3b) "th, 
Mit Hiilfe dieser Transformationsformel, welche natiirlich die Verall- 
gemeimerung der von Riemann benutzten Cauchy’schen Formel 
+0 . a 
: a. ~s 2° 2 


darstellt, erhalten wir jetzt, wenn wir noch in dem zweiten Integral oben 


+ an Stelle von z einfiihren: 


wo 


cae eer ae —_—— eee 
x ir(g)z|e Sl oy— face i 


1 


—22i S ou hy ” 
“ 





oder 


—nz9((g+m)) +27: mu hu 


(4) a ?r(s 5) Z|8| ep =f g? ‘>. 2° H 


mm 
—22i g 
= ee 
—22D((h+m))—22i Su Ip 


fuel 2 


und diesen Ausdruck betrachten wir als iaiiint der allgemeinen Zeta- 
function bei unbeschrankt verinderlichem s, solange nicht gleichzeitig alle 
Zahlen g oder h ganzzahlig sind. 

b= 1,2,--- ?) 
v=1,2,---p)? 
so erhalten wir mit Benutzung bekannter Determinantensiitze die Formel 


Setzen wir p—s, hu, —Ju, Cur an Stelle von 8, gu, hy, Cur ( 





(5) Fr (sZt Fle, 
-2ni Sohn 
e we -*= (p—s A, igs hy 
—" ya au rey )z —9; ~9,---—g,|@-Me» 


deren Inhalt man auch durch den folgenden Satz ausdriicken kann: 
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Der Ausdruck 


ai Souru $ 8 %°°°9 | 
a 1 
VAe « + *r(s)z[e il, 
ist eine Invariante der Aequivalenz 


, u=1,2,---p 
(s, Jur "ws Cur) wis (p—s, Iuy — Gus Cur) oa nie 


Es lasst sich jetzt ganz ahnlich wie in § 2 zeigen, dass dieser Satz 
fiir alle Werthe der reellen Zahlen g und h bestehen bleibt. Wir haben 
nur wieder, falls alle Zahlen g oder h gleichzeitig ganze Zahlen sind, die 
obige Integraldarstellung der Zetafunction so zu modificiren, dass die 
Integrale fiir alle Werthe von s stetig bleiben. Dabei geniigt es, in Folge 
der Relationen (3) des vorigen Paragraphen, die Zahlen g oder h gleich 
Null anzunehmen. Wir erhalten dann fiir diese Fille folgende Integral- 
darstellungen der Zetafunction: 


1) Alle Zahlen h,---h, gleich Null. 


ao 
8 


-4 ig| 2 
= *0(3)2|5| Oe vaaop t ie dee S., Ps paoraen 
1 


ao 


1 a — 23D ((m))— 227i MI 
+i ave me 


m™ My 
1 1 


2) Alle Zahlen g,---g, gleich Null. 


P ’ , 8 , —H2Q((m) +221 Sm, hy 
—~Trl2\ 7) le) -—2 a" he ile 
Fir(elio-—t fad yen s 
¥ ™ My 
+t fa dz-z ad “>. a AzP((m+h)) 
1 


Mm 


3) Alle Zahlen g,---g,, h,---h, _ Null. 


Z\8\@—= = 


= ™p g(m) 7 


= *1(3)2|8|6- ya jtafoe ?-7-~ 


m 


+ af eet 5 Pa e- #2 B((m)), 
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Dabei deutet der Accent bei den Summenzeichen an, dass die Combination 
m, = 0, m, = 0,---m, =O beim Summiren auszulassen ist. 
Nach den vorausgegangenen Entwicklungen kénnen wir jetzt folgende 


Kigenschaften der allgemeinen Zetafunction p‘* Ordnung feststellen: 


file 
gleichzeitig ganze Zahlen sind — ganze transcendente Function von s. 
Sind alle Zahlen h ganze Zahlen, so wird die Zetafunction nur fiir 
s=p zur ersten Ordnung unstetig und es ist in der Umgebung dieses 
Punktes: 


ae wes 
Die Zetafunction Z | *? | (s) ist — solange nicht alle Zahlen h,---h, 
Pp 


P 
z/¢\ (3) _ A : am +o+¢ (s—p) 4.6. 
ih p\ s—p ” . 
var (3) 
Alle Zetafunctionen verschwinden in den Punkten s = — 2, — 4, —6---. 


Fiir s=0 verschwinden die Zetafunctionen jeder Charakteristik, ausser 
wenn alle Zahlen g ganze Zahlen sind. In diesem Falle ist 
i a) —2ai Sy hy 
Zi |O=—e ” , 
Fiir specielle Charakteristiken kann identisches Verschwinden der Zetafunc- 
tion eintreten, und zwar nicht nur fiir jeden Werth von s, sondern auch 
fiir alle beliebigen Werthe der Moduln ¢,,. 
Wir begniigen uns, folgende Siitze anzufiihren: 


Seien die Zahlen g,---g,, h,---h, entweder Null oder > und derart 


gewahlt, dass 
4 > Ili = 1 mod 2, 


so verschwindet die Zetafunction identisch beziiglich des Argumentes s 
und der Moduln ¢,, und zwar in der Weise, dass immer zwei Glieder des 
zur Definition der Zetafunction dienenden Reihenausdrucks sich gegenseitig 
aufheben. 

Die angegebenen Charakteristiken sind natiirlich diejenigen der wn- 
graden Thetafunctionen, der obige Satz kann aber leicht ohne Zuhiilfe- 
nahme der Lehre von den Thetafunctionen abgeleitet werden. 

Kine nothwendige Ergiinzung dieses Satzes ist der folgende Satz: 

Es giebt ausser den angefiihrten keine anderen aus rationalen Zahlen 
gebildeten Charakteristiken von der Art, dass immer zwei oder mehr 
Glieder des Reihenausdrucks einander aufheben. 
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§ 5. 

Wir wenden uns jetzt zu einer eingehenderen Betrachtung der Zeta- 
functionen zweiter Ordnung, die wegen der schénen ihnen gewidmeten 
Untersuchungen Kronecker’s*) ein besonderes Interesse beanspruchen 
diirfen. 

Kronecker beschiftigt sich nur mit Zetafunctionen, bei denen die 
Zahlen g, und g, Null sind, und er lést die beiden folgenden Aufgaben: 


Erstens bestimmt er den Werth von Zi, : le fiir s = 2. 
ee 


Zweitens bestimmt er die Constante c, in der Reihenentwicklung 


z\$ NO a ar 


Wir nehmen zunichst die ci einfachere, Aufgabe in Angriff. 
Wir legen dabei in etwas verinderter Bezeichnung der Zetafunction die 
quadratische Form 


— + ¢ + ¢,(s—2)+---. 


(1) p = az? + 2bry + cy* 
za Grunde mit der Determinante 
(2) A=ac—}b’. 


Soll der reelle Theil dieser Form (bei reellen Variablen) positiv sein, so 
muss sein**): 
(3) (a) > 0, (c) > 0, 
(a) (©) — OF > 0. 
Wir bezeichnen ferner mit @, und w, die Lésungen der quadratischen 
Gleichung 

az*+ 2b2+c=0, 


also 
b iVA b ‘VA 
Ks lasst sich dann leicht zeigen, dass — bei unserer Voraussetzung iiber 


die Form g — die reellen Theile von iw, und iw, entgegengesetzte Vor- 
zeichen haben. Wir kénnen also das Vorzeichen von VA so festsetzen, dass 


(5) (t@,)<0, — (é@,) > 0 
ist. Es geniigt zu diesem Zweck, das Vorzeichen von YA so zu wihlen, dass 
(¥4)>0 


*) Kronecker, Zur Theorie der elliptischen Functionen. Berliner Sitzungs- 
berichte 1883—1890. 
*™) Wir bezeichnen mit (a) den reellen Theil einer Grisse a. 





(9 


1- 
n 


ie 


ie 
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wird. Dadurch wird dann auch 
("*)>0. 
Wir haben jetzt fiir die einfachste Zetafunction zweiter Ordnung 


© — z(\o-3— 


s 
m ™% (am? + 2bm,m, + cm})? 





die ee 


(7) x : r(F loo |p - fins s “( Oo entetmmtonn 1). 


Fiir die hier vorkommende zweifach unendliche Thetareihe, oder vielmehr 
fiir die allgemeinere 


S S 
(8) (0, 4), 
one > i 


m mM, 
leiten wir eine Transformationsformel ab. Schreiben wir namlich 


10, 2) PL —naz [mat > (m+o | — SA emtapeiaind tininh 





a|% - 





so kénnen wir die i nach m, als Thetareihe erster Ordnung be- 
trachten und haben dann mit Benutzung der in § 1 eingefiihrten Bezeichnung: 


9 | 4 e (0, 2) a e-A(m+ oR +Iximh 
b 
(0,2), - penn 9, + — (ms + Ge) 
1 


Es ist aber in Folge der in § 1 angegebenen reciproken Transformation 
(0,az) =° 6 


1 
(0, a) 

Vaz az 

—27ig,h Ld ;2 ; 
e am — — (m, +h, P— 272i — (m, +h) (Mm, + 9.) —2atim, gy, 
i ye az a 
Vaz 
my, 


und wir haben somit die folgende Transformation der zweifach unend- 
lichen Thetareihe: 


(9) 


|% r (0, az). 














b 
—27ig,h,—2mi — hy (ma +92) 
0 +— 2 (ms +9:) 4 














1 
b 
—A— a (ms +92) 


4 





as = 








"100, 4)y 


e 2nig, hy > > eee (m, +P — md — (My + J? — 2a: a (m, + hy) (my + Gq) — 2PAim, g, + 2aim, hy 
Ca i , 
Vaz 


™m MM, 
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Diese Thetareihe convergirt, ebenso wie die urspriingliche Reihe (8) fiir 
alle positiven Werthe von 2. 
Auf die in Formel (7) auftretende Thetareihe angewandt ergiebt dies: 


ents m,? — oof, 2—3ni- m n 
em %2(am,*+ 26m, m,+em,?) 1 > ye as . . . 
a D° Vaz 
mm My 


m MM, 





Spalten wir hier von der Reihe auf der rechten Seite zuerst die Glieder 
ab, bei welchen m, = 0, dann die, bei welchen m, = 0 ist, so erhalten wir 


a “ ~ 824 as 
> > — m2p((m)) — _* — Se az ” > ae ¢ e 24 
Vaz va 


™m 


—_ >> - = m?- 4 ap- ai mm 
a 


™m M, 





worin die Accente andeuten, dass die Summationsbuchstaben nicht den 
Werth Null annehmen diirfen. 
Nun ist aber in Folge der in § 1 benutzten Transformationsformel 


n @ 
== aa 2 
1 ye a 5 aeamaiae =142 > <tr, 
> 
Vaz ' 
my, m n=1 


folglich ist 
x nmzd 


> 2) em 72(am,? + 2bm, m, +em,?)__ |] — 2 x one + a a » 


n=1 


22ib 
= m2 = S245 -—— mm, 
> >" e az a a@ ; 
+o & 





Dies fiihren wir in Formel (7) ein und erhalten sogleich den Ausdruck: 


(10) « *r/( 5) Z {0 0 | Oe el ) &(s) 
+3. (3) x? r(*)g6-1) +R, 


worin natiirlich £(s) die Riemann’sche Zetafunction bezeichnet und 


ao 
22ib s-1 aA am,? 
”  — mn, — -1 —-— n2i- — 
(11) “See é 7 ‘ * face ar “ ws 
a 
™ m, . 


0 
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Fithren wir hier = m§z an Stelle von z als neue Integrationsvariable 
ein, so wird 


~ 1 a ae 
Ce iad 
0 


my mM np? 





Die hier auftretenden Integrale sind von der Form 


oo 


t 
(13) fare 2 


0 
es ist aber vielleicht nicht iiberfliissig zu bemerken, dass der Integrations- 
weg keineswegs die Axe der positiven reellen Zahlen ist, sondern eine 


Gerade, die den Nullpunkt mit dem Punkt . verbindet. Damit die 


Integrale existiren, muss der reelle Theil von 4 positiv sein, was jederzeit 
erreichbar ist. Dann behalten aber die Integrale fiir jeden Werth von s 
ihre Giiltigkeit. 

Die Integrale (13) lassen sich durch Bessel’sche Functionen aus- 
driicken, was wir jedoch hier nicht weiter ausfiihren wollen. Vielmehr 
benutzen wir eine schon von Kummer*) angegebene Umformung, namlich 


a ao 


: wrt gtatt 70, 2VF 1 , 
(14) fire Same Vat : fesse 3 e~#2Vi 
CH) y 


worin der reelle Theil von Yé positiv zu nehmen ist. 
Hiermit erhalten wir: 





ao 


2nib @nVA4 8 4nV4 : 
32 ‘ . - San eit fang gM, 





worin wt m,| wie iiblich den absoluten Werth bezeichnet. Liisst man 
hier m, und m, gesondert die Werthe von 1 bis oo und von — 1 bis 
— oo durchlaufen, so zerfallt R in vier Doppelreihen, die man paarweise 
zusammenfassen kann. Dabei treten, wie man sofort sieht, in den Ex- 
ponenten vor den Integralen die oben eingefiihrten Lésungen w, und a, 
auf, und wenn wir 


*) Kummer, De integralibus quibusdam definitis. Crelle, Journal Bd. 17, S. 232. 
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(15) a-, goons 
setzen, so sind nach (5) die absoluten Werthe von q, und q, stets kleiner 
als Eins. 


Gehen wir jetzt auf Formel (10) zuriick, so erhalten wir folgenden 
Ausdruck fiir unsere Zetafunction zweiter Ordnung: 


CS) 
r(3) 


git! x =} a 
PE > Sn cay fareren e a 1% 
a "(et ) eres e 


0 


10 0 


(16) Z|) 5] (Dy — HOT a” 








Hiermit kénnen wir aber die im Eingang des Paragraphen gestellte Auf- 
gabe, den Anfang der Reihenentwicklung in der Umgebung des Punktes 
$= 2 gu finden, leicht lésen. 





Fiir s = 2 haben die Integrale den Werth inva —— und die nach 
mw, genommenen Summen lassen sich ausfiihren. 
Ferner ist 
£(2) == 
und es gelten in der Umgebung von s=2 die bekannten Reihenent- 
wicklungen: 
s—1 
“+ 
) 
(4) -Vslt+5 log (3 ) ++], 
r 8 
) —Vx[1 —(¢—2) log 2 +--+, 
(3) 
. 1 
&(s—1)=—, +7+- 
worin 


y = 0,57721566 - - - 
die Euler’sche Constante bedeutet. 
Damit erhalten wir schliesslich aus (16) iibereinstimmend mit Herrn 
Weber*) in der Umgebung von s = 2: 





% Wober, Math. Annalen Bd. 33, 8. 395. Vgl. Franel, Sur une formule 
fondamentale de Kronecker. Math. Annalen Bd. 48. Bei Kronecker (Berl. Sitzungs- 
berichte, 1889 S. 135) lautet — in unserer Schreibweise — das dritte Glied 


.™ (4): 
ya © \2A 








on 
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17 li lo 0 i a 2a ) 
an) tim (20 0o| Oe Fea 


Qay Qe, TI . . 
-* + Vat ya 8 (Ga) — ya vel [o-s ) (1-4). 
oder mit Einfiihrung der Function 
1 oo 
4(@) = “][o —¢") 
. 00 _ 2a 2ay , e a Qa me 
lim (Z|, | @p— = 3)~ + og (; x) ya log 4(@,) 4(—a,). 


VA— V4 ya" 


Die Formel (16) liefert aber auch die Werthe der Zetafunction fiir 
s=4,6,---, denn die Integrale auf der rechten Seite lassen sich fiir 
diese Fille auswerthen. So erhalten wir 


oe 


00 | (4),= int at 703) +4 A = [¥(a) +¥(q)] +7 a «(x (1) + 2(4)I, 


worin 


e Qn 
” > qd 
¥(q) << vu—¢?’ 
= Qn 
= > | i 
1(9) — n®(1—q*”) 


§ 6. 
Nach den Entwicklungen des vorigen Paragraphen liisst sich die ent- 
sprechende Aufgabe fiir die Function 


4a) zt? 4 ->> 8 ti (mh, +m ha) - 


2 
m ™e (am? + 2bm, m, + em) 








unschwer erledigen. Wir diirfen dabei die Zahlen h, und h, zwischen 
Null und Eins annehmen. 
Auf die in der Integraldarstellung 


xr (t)z )z|° 10 0 2 | @e = fae (oly 2, |r #p—1) 


auftretende Thetareihe wenden wir die Transformationsformel (9) an und 
erhalten ganz ahnlich wie oben 
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0 0 — |] = : — Hazm,? +2nrimh, 
olf £[o0,—1= Dy erencenen 
™ 


4 22ib 
1 6 = (mt hyp — 7X mp ——2— (m, +4,)m, + Bim, 
+> D ° 
™m mM 


wobei in der ersten Summe der Werth m, = 0, in der zweiten (Doppel- 
summe) der Werth m, = 0 auszulassen ist. 
Wir erhalten damit 





(2) = 0(S)Z|n [Oem r(Z)Z|, (+R, 
a 
worin die Zetafunction erster Ordnung 


, er zimh, 
[OD * 


m (m?) ; 





auftritt und 


s—1 


nm azd 
R= ie as g? ee - 


‘ ah ‘ ‘ j 
Hier fiihren wir wieder —~ mz als neue Integrationsvariable ein und 





wenden dann auf die Integrale die Kummer’sche Umformung (14) an. 
Dann erhalten wir 


~ Je [(m,+h,)*}® = 7 ce et hym anVA 
e*r(5) * 





| (mm + 4) Img | + 22d IM, hey 





@ 


Si ~12V4 in +h,) ma] 2 
_fesceres * li iataitieaaatll 


0 


R spaltet sich in sechs Summen, wenn wir zuerst die Glieder mit m, =0 
fiir positive und negative Werthe von m, zusammenfassen und dann m, 
und m, gesondert die Werthe von 1 bis co und —1 bis — oo durch- 
laufen lassen. Dabei treten wieder die Grissen 
a= en, de = e7 Zia, 

auf und ferner die Verbindungen 
(3) hy + h,o, = u,, 

hy + hy @y = Uy 








| - 


a. 


l- 


+ |> hs-1(e2xinin4 -2ainy) J de(e+ 2%)? “ a. 
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und wir erhalten den folgenden Ausdruck, der der Formel (16) des vorigen 
Paragraphen entspricht: 


Zz 





h, help = 2/3, | 
a” 


wo 


4nV4 
2° x* V. 


hynz 





n= 


- gays 
a? r(5) 0 


@ @ De _42V4,, . 
+ » Ba (, +h,)*~ 1(g2™ 27 imam 4 g2% Mer 2M Ma) dz(e+2*)? ‘. a mth) 


m=1n=1 9 


ow @ ’ /- _4aV4 ail 
+ a » (my —hy)?~ 1 (gq? "em Fimars + G2% Me? #iMa Ma) da(z+2*)? . a (m — hy) ny, | 
nm =1n,=1 0 
Nehmen wir jetzt s = 2, so ist 


Zz x (2) =2 > — = 2a! (lth, + =) 
n=1 





ferner lassen sich die Integrale und die nach », genommenen Summen 
auswerthen. Wir erhalten dann 





0 0 Qn? 1 
Z\i, n, | 2e= ~=. (ht —h, +5) 
-= —e®7im) (1 —e~ 247i . —gire2tim)(] —g2re-2tin 
Vi kes e*7'%)(1—e )+ Dost gine*i4)(1—gine ) 
+ za log(1 — gre 27im) (a ~aren } 
n=1 
Nun ist 
log (1—e**™) (1—e~ 27%) = log (4 sin xu, sin wu) + xi(u, —U%,) 
und . 
U, — Uy = h,(@,—@,) = 2ih, = 
also 
« hy hy (2)y= == (i+ 4) oe 7a 082 sin a, [ [ 24)" cos2au, +44") 
1 








wu . = 
— —— log? 1—2q3" cos2au 4 
Yi og 2 sin xu, [I (1—243" cos2auy +93") 
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und hier kénnen wir durch 


1 a , ao 
&(u,@) = 2q* | [ a—«) - sin auf fa —2q*" cos 2xu + q*”) 
1 1 


und 
-*, a 
38 


=q ®y(@) 


T[o-2 


1 (2 x3 


die elliptische Thetafunction einfiihren und erhalten schliesslich, wenn wir 
noch beriicksichtigen, dass 





log a, + log q, = 2i(@, —a,) —— 2a V4 


ist, die wichtige Kronecker’sche Formel: 


0 0 22? @(u,, @,) F(u., — @,) 
4) Z 2), = — = leg (2s) — —— log SS 
( ) " h, \( Q a hy 7 g ( ) Va "ehatee.—al ? 
oder in der aah erseen Kronecker’s*): 


4 (2), = = Va 8 A(hy, hy, ©, — @g). 


Auch hier fihrt die Benutzung va Function 4(@) zu einem etwas ein- 
facheren Ausdruck, naimlich 


0 0 _ 22% 2 F(U, , @,) FU, — @,) 
Z\5, >| @e= @ “ 7 es 6 7 (@,) 4(— @,) 








§ 7. 
Wir kénnen die eben abgeleitete Formel von Kronecker dom benutzen, 
(8)g 
im Punkte s=2 zu bestimmen, wenn -die Zahlen g, und g, ‘selicbige 
rationale Zahlen sind. 


Wollen wir zuerst die entsprechende Aufgabe fiir die Zetafunction 
erster Ordnung lésen, so handelt es sich hier um die Bestimmung des 
Functionswerthes fiir s = 1, also um die Reihe 


2aihm 
9g as : ane 
5 2{t]o~ S55, 
wenn darin g rationale Zahl, also etwa 


um den Werth der allgemeinen Zetafunction zweiter Ordnung Z y a : 4 





g=7 (y<r) 
ist. Wir kénnen dabei y von Null verschieden annehmen. 


*) Kronecker, Berliner Sitzungsberichte 1889, S. 53. 





ir 


l- 
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Wir gehen aus von 


, 0 1 gttihm : 
(2) Z|; | (1) = 2 Tay ~~ 2 log (2 sin ah), 
verstehen unter @ die + Einheitswurzel 
Sat 
(3) q=e’, 


unter v irgend eine ganze Zahl und haben dann offenbar 


’ em” er zihkm 9 

A a ey 9 si —). 

Ps Tm] 20 log 2 sin x (h+ =) 
me 


Summiren wir hier nach yv iiber ein vollstindiges Restesystem mod 7, so 


sind die Summen > o”“-” simmtlich Null, ausser wenn m— y durch r 


theilbar ist. In diesem Falle haben sie den Werth r. Wir finden also 


ral 


six 


2aih(mr+y) 


| y | 
r> aes _ enter Z| | (1) =—2_» 0°’ log 2 sin a(h+—), 


m v=0 
r-1 
woraus sich leicht ergiebt, weil Se" = 0 ist: 
v=0 
Y r-1 
; alll 
(4) Z 4 (1) =— 2> o-@ +h)y log sin sOt) " 
v=0 








In iihnlicher Weise behandeln wir jetzt die Zetafunction zweiter Ord- 

nung fiir s= 2. Es seien 

n=O, % =", 
worin y, und y, ganze Zahlen sind, die wir kleiner als die ganze Zahl r 
und wenigstens eine als von Null verschieden voraussetzen diirfen. 

Wir setzen in der Formel (4) des vorigen Paragraphen fiir die Zeta- 
function auf der linken Seite die Reihe und haben, wenn wieder y, und », 
irgend welche ganze Zahlen bedeuten 

, en ti(m hy + mtg hy) 
P a Qe" (m, — 1) + ¥2(™_— Yo) . i 
am? + 2b m, m, + em 


™m Mg 





‘ 2 2 2 2 
= om rt +272) = (i, + *) i avi log 2x 


we elo a) 


7 i 
va #' (0, ,)3 # (0, — @,)3 


Mathematische Annalen. LVI. 35 


b 4 





Pau Epsren. 
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Hier summiren wir nach vy, und yv, iiber _Vollstindige Restesysteme 
mod r und erhalten fiir die linke Seite 
- eri (rm, + 7,)h, + LHI (rm, + Ya)hy ates , fs 
Mi(Y, Ay + Yo he 
i 2 2 em m, + ¥,)?-+ 2b(rm, + ,)(rm, + 7,) + e(rm, +7,)* ee asili mi Z| rh, rh, (2), 
und haben somit nach einiger ‘Ueberlegung folgende Ergebnisse: 
1) Ist y, von Null verschieden, so ist > o- *%%2 =, also 
ts Ys | 
r ¢ | ¢ 
©) 21 i, hy |e 
r—-1l r-1 
. sil u, +», + 7,0 u v. 
—— TED = oth) Cathars log 9 (“ mal o,) g (tte, —a,). 
¥,—-0 %=0 
2) Ist y,=0, also jedenfalls y», von Null verschieden, so _ ist 
r-1 
> enn = 0, also 


a 0 oa? 
n, | Ay = ar (2h, C, + ¢) 








oe” hy Zi, 


r-1 r-1 
—a,), 


53} Seconigo (842842, : o,) ® (tee 4 2, 


¥,=0 1,=0 


worin 
r-1 


r 
= ‘a — a, 


par 





ye . 2Qre 


= > vig7 hh = — =° 
_ ee 
<=, rs (e ) 


Diese Formel lasst sich durch Ausfiihrung der nach », zu nehmenden 
Es ist namlich 





Summe vereinfachen. 


r-1 


(6) TT? (u a ; w) =. — o- our, re), 
folglich = 
> Soun log? (tee + **,0) -> eo" log i (u+ y,0, ra), 
y,=0 


%,=0 %=0 











| 


-«). 
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also haben wir schliesslich 

ro | 

- 

hy he | (2), 





(7) oe” hy Z 
r-1 


2 2 
- — (2h, ¢,+¢)— 7 >on log # (u, + v@,, 7@,) F(U,+ va, —Ta@,). 
v¥=0 


Die Formeln (5) und (7) lassen sich verificiren, indem man sie in die fiir 
jedes s geltende Formel 


r—-1 r-1 1 


> > er Ai (Niki t+ Yee) Z 


n= y.=0 


0 0 


(p= "2 a hy |e 








las 


einfiihrt und neben der Gleichung (6) noch die folgende: 


r=% _ oars 1) nloy 
ee ce ) 

(w+ —g ) at le niu(r Yq (2) #(u, =) 
v=0 r -) 
benutzt. 

Die eben abgeleiteten Formeln sind ebenso wie die Formeln Kronecker’s 
unsymmetrisch in den Constanten g, /, a,b, ¢ der Zetafunction. Es ergiebt 
sich aber aus der Invariantennatur der Zetafunction ohne Weiteres, dass 
diese Formeln ungeiindert bleiben miissen gegeniiber der Aequivalenz: 


(9; Jo hy hy AD 6 @, Gy Uy Uy) ~ (Gg Jy hg hy 6b a @ eg Uy US) 


wo 

‘ rs. a 1 ” b iva 1 
dundee ace ena aa <. eS ee eS. 

€ @, c c @, 

U . uU 
m= h4tho=—~, w= htha=——.- 

@, a, 

§ 8. 


Die in den letzten Paragraphen gegebene Ableitung der Siitze Kronecker’s 
iiber die Zetafunctionen zweiter Ordnung beruht auf einer bestimmten 
Transformation der zweifach unendlichen Thetareihe. Wir kénnen diese 
Methode ihrem Wesen nach unmittelbar auf Zetafunctionen héherer Ord- 
nung en es geniigt dabei, wenn wir uns auf die einfachste 


Charakteristik |, : ae. beschriinken. Es handelt sich also um die Zeta- 


function 
@.-+@ . 
(1) Z\5.-0/@p= > ay maar 


my my @ (m) 2 
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worin 


em) = >) Semm,. 


“=1 v=1 
Wir wollen diese Function etwas einfacher durch 
Z')(s), 
bezeichnen und haben also nach § 4: 


Q) 2? r($) 2s), = fae (2-2--- \) 
My 
0 


m 


Von der hier auftretenden »-fach unendlichen Thetareihe giebt es eine 
Reihe von p linearen Transformationen, die wir ihnlich wie in § 5 ableiten, 
indem wir die Summe nach g Summationsbuchstaben m, ---m, zu einer 
Thetareihe g‘* Ordnung zusammenfassen und auf sie die reciproke Trans- 
formation (§ 4, Formel (3)) anwenden. 

Die letzte Transformation in dieser Reihe ist natiirlich die reciproke 
Transformation selbst. Man erhalt dann fiir die q‘° Transformation*) 
folgendes System von Formeln: 

Es bedeute A, die Determinante 





(3) 4,= > H C41 Cog °° * Ogg 
und es sei 
@_ 1 2, arene 
(4) ea B, Deg’ x, A= 1,2,+°°q 
dann ist 
: a 
6) Si Deen 1. Fh. SEN Encore 
m, Mp V4, 4 2 m™m Mp 

worin VA, mit positiv reellem Theil zu nelimen ist und ferner 

y(m) bilineare Form von m, m, - -- m,, 

9, (m) quadratische Form von m,---m,, 


Y_(m) quadratische Form von m,,,---m,. 


Und zwar ist 


q? P g 
(6) v(m) -> » d,,,M, m,, wo d,, — ps a C,, v? 


a=1 v=q+1 x=1 
qg + 
( 
(7) (om) = SS) cl? m, m,, 


ue=1 v=1 





*) Es ist die Transformation 7,,,(q) nach der Terminologie der Herren Krazer 
und Prym. (Neue Grundlagen ... 8S. 86.) 
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qg g 
= (9) 
(X) qa ((m)) 7  . CuyM™,M,, WO Cyy=Cyy— > > Con ay: 
eM=Qqtl v=qtl x=1 A4=1 


Ich spalte jetzt die p-fache Reihe auf der rechten Seite von Formel (5), 
indem ich zuerst m,,,,™,49,°**m, und dann m,---m, gleichzeitig Null 
setze. Dann wird 


> : > e- 22 ((m)) — ae 2 ore em) 
m Mp + 


my, 


a zy e- 92 ((m)) 


m™o+1 
1 >" sxivln)-= @ ((m)) — 224 ((m)) 
V4, -g2 m, Mp 
worin die Accente bei ye letzten Reihe andeuten, dass weder gleichzeitig 
m,++-m, noch m,,,---m, Null sein diirfen. 


Hier ist aber ‘ffenbar’ das erste Glied auf der rechten Seite in Folge 
der in § 4 angewandten Transformationsformel 


=, ((m)) - 
aia >: _ te >)... >) en 24m, 
m, mg 


-g2 my mg 


g g 
(9) G,(m) =>) >) Cuma, 


eal v=1 


+. 


? 


und wenn wir jetzt auf (2) zuriickgehen, so ergiebt sich sofort: 


ies) 
vs, +(3) 


2 





(10) Z'P)(s)y = ZM (8)g, 





ZP-0(s—q), + R,, 


wo jetzt 


oo 
: as ee m))— 
R= r(3 VV - >). a° e2 tip ((m)) fees 2 e + Pu ((™))— 2295 ((m)) 


gq ™ 


Diese Formel entspricht, wie man sieht, vollkommen der Formel (10) in 
§ 5. Die Function Zs), wird nur unstetig fiir s = p; diese Unstetigkeit 
steckt in dem zweiten Glied auf der rechten Seite, waihrend die Unstetigkeit 
des ersten Gliedes im Punkte g durch das gleichzeitige Unstetigwerden 
von [ AF ; 4) aufgehoben wird. Es ist also R, ganze transcendente Func- 


tion von s. 
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Wir stellen uns, wie im Falle p= 2, die Aufgabe, das constante 
Glied der Reihenentwicklung im Punkte p: 


Pp 


(11) Z)(s), = ~yar(2) = ae + +¢(s—p)+- 





zu bestimmen. 
Wir nehmen die bisher unbestimmte ganze Zahl q gleich p— 1 an. 
Dann ist zuniichst A, die zu c,, gehérende Unterdeterminante der Deter- 


minante 
= + Cy C29 pi Cop? 


also in der im § 4 benutzten Bezeichnung 
, 
A, = Gp: A, 
und aus einem bekannten Determinantensatz folgt 


/ (9) , , , _/ 
Cpp* Cuv = CppCuv — Cpu * Cpy- 
Wenn wir jetzt mit f,_,(m)) die lineare Form von m, -- - m 


(12) f,—1(m) = > Son Mp, 


ferner mit ®,_,(m) die quadratische Form derselben Grissen: 


p-1° 


p-l1 p-1 
13) ®  ,(m)) = * Gy MyM, 
4 Pp i( vy i ft 
1 1 


bezeichnen, so ergiebt sich aus (6), (7) und (8): 


mt 


(14) v(m) = — 3* f,_1(m), 
Pp 
$y (m) = ©, _4(m) — om fs (m)? 
oder auch 
— 
(15) ee 
pp 
wo 
(16) 4,. 1 = Coe® — | 
wahrend g,(m)) sich einfach auf 
m> 
(17) m)) = —;” 
/ Pp; ( ) Cy 


reducirt. 


Die Formen f,_, und ®,_, sind mit der Reciproken O(m) der Form p 
durch die Beziehung 











i 
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(18) D(m) = Cppmp + 2fp—1Mmp + Op-1 
verbunden und - me ist die Reciproke von 
PP hk See 
(19) Pp—1 (m) -> > Cura M,: 
“eal v=1 


Die den Zetafunctionen zu Grunde liegende Form muss einen positiv 
reellen Bestandtheil haben; dann ist aber auch der reelle Theil der ad- 


jungirten Form @ positiv und es ergiebt sich daraus, dass die reellen 


Theile von ¢,, und ®,_; positiv sind und auch 

(Cpp) * (Pp-1) — (fp-1)? > 0 
ist. Fiihren wir jetzt noch die Wurzeln der gleich Null gesetzten rechten 
Seite von (18) ein, namlich 


(20) olP-)) = — fp-1 r *V4p-1 oP-) = — fp-1 _ *Vp-1 
\ 1 , ri bs 2 c c >? 
PP Pp pp PP 
so haben die reellen Theile von iw(?-") und iwf?-" entgegengesetzte Vor- 
zeichen und wenn wir das Vorzeichen von Va, _,; 80 wahlen, dass der 


V4, —1 


cpp 
(io) <0, G@e-%) >0. 


Gehen wir jetzt auf Formel (10) zuriick, so ist zunichst im zweiten Glied 


reelle Theil von positiv ist, so ist stets 











s—pt+1 
Zi? (s— ap, = 2epp > 6(8—P+1) 
und daher 
om r o—? ~ (8—pt1 
? 3 r( 3 ) 
(21) z09(s), = 2% * Ss (spt) +Z°-%)p, 4 + Ra, 


eG 
und es ist ai 


mam 


. — 1 
” HF fps = -1 -—=— +- —— 
>... > dz-z e€ “pp “pp* , 
r(2 a ™m My ° 


worin beim Summiren sowohl m, = 0, als auch die Combination 
= 0 


R,_1= 


p- 


m, =O0---m,_4 
auszuschliessen ist. 

R,_1 behandeln wir jetzt ganz iihnlich, wie den entsprechenden Aus- 
druck in § 5 und finden mit Hiilfe der dort angegebenen Kummer’schen 


Umformung 
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Pp 
~241 
gt-P+2 a 2* 
R,_.= 
3 8 8—p 
Co var(S)r (5? +1) 
2nim 22 4,_ 4nV/4,_1 
~ 2a >, ... ae 1 imi 7 s-p - EE 
2 ¢ ¢ . Z g2) 2 » ’ 
? >)... >) A,-i e PP fuera e ‘pp ; 
m, Mp 


Nunmehr ergiebt sich aber fiir s =p, wenn wir die Reihenglieder mit 
positiven und negativen Werthen des Summationsbuchstabens m, gesondert 
zusammenfassen 


a [poo 1) —2ninol?— 1) 
B,-1= ao? 2 > +e ) 


2 Mp — -1 n=1 
4 eriole) —22iw\P—!) 
~ log l—e 2 : 
VA r (2 ) my, My —1 


Wir haben somit schliesslich aus (21) mit Benutzung bekannter Reihen- 
entwicklungen, wenn wieder y die Euler’sche Constante bedeutet 


rol 


P 
: . 1 
lim | Z‘(s), — — — sas areas 
s=p VA r(2 ) . I 


=Z-(p)g,_, +A ald [J (-e") ar 
worin ; 
P ’ 
A= a lyr rG) + log “pp 
var(s)\ (3) ) 
Die Aufgabe ist also zuriickgefiihrt auf eine Zetafunction von niedrigerer 
Ordnung und auf ein merkwiirdiges (p—1) fach unendliches Product, welches 
eine Verallgemeinerung der Function q™ 13 4(@) = IT (1 — g*") darstellt. 


Fiir p = 2 erhalten wir unmittelbar das Kronecker’sche Resultat. 


Strassburg i. E., Januar 1902. 
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Neuer Beweis des Primzahlsatzes und Beweis des Primidealsatzes. 
Von 


Epmunp Lanpau in Berlin. 


Erster Teil. 


Neuer Beweis des Primzahlsatzes. 
Einleitung. 


Der ,,Primzahlsatz“*) lautet: Wenn x(a) die Anzahl der Primzahlen 
< x bezeichnet, so ist**) 


1 ~ L a ~ 

(1) we) i(x) lim ( (fis+ Se)~J ea 
oder, was dasselbe besagt, 

(2) a(x) ~ ——t 


Er folgt bekanntlich***) unmittelbar aus dem Satze: Wenn @(a) die 
Summe der natiirlichen stig” aller Primzahlen < x bezeichnet, so ist 


(3) o(2) => log p~ x. 


Der Nachweis dieser asymptotischen Gleichung ist zum ersten Male von 
den Herren Hadamardy) und de la Vallée-Poussin}}) unabhingig 


*) Diese Benennung entnehme ich der Djssertation von Herrn von Schaper: 
Uber die Theorie der Hadamardschen Funktionen und ihre Anwendung auf das 
Problem der Primzahlen‘, Gittingen, 1898, 8. 58. 


**) f(x) ~ g(x) soll bedeuten, dab he fiir positive unendlich wachsende « sich 


einem Grenzwerte niihert, und daB dieser hen gleich 1 ist. 

***) Vergl. die Anmerkung Herrn de la Vallée-Poussins am Schlusse der 
Arbeit Herrn von Mangoldts: ,,Uber eine Anwendung der Riemannschen Formel 
fiir die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grenze“, Journal fiir die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 119, 1898, S. 70. 

+) ,,Sur la distribution des zéros de la fonction £(s) et ses conséquences arith- 
métiques, Bulletin de la société mathématique de France, Bd. 24, 1896, S. 199—220. 
++) ,,Recherches analytiques sur la théorie des nombres premiers‘, Annales de 

la société scientifique de Bruxelles, Bd. 20, Teil 2, 8S. 183—256. 
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gefiihrt worden, unter Benutzung der Hadamardschen Theorie der ganzen 
transcendenten Funktionen und der Anwendungen, welche vordem Herr 
Hadamard*) selbst von seinen neuen funktionentheoretischen Siatzen 
(insbesondere von den Beziehungen zwischen dem Geschlecht einer ganzen 
transcendenten Funktion und der GréBe ihrer Koeffizienten) auf die Rie - 
mannsche €-Funktion gemacht hatte. 

Es ist mir nun gelungen, fiir den Satz (3) und damit fiir den 
Primzahlsatz einen Beweis zu finden, der von der Theorie der Hadamard- 
schen Funktionen vollkommen unabhingig ist; er soll im Folgenden dar- 
gelegt werden. Zwar wende ich auch die grundlegenden Sitze aus der 
Theorie der Funktionen komplexen Argumentes an (z. B. den Integralsatz 
von Cauchy) und bediene mich auch der Riemannschen §-Funktion; von 
dieser kommen aber nur die elementarsten Eigenschaften zur Anwendung. 
Insbesondere mache ich nicht Gebrauch davon, daB (s—1)§(s) eine ganze 
transcendente Funktion ist, die mit eimer geraden ganzen Funktion &(z) 
vom Geschlechte 0 in z* zusammenhingt; ich gebrauche iiberhaupt nicht 
die Tatsache, daB €(s) links von der Achse des Imaginiiren existiert und 
ziehe alle Schliisse aus den fiir R(s)> 1 giltigen Gleichungen**) 


(4) (3) = >), 


n=1 


(5) =] —-. 
Pp 


ae 


s 


(wo p alle Primzahlen durchliuft) und aus der fiir R(s)>0 giltigen 
Gleichung***) 


(6) 








wees G + - —_ ~ 5a) + = mt ; 


(6) lehrt, dab €(s) rechts von der Achse des Imaginiren eine eindeutige 
eustigtinten Funktion mit dem Pole erster Ordnung s=1 als einziger 
singulirer Stelle ist, und (5) ergibt, daB rechts von R(s) = 1 die Funk- 
tion £(s) keine Nullstelle besitzt. AuBerdem haben die Herren Hadamardy) 


*) Etude sur les propriétés des fonctions entiéres et en particulier d'une 
fonction considérée par Riemann“, Journal de mathématiques pures et appliquées, 
Ser. 4, Bd. 9, 1893, S. 210—215. 

*) Vergl. Riemann, ,,Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen 
Grésse“, Monatsberichte der Kéniglich PreuBischen Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin, 1859, 8S. 671—672; Werke, 2. Aufl., 1892, S. 145. 

***) Vergl. z. B. Jensen, ,,Sur la fonction £(s) de Riemann“, Comptes rendus 
hebdomadaires des séances de l’académie des sciences, Paris, Bd. 104, 1887, S. 1156. 

+) , Sur la distribution etc.‘, 8. 200—202. 








- -~ S&S 
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und de la Vallée-Poussin*) aus (5) bewiesen, daB die ¢-Funktion auf 
der Geraden R(s)= 1 keine Nullstelle hat; Herr Mertens**) hat jene 
Methode dahin weiter ausgebildet, daB sie fiir |€(1+7¢7)| eine untere 
Schranke liefert, in Gestalt einer wesentlich positiven Funktion von ¢. 
AusschlieBlich auf Grund von (4), (5) und (6) habe ich***) jiingst durch 
weiteres Verfolgen jenes Gedankens den (durch die neuesten, auf der 
Theorie der Hadamardschen Funktionen basierenden Untersuchungen 
Herrn de la Vallée-Poussins+) bereits bekannten) Satz hergeleitet: 
Es gibt eine positive Konstante B, so daB rechts von der Kurve 


i fir t>0, 


= me 
(log (3 + ))® 


B sis 
lem1 -1—-Gege—o° fiir t<0 


die €-Funktion keine Nullstelle s = 6 + ti besitet. 

Ich will zuniichst den Beweis, den ich a. a. O. hierfiir angegeben habe, in 
§§ 1—2 reproduzieren, einerseits um den neuen Beweis des Primzahlsatzes 
hier vollstiindig auszufiihren, andererseits, weil fiir den vorliegenden Zweck 
einige Hilfsbetrachtungen weiter zu verfolgen sind, als a. a O. nétig war. 
Es ist namlich von groBer Wichtigkeit fiir das Folgende, daB sich der 
Satz vom Nichtverschwinden der Funktion £(s) in dem Teil der Ebene 
rechts von der Kurve (7) mit elementaren Mitteln dahin verschirfen laBt, 
daB nachgewiesen 7) wird: 

Es gibt zwei positive Konstanten b, c, sodap fiir 


(7) 


s=o+ti, t210, 1-; agi SOS? 
; &(s) 
(8) Fey <emg' 





ist. 

* ke c., 8. 220—242 und 395—397. 

“= Uber eine Eigenschaft der Riemannschen ¢-Funktion, Sitzungsberichte 
der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien, Bd. 107, Abth. 2%, 1898, 
S. 1481—1436. 

**) Uber die zu einem algebraischen Zahlkérper gehérige Zetafunktion und 
die Ausdehnung der Tschebyschefschen Primzahlentheorie auf das Problem der 
Verteilung der Primideale“, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 
Bd. 125, 1902, S. 98. 

+) ,Sur la fonction ¢(s) de Riemann et le nombre des nombres premiers 
inférieurs 4 une limite donnée‘, ‘Mémoires couronnés et autres mémoires publiés par 
lacademie royale de Belgique, Bd. 59, 1899, S. 37. 

++) Von dem Stiick 0<t< 10 geniigt es fiir das Folgende, zu wissen, dab 
¢(1+¢2) nicht verschwindet, und auf negative ¢ lassen sich zum SchluB wegen 

ig(o-+ti)|=|g—ti)|, |¢(+ti| =|¢(@—ti| 


alle Ungleichungen ohne weiteres tibertragen. 
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(8) ist, wie vorweg erwahnt sei, darum eine wesentliche Stiitze meines 
Beweises des Primzahlsatzes, weil auf der rechten Seite eine Funktion 
steht, welche fiir ¢= oo so schwach unendlich wird, daB das iiber die 


Kurve 6 = 1— lag? ; erstreckte Integral 





1+ai 


x $'(s) 
fi Fe) ds («> 0) 


1- satis +10% 


einen Sinn hat. 


§ 1. 
Aus (5) folgt fiir R(s)> 1 


log €(s) = tog [J =— >s(1 _ 3) 
ian. P 
ie i 

“2: ma gm 





PSS 
3 we 
; y 


also fiir «> 0, 150 


2 log €(1+¢+%2) = Pe a 2 rere 
2 log €(1+e—tt) <4 > m 23 ee 
4 log §(1+<) my cP eae m(i+e) ? 


also durch Addition 


4 log |(1+e+ti)| + 4 log &(1+¢) = -> ma caer ani 


m=1 


und daher wegen 


4(1+cose) > 2(1+cose) (1—cos«) = 2 — 2 cos? a = 1 — cos 2a 











)) 
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“) 1 S41 — cos (2mt] 
4 log |€(1+¢+#7)| + 4log (1+) 22m ae 


P 
= cos (2mt log p) 
“2% Pa m(i +e) -3 ms ~ pma+e) 
= log wien — log ath 04200 
4 log |€(1+¢+#i)| > — 3 log €(1+<) — log |§(1+ «+2¢#)|, 


isl +e+4i)| >— ‘ 
(S(1+¢))* |S +e+2t9) | 





Da fir O0<e<l 


1 1 2 
g(1+e) ->’. fest a l+itgiyi-t 


n=1 


ist, erhilt man 
3 





(9) |¢(1+e+ti)| > ——* *) (0<e<1, #30). 
feat epeta|t < 
g 2. 
Wegen 
1 
1 1 1 1 wdu 
s—1 re x i) tery of on 
0 


kann (6) auch so geschrieben werden**); 
1 


te)—1+ 57-92 t (81s) > 0). 
n=1 


0 


Ich werde eine gemischte Schreibweise anwenden: 

*) Bis hierher folge ich genau den Entwickelungen von Herrn Mertens. Ubrigens 
folgt aus (9) das Nichtverschwinden von £(1-+-¢?) fiir t20 darum, weil nach (9) der 

| 

Quotient SCF&Ft! fie ¢— 0 unendlich wird 

**) In dieser Form stellt Herr de la Vallée-Poussin in seiner Arbeit ,,Démon- 
stration simplifiée du théor’me de Dirichlet sur la progression arithmétique 
(Mémoires couronnés et autres mémoires publiés par l’académie royale de Belgique, 
Bd. 58, 1896, 8. 7) die ¢-Funktion fiir R(s) > 0 dar; vergl. auch seine ,,Recherches etc.‘, 
S. 185. 
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1 
% 1 = udu 
Skir a + Sa) el (nut! 

0 

1 1 1 1 {° udu 

“14 toa +> seth > b stn 
, 1 
m+ 1 
1 1 udu 

(10) 88) = 4 (m-+-1)*~ vate i > (nuyt?’ 


=m+1 
emma". 


wo die Verfiigung iiber die ganze Zahl m vorbehalten bleibt. Aus (10) 
ergibt sich durch Differentiation: 
m+1 


, 1 1 1 log (m-+1) log n 
het os re ee = “2 — 
8 ° (m+1) (m-+-1) — 


> aE udu 2 f anette 
er a+1 

(n+ n-+-u 

n=m+1 + ) n=m+le ( + ) 


Aus (10) folgt fir s=1+¢+4 2ti, 0fe<1, t>0: 
m+1 
1 1 
3 2ti | \(m+-1)*t 24) a et 


=1 |? 


(11) 


\€(1+ e+ 2ti)| < 


aaa © udu 


\2+e+2 ti | 
amma’ (n-+-w) 


m+1 


1 1 1 , ‘ ; udu 
t4 ; ¥ 24) >’ ” 
Sa (m-+-1)* +2 nit? +GU+ets > i= u)?* 


—_ e 
n=m+1 0 


sie g tod fs 


n=m+1* 


tat +4) S14 


n=m+1 


ait aca t (logm+ 3 -+3m) +1 fe (, = / .) 


n=m+1 





< 


<atatlogm+— +5 +(14+05 








m@Rwewonsoda2 
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Ich nehme nun ¢ > 10 an, setze m =[t], d. h. gleich der gréBten ganzen 


Zahl <t und erhalte wegen © — + <j," < A a 


10 
g(1+e+2ti)|< 5+ +logt+ = tatty "<logi +o, 
(12) |€(1+e+2ti)| < 2 log t*) (O<e<1,¢#>10). 


Ferner soll aus (11) fiir |§’(1+«¢-+#7)| eine obere Schranke her- 
geleitet werden; hierbei lasse ich aber auch gewisse negative ¢ zu, d. h. 
gewisse s mit reellem Teil <1, indem ich ¢ und ¢ in s=1+e+ti 
den Ungleichungen 
(13) t>10, —j;Se<1 
unterwerfe. Dann liefert (11) 


‘ a : Be log (m+ 1) 
4 (1+ €+ #)| =|e+ til? | (m ++ 1)°F | + je+ ti] | (m+-1)** "| 


m+1 
log ‘ a7) udu u'log (n-+-u)du 
1 t 
+2 T+e+ti| e Slt + |l+e+ti| > esses 


n=m+1 














4. 1 1 log e+) , - ee udu 
<? (may? ¢ (m+1)° +>" pee o 3 /# 2+e 


Hates) y f° ‘Ton nds 


n=m+1 





1 1 1 log(m+41) . ae. 
aa MRA A i +> 


(m1) 8 (m+1) et =1 Pi a 
iy 1 1 WI log(n+1) 
+> 3 + (2+h-5 > cert 
n=m+1 n=m+1 . log t 


*) Es hat fiir das Folgende kein Interesse, die in den Ungleichungen auftreten- 
den Konstanten tunlichst klein bezw. gro8 zu wiihlen; wesentlich sind nur die GriBen- 
ordnungen der auftretenden Vergleichsfunktionen. DaB fiir R(s)—=1 £(s) nicht stirker 
als von der GréBenordnung log ¢ unendlich werden kann, ist iibrigens schon durch Herrn 
Mellin bekannt (,,Eine Formel fiir den Logarithmus transcendenter Funktionen von 
endlichem Geschlecht, Acta societatis scientiarum Fennicae, Bd. 29, No. 4, 1900, 
8. 48—49). 
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1 1 m+1 
— 5 1 
< a (m + 1)!8t + + log (m+1)(m-+ 1)" + log (m+1) > ——-- 
n=1 Py 7 logt 
(14) 
a) ao 
1 1 t log ( 1 
+> atta) D> SY. 
n=m+1 ” n=m+1 B ~ Jogt 
Hierin ist fiir jede positive ganze Zahl m 
m+1 
+ m+1 A 1 
1 —= 
—<1+ A = 1 + log t((m+1)%*'— 1), 
n=1 4 logit J ou wea 
1 
i) 
yy 1 ‘dus 2 
> a<f a-ya=? 
a, # uz =Vm 
m 
und 
. 
Es logu + — 
1 1 1 1 ” 
> =n? < / Oe OTD) dy < - —* du 
n=m+i1 a a logt ° Bn zs logt e a - log?¢ 
m m 
log m 1 1 
_ x 1 + 1 - mee z 1 
(1—;-4) m~ lost (1- : J m*~ Yow (2) m~ lox? 
log t log t log t 
i Cs = 
log m - mls! mio t mos ! 
< ee 2c > ——— 
(1—})m (1- x) m (2 — >)m 
a 1 1 
_ 2 log m- mist 4 4ms! — am! 
a m 3m? 


Aus (14) folgt also, wenn ¢ und ¢ den Ungleichungen (13) geniigen, 
1 
log t 
d@ log(u+1) _ 1 __ wv log (w+1) 
du au” a” (w+ 1) at? 

1 


— +i Gz eas log w+) < mae ( +4 — log (w+ ») , also fiir 1 <uc? 


*) Die Funktion log Sr 1) nimmt tatsiichlich (fur v= 2— > 1) monoton 





mit wachsendem w fiir «> 1 ab, da 





a ; (4 — log 8) << 0 ist. 
u 








) ist. 
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ee as 
| €(L+etti)| <5 (m+ 1) + F log (m+1) (m+ 1)" + log (m+1) 
1 
+ log (m-+1) log ¢ (m+ 1st — 1) +1 


1 1 1 
t 2 lo; m- m8! 4 most 2 mB! 
+ (1+ ( 8 + ~ 


m m “3m? 





Hierin setze ich m=[t]—1 und erhalte wegen m+1=[t]<t, m>t—2 


4 
Sti-p=ft 


| ~~ 


uo 


= olin sien 
\e’(i+et+ti)|< a fleet + + log ¢-¢!°8' + log ¢ + log*¢(#les‘—1) + 1 





1 1 a 
t\ { glogt-e?  gzloet —_g plone 
+(t4) (mg ee), 
b. + 2 
6 5 25 


also wegen 
1 1 
flogt =e P at log¢ — e 
e’(Ai+e+ti)| < * = + log t+ (e—1) log?#+ 1 
t\ /belogt , 5e , be 
+ (1+ 9) (Se +5 tae) 


2t 24 t? 
<7 + (log t+ logt + 1,8 log? ¢+ 1 
+ (+5) Flogt+ 5e+ 5 e) 
< 0,03 + 0,3 log ¢ + log ¢ + 1,8 log? ¢+ 1 + 0,6 (7 logt + 14) 
= 9,43 + 5,5 log ¢ + 1,8 log? t 
< 1,8 log’ ¢ + 2,4 log? ¢ + 1,8 log? ¢, 





(15) |¢’(1+s+ti)| <6 log? t (t= 10, — pases 1). 
Fiir diese Wertepaare ¢,¢ ist also wegen 
Ltetti 1l+e 
c+etti) —c+ti) = fe'@ds—= fe(o+tiae, 
14+ti 1 


da 6 wiahrend des geradlinigen Integrationsweges jedenfalls zwischen 


1 — lagi und 2 gelegen ist, nach (15) 


1+e 


1+e 
|g(1+e+ti) — (1+#i)| < fiso+ti| |do| <6 log? t jac}, 
i i 


\€(1+6+ti) — €(1+#7)! < 6! | log? ¢ = 6 sign ¢ - ¢ log’ t, 


Mathematische Annalen LVI. 36 
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also, ¢> 10 angenommen, 
(16) fiir vasS |€(1+e+¢2) — €(1+4#7)| < 6¢ log’ t, 
(17) fir 0 <4 <j, ai |€(1—n+#t) — €(1+42)| < 6y log*t. 
(9) ergibt in Verbindung mit (12) und (16) fir O0<e<1, #>10 
|S(1+e2)| > |Sl+e+ti)| — |e +etti) — §1+ti), 


a : ie(1+e+ti) — €(1+1i)| 
at | catetera |! 


ai (2 log tt 





- — 6e log’ t, 


? 1 9 
(18) = | (1+ #é)| > —— (1—12¢ log* 2). 
2 log* t 
Wird in (18) 
on —_,)'= _ 1 
me (; -12logte) 24" log’ t 


gesetzt, was tatsiichlich zwischen 0 und 1 liegt, so ergibt sich fiir 
|€(1+¢7)| die wesentlich positive untere Schranke 


i 1 et 1 
w+ > —- -})-—-S-- —_1, 
2 log! t ( z) _ 4.24% log * ¢- mere 
(9) (SC +#2)| > 93 Ta (¢=10). 
Aus (17) und (19) folgt also fir O0< y¥< ay log? 
6 log*t 





|€(1—n+#ti) | = |&(1+#2) | in (e(1 —+t1) o| §(1+ #2) | > ios" ~~ 408 log*t? 
\$(L—n+44)| > zoster» 


und daraus in Verbindung mit der in (15) enthaltenen Ungleichung 
|¢’(1—y+ti)| < 6 log* t 








ergibt sich 

e"(— t 

HSE ce 
d. h. 
(20) £2 | < 10" log? t 
fir ¢>10, 1 — < R(s) <1. 


10* log®¢ oe? t 
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Ich behaupte, da8 (20) auch fiir #>10, 1< = R(s) <2 gilt. In der 





Tat ist zunichst fir s=1+¢«+ti,0<e< TT Tosa ; analog wie vorhin 
§(l+e+ti)| > |§(1+éi)| — |E(1+e+éi) — §(1+¢#i)| 
1 6 log? t 1 
= i0*logTé ~ 10°log®t > 10° log??? 
|" (8) 
| Fe) < 10" log® t, 
und fiir ing = 7Sé <1 ist 


= ~ 218? (Svs + HFT dai ‘), 
rn |S Die (- ite + iva: +) 


“e3 ee <= oa 
Ite 1l+e 1 l+e pit 
p 


pit*_—p 
= 3 eee) 2D) (sa: oo 
<2? 20 (aa - ear 
a a(1 +>'34 er —o-)) = a(1 +335) 
\ v=2 


: a 8 B lag? 
= 4€(1+«) <4- - = 7 S8- 10° log? t, 
5"(s) | 7 lag? 
(6) | < 10* log’ ¢. 
Damit ist, wie in der Einleitung angekiindigt wurde, die Existenz 


zweier positiver Konstanten b (- ios) und ¢(= 10") nachgewiesen, sodaB fiir 


=6+t, #210, 1- logs SS? 
(21) Ral < log’ t 


ist. 





*) Wie Herr Mertens (,,Ein Beitrag zur analytischen Zahlentheorie“, Journal 
fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 78, 1874, 8. 48) einfach bewiesen 
hat, ist stets O(v) <2». 


36* 
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Es sei nun @ eine positive Zahl, welche erstens kleiner ist als 6 und 
zweitens kleiner als der Abstand der Geraden #(s) = 1 von _ etwa 


vorhandenen*) Nullstellen von €(s), deren reeller Teil zwischen ~ * und 1 


2 


und deren imaginirer Teil zwischen 0 und 10 liegt. Dann verschwindet 
die ¢-Funktion nicht in dem Teil der Ebene, welcher rechts von der stetigen 
Kurve 


a 
6=1— fog™é ; t> 10 
a 
6=1 —jog?t0 —10<t#<10 
a 
oat ~ ae #<—10 
liegt, auch nicht auf dieser Kurve selbst, und nach (21) ist auBerdem 
fir #>10, 1 — foght S 9 S2 
| (6+ ti | 9 
(22) | fle ta | <¢ log’ t. 
§ 3. 


Herr Hadamard**) hat gezeigt, da® zum Nachweise des (dem Prim- 
zahlsatze iquivalenten) Satzes 


(3) a(x) = a log p~x 





psx 
nur erforderlich ist, zu beweisen, dass 
© x , 
(23) P log p log awe 
psa 

ist und daB hierzu nur nachgewiesen zu werden braucht***), dab 

2+a07 

1 a* § (8) 
(24) tai J 8 fe) 
2-—ai 


ist; zum Nachweise dieser asymptotischen Gleichung war bisher die Theorie 


*) Die Kenntnis der Tatsache, da8 tatsiichlich keine solche Nullstelle existiert, 
ist fiir den vorliegenden Zweck unerheblich; da auf der Geraden R(s) = 1 keine Null- 
stelle liegt und in dem endlichen Gebiet = <R(s) <1, 0< J(s) < 10 nicht unend- 
lich viele Nullstellen liegen kénnen (weil sonst £(s) in jenem Rechteck eine wesentlich 
singulire Stelle haben wiirde), so existiert jedenfalls eine positive Zahl a, die den 
geforderten Bedingungen entspricht. 

**) Sur la distribution etc.“‘, S. 217—218. 

**) 1. ¢., S. 213, 216—217. 




















Neuer Beweis des Primzahlsatzes und Beweis des Primidealsatzes. 657 


der Hadamardschen Funktionen notwendig; Herr Hadamard*) geht von 
der Produktzerlegung der ganzen transcendenten Funktion (s— 1) £(s) aus und 
integriert die mit 5 multiplizierten Partialbriiche von a auf passender, 
teilweise die Achse des Imaginiren tiberschreitender Bahn. Ehe ich zeige, 
wie der Nachweis von (24) allein auf Grund der im Vorangegangenen 
bewiesenen Siitze méglich ist, will ich in § 4 der Vollstindigkeit wegen im 
Anschlusse an Herrn Hadamard (wenn auch in etwas modifizierter Form) 
den Zusammenhang zwischen dem Integral auf der linken Seite von (24) 


und der Funktion > log p log = entwickeln. Dann werde ich in § 5 die 


psx 


asymptotische Gleichung (24) beweisen; dabei wird sich sogar zeigen, dab 
man mit den angewendeten Mitteln eine noch genauere Gleichung als (24) 
erhilt, und daraus wird dann die asymptotische Gleichung (3) in § 6 mit 
noch schirferer Fassung hergeleitet werden. 


§ 4. 
Bekanntlich ist 
2+ai “ 
” 1 fea, [— ley fir y2t 
(25) ami ds |=0 fir O<y<l. 


Aus (25) erhilt man fiir das von 2 — xt bis 2 + xt (wo x eine positive 
Zahl bezeichnet) erstreckte Integral wegen 


2-27 +o x P : | 
} 4 y’ 1 y’ | 1 y +ti 
ea in) ae bas: ee ee ae | ae 
3 f% ds land ds| S55, ain |“ 
0 ; + a 


ri? .. t<i 
<£/4 = Seat <2 
a 


die Relation 


(26) xi) 48 = 


ei 


24+27% 3 * 
‘ ff log y + O.2,») 5 fir y>1 
ye 
- 0 fir 0<y<l, 


(x,y) a? 


wo die von x und y abhingige Grisse 0,,,. dem absoluten Betrage nach 


<1 ist. 
Die unendliche Doppelreihe 


. lo lo 1 lo Pp 2 8 
DD PHD (P+ tt PE) 88 
Pp m=1 P Pp P v Pp 


*) Lc, S. 213—216. 


(x,y) 


wa 
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werde nach wachsenden Werten der Primzahlpotenz p” geordnet: 


_F@® _ Ln) 
(27) es xz ); 
wo L(1) = 0, L(n) = 0 fiir Nichtprimzahlpotenzen » und L(p”) = log p; 
(27) ist fiir R(s)>1 konvergent und fir s = 2 + ¢i wegen 
| 1 1 
nett ~~ me 


gleichmaBig konvergent. Die aus (27) durch Muitiplikation jedes Gliedes 


mit - entstehende Reihe kann also zwischen den Grenzen 2 — x77 und 
2+ 2*i gliedweise integriert werden, und man erhiilt 





2+a2i 2422 242 
1 x Fa ac* =e c ") 
Sai aE te @ _ = Rt dom Si »Suof' ™, 
e 
2-2 2-276 


also nach (26), da fiir x <2 - = 1, fir n> dagegen * <1 ist, 


2+a2i 
1 x §'(s) we o =. 63 a 
— 5 fs is) ds -»> L(n) log — +>’ sane ") oe 
e n=1 n=1 a 
2—a2i 


(28) = > L(w) log = +S Lino (.2) 4. 
n=1 n=1 


Hierin ist die zweite Summe wegen 
“7 L(n) o' (2) 
%(..2)|=1> ar -& 
n n=1 
(konvergent und) dem absoluten Werthe nach unterhalb einer von x un- 


abhangigen Konstanten gelegen; (28) ergibt also 


2+27% 


1 a §'(8) 7 
-inf? te -S um log ” + O(1)**) 
(29) 2 log p log — + > logp log -+ > bgp log = > + O(1), 
pas ps<Va peVx 


* Vergl. v. Mangoldt, ,Zu Riemanns Abhandlung iiber die Anzahl der 
Primzahlen unter einer gegebenen Grésse“, Journal fiir die reine und angewandte 
Mathematik, Bd. 114, 1895, S. 277—278. 

**) O(f(@)) bezeichne eine Funktion, deren Quotient durch f(x) fiir positive 
unendlich wachsende x dem absoluten Betrage nach nicht beliebig groBer Werte 
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log ‘ ' Mee 2. 2). 
wo v=(7e5 | ist; fiir M > jogs ist ja in der Tat n= p™>2">-2. 


log 2 
(29) ergibt weiter wegen 


> log vlog Fs +--+ Di log p log * 


psvVe psVe 


< >) log p logx +--- + Slog p log x 
psVa ps Vz 


= (v—1) >" log p log x < PEF log x > log p 


ps Vx psVa 


= O(log? x &(Vx)) = O(Vx log? «) *) 
die Gleichung 


2+277 


1 as 
(30) _ mf ie ds = > log p log = + O(Vx log? a). 


psx 


e 
2-275 


§ 5. 
Ich wende nun den Cauchyschen Satz auf den Integranden ¢ 
und den geschlossenen Integrationsweg ABCDEFA an, wo (x>V10 
angenommen ) 


a a 


A=2— 27%, B=24+ 2%, C=1— Kavean + 2%, D =1— jae79 + 10%, 
. a . a ° 
E a 1 _ log* 10 _ 102, F=1 _ log® (a3) _ rad) 
ist, die Strecken AB, BC, DE, FA geradlinig sind, CD das Kurvenstiick 
s=1—jgajt ti (a? > t> 10) 
und EF das Kurvenstiick 
s=1— acy t ti (—10 >t>-— 2?) 


bezeichnet. 

Da nach § 2 in diesem geschlossenen Gebiete und auf dem Rande 
£(s) nirgends verschwindet, hat der Integrand im Innern die Stelle s = 1 
als einzige Singularitit; das Residuum fiir s = 1 ist 

_ x oe . 
lim t (s—1) alms. 





fihig ist, also zwischen endlichen Unbestimmtheitsgrenzen oscilliert, mégen dieselben 
verschieden sein oder in 0 oder einem anderen Werte zusammenfallen. Ubrigens ist 
hier die linke Seite der Gleichung, also auch die als O(1) abgeschiitzte Funktion reell. 

*) Es ist leicht, diese Relation zu verschirfen; doch ist dies fiir das Folgende 
ohne Bedeutung. 
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der Cauchysche Satz ergibt daher 


24277 
0 [SE ianf—mirfefa fff 
S—-ati’ AF FE DC J 


Hierin ist zuniichst, da auf dem Wege ED & wr) unterhalb einer 


8? (s) | 
endlichen, von x unabhingigen Konstanten liegt, 


) 10 
(32) Se 
Ep ' —10 


Zweitens ist 
| fil gi tei Se+2% | | 
Id Fa gefar) “9 |) 
~ pee 


also nach (22) 
(38) < fz =, log’ («*) de <¢ “EM. 2 — 0(**). 


be rar 
Drittens erhailt man 7 Anwendung von (22) 


| /| | s ~ igi * ies g(1- Tog? wry t ti) 
/ Affe sett) *-3 “ae fog® +#) 
Dc FE 10 








log a: 
x 
Pidu _ 
< ae ond 94) dt 
é og ose tf 
: ; 
_ 9a Sony “os > 
“es (sates 7 1) if 7 a 
‘ 10 
i- 
10 
Views ¥ 
~. 2 9 
= 2c [e fog? !0 ~~ —! at + 20 f 2 log? — a dt*) 
ey 
i — 


19,—— 
*) Fiir alle x von einer gewissen Stelle (e'°8""19) an ist 10 <e Vloge — x2. 











ed 
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Vicars 


g. —_ 
<2cx 1089 Pins f 108" dt + 2ea log’ (2°) 


10 2 Viogz 
i- 
< 2ex ot fy dt + 2cx log® (a*) fs @ 


eViosz 
o.. a 
= o( oat) aa O(2 log? x Wins ) 
og x 
m alogz \ 
will wear ) 4 + O(a Wi = i 
og x 
- o(« stone) O(ne -¥ 


log *) 
(34) “ o (ve ¥8*) #8) 


(32), (33) und (34) ergeben, in (31) eingesetzt: 


Saas 


2 




















a 


tf Bitte — a+ 0f8) + ole) 4 of =) 


— O(e Views) 
also nach (30) 


(35) Zz log p log “ =x+0 (se we ; 


psx 


insbesondere liegt hierin der Hadamardsche Satz 


> log p log = ~ a 


psx 


enthalten. 


log® x 9? 


*) In der Tat ist, log «= wu"! gesetat, OD 
e logx @ 


fiir hinreichend groBe 


oe 
Vioss 


**) Die im Exponenten auftretende Zahl 11 kénnte natiirlich noch verkleinert 
werden, wie ein Blick auf die letzten Entwickelungen lehrt. 


w kleiner als 








662 Epmunp Lanpau. 


8 6. 


Aus (35) folgt, indem statt x (1+h)x geschrieben wird, wo zur 
Abkiirzung 


12 _ 
e~ Viogz — 
gesetzt ist, 
(36) > log p log Ctee =x“x+hx+0 (ce-"Vioe=) : 
ps(i+a)e 
die Subtraktion ergibt aus (35) und (36) 
(37) log (1+h) » 3 log p + a log p log @ tes =hx+0O (¢-Viowz) 
psx v<ps(l+h)ax 
Die zweite Summe der linken Seite von (37) ist >0 und 
< > log p log er = log (1+h) > og p. 
a<ps(ith)x w<ps(l+hjx 


Also liefert (37) einerseits 


(38) log (1+) "log p < ha + 0 (xe~Viess) , 
<x 
andererseits ; 
(39) log (1+h) Ps log p>hux +0 (ce Vioe =) 
ps(itaAjaz 


In (39) mage statt z ith geschrieben werden: 


(40) log (1+) >" log p = ; + © + 0 (ce Views) 


psx 


(38) und (40) ergeben: 


' h 1 —Viog x 
psx 
und 


‘ h : 1 ne- Viog 2 
psx 


1 veg b4 toe ° 
h = e~ Viogz nimmt fiir z= oo zu Null ab, und zwar ist 


h = h ae 1 ae os , ._ * 
log (ith) h+O(h?)” 14+0(h) 1+ O(h)=1+0 (¢ ) ), 

*) Die Abkiirzung O(g(h)) bedeutet, daB der Quotient der betreffenden Funktion 
durch g(h) fiir c—o, d.h. fiir h=0O endlich bleibt. 
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(+h) ey =C+im beat ~ eae tere 
= 1+ O(h) =14 O (c-Fos) , 
i — (ce-Vioe 2) = 0 (x) 0 (c¢-Viee 2) =0O (c¥iog « we~ Viog =) 


log (1-++ h) 

=0 (ce- View 2) ‘ 
Aus (41) und (42) folgt also 
(43) 8 (2) -> logp=x+ 0 (ce-‘Vive =) : 


psx 





§ 7. 
Aus (43) ergibt sich weiter 


bas _ SNogp — Wo”) —e(~n—1) 
x(x) =>" logp -»> lgn 


m psx n=2 


® (ax) 
™ > #(w) (toga — n log at ») + etd log (a+ 1) 


1 1 x 
= > e (ioe n log(n+ 5) a log (a +1) 


n=2 


1 
- Pings 
+ 0 dae Vien (2. — t+ O(mern) 
x : j 4 _ 
ne 2 log log 4 ie (— 1))+ o> n e~ Vios n a n) O(x xem ios z) 
n=2 


->i —" + 0 Sine Fes ny ~ + 0 (xe- ioe +) 


n=2 


~fic +00) +0fe - Pio du + O (xe-View =) 


= Li(z) + 0 fi ldu+0 J} Vice WA du + 0 (we-Piow=) 
% Va 
ae . = i Wiog x 
~ Li(a) + 0(Vz) + 0(2e % 
(44) x(x) = Li(x) + 0 (ve~Viess); 
insbesondere ist hiermit der Primzahlsatz 
a(x) ~ Li(ax) 


bewiesen. 
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Ubrigens ist Herr de la Vallée-Poussin in seiner letzten Arbeit*) 
sogar bis zu dem Nachweise gelangt, daB fiir eine passend gewihlte 
Konstante y 
(45) x(x) = Li(a) + O(we?”8*) 
ist; aber er stiitzt sich auf die Theorie der Hadamardschen Funktionen, 
wihrend ich die Gleichung (44) allein mit den Hilfsmitteln der vorigen 
Paragraphen erhalten habe; (44) gestattet auch, die wichtige Folgerung 
zu ziehen, welche Herr de la Vallée-Poussin an (45) angekniipft hat 
und auf deren Tragweite er in der Einleitung zu seiner Arbeit mit Recht 
hingewiesen**) hat: 

Der Integrallogarithmus stellt die Menge der Primzahlen < x asymp- 
totisch dar und zwar besser als alle seine Naherungswerte in endlicher Form, 
welche durch die Summe der m ersten Glieder der (divergenten) Reihenent- 
wickelung 

dz 1!2 2!x 3!a m—1)!x 

figs &+ie*e tas. ++ 
fiir m = 1, 2, 3,--- dargestellt werden. 

Denn es ist, wenn « und f# zwei Konstanten bezeichnen, fiir « > 2 


x 


ie a w) (m—I)le , {du 
Li(a4)=a+ Si % B+ ae =, 7 he My rm: Jig ’ 














log 
also Y 
- = *) 2 du 
Li(«)—p- lags *+ ners th le “+ mm figs,> x) log" *¥a 
=n MIG — 9) 
log™ + ly ? 
wahrend also nach (44) fiir jedes ganzzahlige positive m 
m+1 
lim 8 (7 (x) — Lice) = 0 
ist, wird : 
<_ ( x (m — 1)! *) 
u(x) — be a log*s = ~log™ a 
oi log™* 1a af 2 __ (m—1)! s 
= s_— (x(a) — Li(a)) re. Li(«)— es a logta toga 
l m+1,, . ! 
> “e = (u(a) — Li(a)) + aes +m! — = 


fiir «= oo nicht 0, sondern bleibt fiir alle hinreichend groBen x oberhalb 
der positives Zahl = gelegen. 


*) ,,Sur la fonction etc., S. 63. 
™) loc. S. 5—6. 











* 
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Zweiter Teil. 


Beweis des Primidealsatzes. 
Einleitung. 


Uber die Verteiiung der Primideale eines beliebigen algebraischen 
Zahlkérpers x ist ein dem Primzahlsatz entsprechender Primidealsatz noch 
niemals bewiesen worden. Es bezeichne z,(x%) die Anzahl der Primideale 
des Kérpers, deren Norm <2 ist; dann laBt sich leicht*) zeigen, dab, 


x 
ad existiert, 


falls lim Lie) 





ist. Einem Versuche, die Existenz jenes limes nachzuweisen, muBte 
naturgemiiB ein Studium der zu einem beliebigen algebraischen Zahlkérper 
* gehérigen Zetafunktion vorangehen**); Herr Dedekind***) hat diese 
Funktion £,(s) durch jede der drei fiir R(s)>1 giltigen Gleichungen 
(46), (47) und (48) definiert: 


(46) £.(2) = >=, 


wo nt alle Ideale des Kérpers durchliuft und Nn die Norm von n be- 
zeichnet, 


(47) 6.(6) = SEO 





? 
n® 


wo Fn) die Anzahl der Darstellungen der ganzen rationalen Zahl n als 
Norm eines Ideals des Kérpers ist, und 


(48) é.() =f [ — 
p 


ae ay 

Ny" 
wo ) alle Primideale des Kérpers durchliuft. 

Von den Sitzen, welche ich a. a. O. iiber diese Funktion bewiesen 
habe, gebrauche ich im Folgenden diese vier: 


*) Vergl. meine auf S. 647, Anm. 8 zitierte Arbeit, S. 142. 

**) Vergl. Hilbert, ,,Mathematische Probleme“, Nachrichten der Kéniglichen 
Gesellschaft der Wissenschaften zu Gittingen, mathematisch-physikalische Klasse, 
1900, S. 275—276 und Archiv der Mathematik und Physik, Ser. 3, Bd. 1, 1901, S. 215. 

**) Vergl. z. B. die von ihm herausgegebenen Vorlesungen Dirichlets tiber 
Zahlentheorie, 4. Aufl., 1894, S. 610—611. 
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1)*) Wenn k der Grad des Korpers ist, so ist die Funktion §,(s) tiber 
die Gerade ¥i(s) = 1 hinaus mindestens bis zur Geraden f(s) =1— : hin 
fortsetebar und ist in der Halbebene Ri(s) > 1 — i eine eindeutige ana- 


lytische Funktion. mit dem Pole erster Ordnung s =1 als einziger singu- 
liirer Stelle. 

2)**) €.(s) verschwindet fiir kein s mit dem reellen Teil 1. 

3)***) Es gibt eine positive Konstante y, soda fiir alle t > 10 


. Y 
ist. 
4)+) Es gibt zwei Konstanten i und 0, so daB fiir 


, a 


(50) |£, (6+ti)| < 9 log? t 
ist. 

Da von der €-Funktion nichts weiteres bekannt ist als die a. a. O. 
bewiesenen Sitze, so erschien mir zuniichst die Entscheidung iiber die 
Richtigkeit des Primidealsatzes noch in einiger Ferne zu liegen. Wenigstens 
ist bei dem gegenwiirtigen Stande der Idealtheorie eine Ubertragung der 
bekannten, beim Beweise des Primzahlsatzes gebriiuchlichen analytischen 
Methoden auf den allgemeinen Fall nicht méglich+*+). 

Aber der im ersten Teile dieser Arbeit angegebene neue Beweis des 
Primzahlsatzes hat neben seiner elementaren Natur den weiteren Vorteil, 
daB sich sein Gedankengang in Verbindung mit den angefiihrten Higen- 
schaften der €-Funktion ohne weiteres auf den Fall eines beliebigen 
algebraischen Zahlkérpers iibertragen lift. Dies stellt den ersten Beweis 
des Primidealsatzes dar, und es ergeben sich zugleich fiir die GréBen- 
ordnung des Restgliedes dieselben Abschiitzungen wie im ersten Teile dieser 
Arbeit fiir die Differenz der Primzahlmenge und des Integrallogarithmus. 


$ 1, 
Aus (50) folgt (analog wie auf §. 653) fiir #>10, — tog <e<l 
(51) |§(1+e+ti) — ,(1+tt)| < @/e| log* ¢; 
*) le, S. 81 
le, 32 
1 «4. 76 
+) Loc, 8. 94. 


+t) 1. c., 8. 71 und 143. 








~_e 





me 
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fiir ¢> 10, = *) ist also nach (49) und (51) 


es pe Ee 
2e log® iS és 20 log*t 








td Y rae ? 
> fogtt ~ &* delogts 108°! = Shogtr 
und daher in Verbindung mit (50) 
f, A-+e+ti) te 
©2) E-Fepty |< 7 [8° F 
Ferner ist fiir ¢> 10, Ze icky 721 
&, (l+e+ti) 1 1 
\&d +e+ts| =|- Dike Ny (,,cee0 + gore + ry ‘| 
1 i. 4 & (+8) 
(53) < > log Np (Gant gona t+---)=— %a+8: 
v 
da aa in s = 1 einen Pol erster Ordnung hat, ist eine Konstante rt so 
bestimmbar, daf fiir O0<e<1 
ate | & ete! - 
~ BaF) |b +8)| 
ist, was aus (53) 
| + (1+e+ti)| <t <3 
(4) | tatepin| <E Soy loo" (¢>10, soar ;<#<1) 
ergibt. 
(52) und (54) besagen arnaats. Magen Es gibt zwei Konstauten 
b und ¢, sodaB fiir s=o6+ ti, £>10, 1 — grt S2 
|S, | 
Ee | <clog*t 


ist. Es sei nun a eine positive Zahl, welche kleiner ist als b und als der 
Abstand der Geraden (s) = 1 von allen im Rechteck 1 — Pa < R(s) <1, 


0 < 3(s) << 10 etwa vorhandenen Nullstellen der Funktion €,(s); dann 
verschwindet die ¢-Funktion nicht in dem Teile der Ebene, welcher rechts 
von der Kurve 


*) Die nur nach unten beschriinkte —* e in (50) kann so groB gewihlt 
werden, daB ~ 7 = ist; dann ist 


2e ar hari < tog <8. 
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a 
6=1— log*t ’ t> 10 
a 
a 
6=1—- iog*(—)’ t< —10 
liegt; §€(s) verschwindet auch nicht auf dieser Kurve, und es ist fiir 
#>10, 1— opti S 9 S? 
£,(¢-+¢#) 
(55) t,@+ti) <e log® ¢. 
§ 2. 








:. 3 giltige Doppelreihe 


TIAN - Dem Gerset)- ye 


n=1 





nach eames on geordnet ist (L,(m) ist = XZ log Np, wo p alle 
Primideale durchliuft, fiir welche » Norm oder Normpotenz ist), so ist 








die Reihe fiir s = 2 + ¢¢ wegen | aR =5 gleichmaBig konvergent. 
a? L,(n) 
? 


n=1 
kann also zwischen den Grenzen 2 — x*i und 2 + «i gliedweise nach s 
integriert werden, und man erhilt nach (26) 


2+22% 2+27i 











: nt (2) 
1 2 ah ®) 3 Pa = ot 
~~ 2at af t@% smiaf S35 ds— = 
2-277 2-27 ~<a 


= 2.(0) 08 5 + 2, b(n) (,, 2) a 


an 


->1, (n) log = + O(1) 


= >? log Np log 5, + Dy log Np log aes s+:: 


Nypsx Np<V2z 


+ >/log Np log Pr + 0(1), 


NpsVr 
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wo v die gréBte ganze Zahl < log « bezeichnet; wegen 


#,(2) = "log Np = 0(z)*) 
Npsx 
ist hierin 


a log Np log We eer z= log Np log a < (v—1) log «> log Np 


Nps Va NpsVzr NpsVe 
= 0 (log? « &, (Va)) = O(V x log* 2), 

also : , 

2+277 
i iia i 1 f2tO, 
(56) > log N p log Wp = — mf > xO) ds + O(Vx log? x) : 

Nypsxr . ss 
§ 3. 


Die Integration iiber die auf S. 659 angegebene Bahn ergibt, da das 
Residuum des Integranden fiir s=1 auch hier —~z ist und da der 
Ungleichung (22) hier die gleichlautende Ungleichung (55) entspricht, 
wortlich wie in § 5 des ersten Teiles 


2+27% 


1 a® §,(s) en 
Af em ds=-—24 O (e-Vives) , 
221 s* § (8) 


2-277 


also wegen (56) 
) . x = 
> log Np log Np 7? +0 (xe- log *) 
Npszx 
§ 4. 
Daraus folgt, wenn h zur Abkiirzung die lunktion e-Vies= hezeichnet 
(welche fiir # = co unendlich klein wird), durch Subtraktion von 





a log Ny log oe =2+hr+0 (cce-Viee ) 
Npe(i+a)e 
wie in § 6 des ersten Teiles 
(57) 0,(2) = P log Np =a + 0 (are~ iow «) , 
Npse«x 
§ 5. 


Es sei G(n) die Anzahl**) der Darstellungen der ganzen rationalen 
Zahl n als Norm eines Primideales; dann ist 


* Le, 8. 122. 
**) G(n) kann natiirlich nur fiir Primzahlpotenzen von 0 verschieden sein, 


Mathematische Annalen. LVI. 37 
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#, (x) -> G(n) log n; 





wegen 
<1 G(n) log n @,(n) —9,(n—1) 
m,(2) = 1° - >a -2- log n ->* ~ logn 
Npsz n= n=1e 
f ergibt also (57) genau wie (43) auf S. 663, dab 
a,(“) = Li(x)+ 0 (ce-Viee 2) 
ist. . 
A fortiori ist also 
m,(“) ~ Li(a), 
d 
z,(0)~f 2, 
2 
ms m,(2) ~ —: x 


Die Anzahl der Primideale eines algebraischen Zahlkorpers, deren Norm 
<= ist, ist asymptotisch gleich dem Integrallogarithmus von x, und dic 


Differenz 


mit negativem Eaponenten. 
Wenn also x, und x, zwei beliebige algebraische Zahlkérper sind 
(z. B. x, beliebig und x, gleich dem natiirlichen Rationalitatsbereich), so ist 


lim “= 


sae *z, & ) 


ae — 1 wird fiir x =e starker 0 als jede Potenz von log x 


= 1. 





Berlin, den 22. Oktober 1902. 
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Uber die Klassenzahl der binaren quadratischen Formen von 
negativer Discriminante. 


Von 


Epmunp Lanpau in Berlin. 


Im Artikel 303 der disquisitiones arithmeticae spricht GauB die 
Vermutung aus, da® die Menge der negativen Discriminanten, fiir welche 
die Anzahl der Klassen eigentlich primitiver positiver binaérer quadratischer 
Formen einen bestimmten Wert h hat, eine endliche ist; er halt einen 
strengen Beweis hiervon fiir sehr schwierig und begniigt sich damit, 
durch Abzihlung in den ersten Tausenden zu konstatieren, daB die den 
kleinsten Werten ) = 1, 2,3,--- entsprechenden negativen Discriminanten 
zuerst in geringer Zahl vorhanden sind, aber in dem weiteren Verlaufe 
des betrachteten Intervalles nicht mehr auftreten; dies berechtigt zu der 
Vermutung*), daB h(D) =h(—A) mit A ins Unendliche wichst. 

Das Problem, diese Vermutung zu bestiitigen oder zu widerlegen, 
scheint auch bei dem heutigen Stande der Arithmetik und Analysis in 
seiner Allgemeinheit noch nicht angreifbar zu sein; dagegen ist es, wie 
im folgenden ausgefiihrt werden soll, wohl miglich, fiir den Fall h = 1**) 
eine Entscheidung herbeizufiihren. Gau8 hat empirisch konstatiert, daB 
bis — D = A = 3000 die fiinf Werte A = 1, 2,3, 4,7 die einzigen sind, 
denen die Klassenzahl 1 entspricht, und es léBt sich in der Tat nach- 
weisen, da8 (in Ubereinstimmung mit der a. a. O. ausgesprochenen Ver- 








*) In der erwihnten Tabelle zerlegt iibrigens GauB die einem bestimmten Werte 
von h entsprechenden Discriminanten in Unterabteilungen nach der Anzahl g der 
Geschlechier, welche ja ein Teiler von h ist: 

h = gk, 
und er spricht die Vermutung in der Form aus, daB die jedem Typus (g, k) ent- 
sprechenden Discriminanten nur in endlicher Anzahl vorhanden sind; dies ist aber 
mit der Formulierung des Textes sachlich identisch. 
**) In GauBscher Terminologie ist dies der Typus I. 1, d. h. g=1, k =1, also 
die erste Zeile der Gau8schen Tabelle. 


37* 
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mutung) tiberhaupt nur fiir jene fiinf negativen Discriminanten h = 1 ist; 
dieser Nachweis lat sich sogar mit elementaren Mitteln erbringen, 
wihrend die Gau8-Dirichletschen Klassenzahlformeln hierfiir ungeeignet 
scheinen. 

Es handelt sich also darum, nachzuweisen, daf fiir jede Discriminante 
D<—iT7Z mindestens zwei nicht iiquivalente Formen*) existieren, oder, 
was dasselbe besagt, da’ mindestens eine der Hauptform (1, 0, A) nicht 
fiquivalente Form vorhanden ist. Dazu geniigt es, die Existenz einer 
zweiten reduzierten Form (a, b, ¢) nachzuweisen, d. h. dreier ganzer Zahlen 
a, b, c, fiir welche zugleich 


(1) A= ac — B*, 
(2) 2ib|<Sace 
und 

(3) {a, 2b,¢} =1 +) 


ist, aber nicht zugleich a =1, b=0,¢=A. Denn es kénnen zwar in 
gewissen Fiillen zwei reduzierte Formen iquivalent sein; dies tritt jedoch 
nur dann ein, wenn in (2) ein Gleichheitszeichen gilt; dann sind die beiden 
Formen (a, . a, c) und (a, — - a, c) beazw. (a,b, a) und (a, —b, a) aiqui- 
valent; die Hauptform (1, 0, A) ist also keinesfalls einer anderen redu- 
zierten Form iquivalent. 

Zuniichst darf fiir = 1 auBer (1, 0, A) keine reduzierte Form mit 
mittlerem Koeffizienten 0 existieren; es darf also kein Zahlenpaar a, ¢ 
geben, fiir welches 


(4) A= uae, 
(5) l<ac<e 
und 

(6) fa,e}=1° 


ist. A darf also nicht in zwei von 1, A verschiedene teilerfremde Faktoren 
zerlegbar sein, da sonst der kleinere Faktor mit a, der gréBere mit ¢ 
hezeichnet werden kann, was den Relationen (4), (5), (6) geniigen wiirde. 
A darf also nicht durch zwei verschiedene Primzahlen teilbar sein, ist 
also eine Primzahlpotenz: 


(7) A = p'**) 

*) Es handelt sich durchweg um eigentlich primitive positive Formen. 

**) {a, B,---} soll den gréSten gemeinsamen Teiler der ganzen Zahlen «, f,-- - 
bezeichnen. 


**) Man kénnte versucht sein, fiir die vorliegende Aufgabe die Theorie der 
Geschlechter heranzuziehen, da die Existenz mindestens zweier Geschlechter a fortiori 


~~ oe 


y 
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I. Es sei p = 2, also 
A = 2% 
Fir A=1 und A4=2,d.h. A=2 und A= 4 ist in der Tat h — 1; fiir 
A=3, dh A=8 isth=2. Fiir 4>4 werde mit Riicksicht auf 
A+ 2=A+4=4(2*-?+1) 
a=4,b=2,c=2'-2+1 

gesetzt; daun erfiillen a, b,c die Relationen (1), (2), (3), und es wiirde 
gegen die Annahme / = 1 eine zweite reduzierte Form existieren. 


Il. Es sei p, also A ungerade. Ich setze ) = 1; dann darf es (unter 
der Annahme / = 1) kein Zahlenpaar a, ¢ geben, fiir welches zugleich 


(8) 4+1=ae, 
(9) 2<ac<e 
und 

(10) {a,2,c} =1 


ist. Die gerade Zahl A + 1 muB also eine Potenz von ? sein; denn hitte 
A+ 1 einen ungeraden Faktor >1, so wire es in zwei teilerfremde 
Faktoren a und ¢ >a zerlegbar, welche beide >2 sind, was (8), (9) 
und (10) erfiillen wiirde. Daher ist 
A+1=2". 
Fiir vy = 1,2,3 ergibt sich A = 1, 3, 7, wofiir in der Tat h = 1 ist; fiir 
v=4 (A=15) ist h =2, fiir vy=5 (A=31) ist h=3. Fiir v >6 geniigen 
wegen 
A+3*=A+9=A4148=2"4+ 8 =8(2'-941) 
die drei Zahlen 
a=8, b=3, c=2"-§+ 1 

den Relationen (1), (2), (3), so daB auch hier 4 > 1 wiire. 

Damit ist bewiesen: 

Es gibt nur endlich viele negative Discriminanten, némlich & = — 1, 
—2, —3, —4, —7, fiir welche die Anzahl der eigentlich primitiven 
positiven Klassen gleich 1 ist. 


die Existenz mindestens zweier Klassen bedingt. Jedoch kommt man so nicht viel 
weiter als bis zur Gleichung (7); aus h = 1 folgt 


t=—g=2°t"-} 


wo @ die Anzahl der ungeraden Primfaktoren von D ist, «= 0 fiir J = 1 (mod. 4), 
6 =2 tir D=0(mod. 8) und sonst ¢o=1. g ist also dann und nur dann = 1, wenn 
A eine ungerade Primzahlpotenz von der Form 4v + 3 ist oder wenn A = 1, 2, 4 ist. 
Der Haupttall der ungeraden Primzahlpotenz bleibt also hiernach offen und ist wie 
im Texte zu erledigen, 
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Ich benutze diese Gelegenheit, um einen analogen Endlichkeitsbeweis 
bei einer dem Namen, nicht dem Inhalte nach verwandten Frage zu fiihren. 
Herr Frobenius*) hat in die Gruppentheorie den Begriff der Klassen 
konjugierter Elemente einer Gruppe eingefiihrt, durch folgende Definitionen 
und Siitze: Es mégen zwei Elemente A und B einer (abstrakten) Gruppe 
© konjugiert oder ahnlich heiBen, wenn mindestens ein Element C in 
der Gruppe gefunden werden kann, fiir welches 
(11) ; C-1AC=B 
ist. Diese Definition ist in A und B symmetrisch, da aus (11) 

(C-')""*BC-! =A 
folgt, wo C-' der Gruppe © angehért; man erkennt ferner leicht, dab 
jedes Element sich selbst konjugiert ist und dab zwei einem dritten kon- 
jugierte Elemente einander konjugiert sind; man gelangt so zur Einteilung 
aller » Elemente der Gruppe © in h Klassen; die Anzahlen der Elemente 
dieser Klassen seien beziehlich v,, »,,---, v,, und die Klassen seien so 
geordnet, dab 

%5%5:::Sy 
ist. In 
(12) H=V+H+t---+y, 
sind, wie Herr Frobenius gezeigt hat, die Zahlen v,, v,,---, v, samtlich 
Divisoren von », und y, ist gleich 1, weil in jeder Gruppe fiir beliebiges C 

C-1EC=E 

ist, falls K das Einheitselement bedeutet, so daB dieses nur sich selbst 
konjugiert ist und eine Klasse fiir sich bildet. 

Die letztere Bemerkung ergibt ohne weiteres, dafi der Klassenzah! 
kh =1 nur die identische Gruppe entspricht, indem jede andere auBer dem 
Einheitselement noch mindestens ein Element, also noch mindestens eine 
Klasse enthiilt. Im Falle h=2 wiirde vy, =1 und », =”%—1 sein; da 
#—1 nur fir »=2 die Zahl x teilt, gehért hierher nur die Gruppe 
zweiter Ordnung. 

Ich behaupte nun, daB allgemein jeder Klassenzahl h nur endlich 
viele Gruppen entsprechen; da zu jeder Ordnung » nur endlich viele 
Gruppen gehéren, liBt sich die Behauptung auch so aussprechen: nach 
Annahme einer Zahl h laBt sich eine Zahl N(h) so bestimmen, daB fiir 
alle »>WN die Klassenzahl aller Gruppen der Ordnung » gréBer als 
h ist. 

Da v, ¥2,+*-,¥, Divisoren von » sind, kann man in (12) 
l=4=-, eee Sy ~ 

n 9s 9, 


*) ,,Neuer Beweis des Sylowschen Satzes“, Journal fiir die reine und angewandte 
Mathematik, Bd. 100, 1887, S. 181. 
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setzen, WO 9,,9:,°°*,g, ganze Zahlen sind, und zwar ist g, =m und 


(13) NKZn2 2H 
aus (12) folgt 


n n n 
viet hh Tally +o 
1 1 1 
(14) stat tEr* 


Von der diophantischen Gleichung (14) léBt sich nun nachweisen, 
daB sie bei: gegebenem / nur endlich viele Lésungen in positiven ganzen 
Zahlen 9,, 92,°**,9, besitzt, oder, was nicht spezieller ist, daB sie bei 
gegebenem A nur endliche viele Lésungen in positiven ganzen Zahlen 
9:- Jer ** *> 9, Mit der Nebenbedingung (13) besitzt. Aus (13) und (14) 
folgt namlich zunichst 

1 
> Se +; ‘he “+ ra 
* Sh. 
g, ist also nur endlich vieler Werte fahig; fiir h>2 ist der Wert g,=1 
jedenfalls unbrauchbar, und fiir jeden der iibrigen eventuell brauchbaren 
h—1 Werte g, = 2, 3,---,h ergibt sich weiter 


h 
9 


1 1 1 1 h—1 
ee ee ae a aes BR ct 
%, .s +5-8 1 I- Ete Tatil ew Mi’ 
In- << < hat = 2(h-1 
ink tue 
9, 2 


und so fort. Es sei schon bewiesen, daB in (14) 9,9, 1,°°*, 9, (4 =} 2) 
beziehlich gewisse Schranken G,, G,_,,---, @, nicht tibersteigen kénnen. 
Unter den endlich vielen Méglichkeiten, g,, 9,1, +++, g, beziehlich 
< G,, Gy_1,--+,G, m wihlen, gibt es a fogtiori nur endlich viele, fiir 
welche auBerdem *) 

1 1 1 

ae aes wet 
(15) 4, dedi 3 -_. + 9, < 
ist, und nur diese kommen zur Bildung von Liésungen von (14) in Frage. 
Fiir jedes solche System g,,9,_1,°°*) 9, ergibt sich 


1 1 1 1 1 _ ae 1 
a ee ag er Sk ae + — 
I, It HA A 91” I-31 i. Sa : 
4a—1 
9a-1 < . -_. mm ae a 
a epee See 
9; Ir 





*) DaB (15), ohne Nebenbedingungen als diophantische Ungleichung aufgefaBt, 
bei gegebenem h unendlich viele Lésungen hat, ist unerheblich. 
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also existiert auch fiir g,_, eime obere Schranke G, ,, und man erkennt 
durch vollstindige Induktion, daB (14) nur endlich viele Lésungen besitzt*). 

Da nun die gréBte der Zahlen g gleich ist, so ergibt sich, daB in 
(12) bei gegebenem h die Zahl » eine endliche Schranke nicht itiber- 
steigen kann; anders ausgedriickt: es gibt nur endlich viele Zahlen, 
welche als Summe von / ihrer Divisoren, unter denen der Divisor 1 als 
Summand vorkommt, darstellbar sind. Da zu jedem » nur endlich viele 
Gruppen gehéren, ist damit bewiesen: 

Es gibt nur endlich viele Gruppen mit gegebener Klassenzahl. 


Berlin, den 4. Oktober 1902. 


i 1 1 ‘ 
*) Natiirlich erkennt man ecbenso, da’ ; + : 7 os bei gegebenem h 


9; Is 9, 
keinen Wert unendlich oft annehmen kann. 
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Uber die singularen Elemente der algebraischen Kurven. 
Von 


M. Norruer in Erlangen.*) 


Der Begriff der ,,Elemente erster Ordnung“ der Ebene, nimlich von 
Punkt und Geraden, die ineinander liegen — der Grundbegriff fiir die 
Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung — ist schon seit lange 
auch fiir die Theorie der singuliren Zweige einer algebraischen Kurve 
benutzt worden. Bei dieser Anwendung ist die von Lie als ,,vereinigte 
Lage“ aufgefaBte Bedingung zwischen je zwei konsekutiven Elementen 
erster Ordnung von selbst erfiillt. Ich selbst habe solche Elemente erster 
Ordnung, unter dem Namen ,,Kurvenelemente“, von je meinen geometrischen 
Betrachtungen iiber singuliére Zweige zu Grunde gelegt. Insbesondere 
habe ich in einer Note vom Juni 1893: ,Consecutive und coincidirende 
Elemente einer algebraischen Curve“ (Mathematical Papers, Chicago Kongreb) 
bestimmt, wie viele unter sich konsekutive ,.Kurvenelemente* nach Punkt 
und Linie koinzidieren, wie viele nichstfolgende solche Elemente wieder 
unter einander, aber nicht mit den vorhergehenden, koinzidieren, etc. 

In neuerer Zeit ist die Theorie, der ,,Elemente zweiter und héherer 
Ordnung“ der Ebene, und ihrer Vereine, nach der Seite der projektiven 


Koordinatenbestimmung hin — wichtig fiir die Theorie der Differential- 
gleichungen héherer Ordnung — von den Herren Engel (Berichte der 


siichs. Ges. d. Wiss. vom Juli 1893 und Febr. 1902) und Study (ibid. 
Juli 1901) ausgebaut worden. In der Note von 1902 (,,Die héheren 
Differentialquotienten“) spricht Engel aus, daB aus diesem allgemeinen 
Begriffe ein ganz neues Licht auch auf die singuliren Stellen der alge- 
braischen Kurven zu fallen scheine, und er deutet die Richtung an, in 
weleher sich die einschligigen Definitionen eines solchen Zweiges be- 
wegen sollen. 

Ich will hier zeigen, dab sich meine ilteren Betrachtungen, welchen 
wesentlich die Begriffe der eindeutigen Transformation zu Grunde liegen, 


*) Im Auszug der physik.-med, Societit zu Erlangen am 7. Juli 1902 vorgelegt. 
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auch unmittelbar als Definitionen eines singuliren Zweiges durch ,,Elemente 
héherer Ordnung“ aussprechen lassen. Dabei ergeben sich aber MaBzahlen, 
welche mit den von Engel angedeuteten nicht iibereinstimmen. 


1. 


Zwischen den Koordinaten (7, y) eines Punktes und den Koordinaten 
(u,w) der zugehérigen, mit (x, y) inzidenten Linie einer algebraischen 
Kurve nehmen wir die Beziehungen an: 


uxz+y+tw=0O0, 


dy ; dy 
ieee? Sera ~§> 
a re 
t=——-, y=us —w. 


Fiir einen singularen Zweig Z der Kurve habe man in der Nahe des 
Punktes (x = y= 0) und der Linie (wu = w = 0) die Entwicklungen nach 
einem die Punkte und Linien eindeutig bestimmenden Parameter ?: 

(1) a=a,t*+a,#t! +.---, y = bo Bt84+ DBA t+ --., 
(1) wat +a, t'4+..-., w= bt 4+ b/ ts tI 4+... 
wobei 

Gy, Oy, Ay, ¥y +0, Aj>1, A’>1, 


by 6,’ aM ay 


a a 64+ 


»Konsekutive* Elemente von Z, ein und derselben Ordnung, werden 
durch aufeinanderfolgende Werte von ¢ ((=0, dt, 2dt,---) erhalten. Be- 
stimmt ein GréBensystem (p, q, 7,---) fiir ¢ = 0 ein Element héherer Ordnung, 
und verschwinden fiir ¢=0 alle Differentialquotienten dieser GréBen nach ¢, 
bis zu den (h—1)* inkl., aber nicht alle h*™, so sagen wir, daB h konse- 
kutive dieser Elemente ,,koinzidieren“. Konsekutive Elemente von Z 
werden, auch wenn sie koinzidieren, als von einander verschieden auf- 
gefaBt. 

Da die Punkte des Zweiges Z, als ,,Punktelemente 0" Ordnung F,“, 
durch das GréBensystem (x, y) bestimmt sind, so koinzidieren nach (1) 
in («c = y=0) h, =A konsekutive Punkte F,; und da die Linien von Z, 
als ,Linienelemente 0" Ordnung E,'“, durch das System (u, w) bestimmt 
sind, so koinzidieren nach (1) in (w=w=0) h,’ =A’ konsekutive 
Linien E,. Da ferner ein ,Element erster Ordnung“ von Z durch das 
GréBensystem (x, y, wu, w) bestimmt wird, so koinzidieren nach (1), (1’) in 
(c = y=u=w=O0) h, konsekutive Elemente erster Ordnung EF, von Z, 
wenn h, die kleinere der beiden Zahlen A und A’ bedeutet, bezw. h, = A= A’ 
wird, im Falle A’= J ist. 


Nr 2 OO fv NR” 


= on 
_~ 
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2. 


Nun betrachte man weiter die Beziehung zwischen x und wu aus 
(1), (1’). Man interpretiere etwa x und wu als Punktkoordinaten, so hat 
man einen Zweig Z,, dessen Punkte bestimmt sind durch das System 
(x, w); und dieser Zweig Z, hat in (x =u=0) h, konsekutive koinzi- 
dierende Punktelemente, wo h, mit der obigen Zahl h, identisch wird. 
Wir kénnen also sagen: der Zweig Z hat in (x =y=u=w=(O) eben- 
soviele konsekutive koinzidierende Elemente 1° Ordnung, als der Zweig Z, 
in (2 =u=0) konsekutive koinzidierende Punktelemente 0° Ordnung hat, 
namlich h,. 

Dies verallgemeinern wir zu folgender Definition von meen 
héherer Ordnung“: 

»Das Element s“" Ordnung E, des Zweiges Z fiir t = 0 entspricht dem 
Element (s—1)*" Ordnung E,2, des Zweiges Z, fiir t= 0, ebenso ent- 
sprechen die zu E, konsekutiven Elemente s“* Ordnung von Z den zu E,?, 
konsekutiven Elementen (s—1)*" Ordnung von Z,. Wenn h, konsekutive dieser 
Elemente (s—1)*" Ordnung von Z, unter einander koinzidiren, so koinei- 
diren auch die h, entsprechenden konsekutiven Elemente s*” Ordnung von Z 
unter einander. 

Da man die Elemente (s—1)** Ordnung von Z, analog auf die Ele- 
mente (s—2)** Ordnung eines Zweiges Z,, diese auf die Elemente (s—3)** 
Ordnung eines Zweiges Z,, etc., bis herunter zu den Punktelementen ()'" 
Ordnung eines Zweiges Z, zuriickfiihrt, so erhilt man hiermit eine voll- 
stindige Definition eines Elementes s‘* Ordnung FE, von Z fiir jedes s, 
und zugleich die Definition eines ein solches Element bestimmenden GréBen- 
systems. Zugleich folgt, daB hk, konsekutive der Elemente s** Ordnung 
von Z (von ¢=0O an) koinzidieren, wenn h, entsprechende konsekutive 
Punkte von Z, (von ¢=0 an) koinzidieren. 

So geht man z. B. behufs Bestimmung der Elemente 2" Ordnung 
von Z iiber zu den Elementen erster Ordnung eines Zweiges Z,, mit den 
Punkten (2,, y,), Linien (u,, w,), wobei man setze: 

a) Fir A’>A, also h, =A: 


i =x2=at+-:--, y¥, =Uu=a, tt +---, 


_— ay, aN lg 
(2a) \~~-~-E--a s 
du A’—A_, 
Wy, = — Lt — Y= LT —u=—j7—- + 


Z, hat aber in (v7, = 9, = u, = w, = 0) hy koinzidierende konsekutive 
Elemente erster Ordnung, wo h, die kleinere der beiden Zahlen A und 
A’ —A vorstellt, bezw. h, = A=A’— Awird, wenn A’ = 2A ist. Daher 
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bestimmt das GréBensystem (x, Y, Ut, w, 5%) dann ein Element 2" Ord- 


. 3 . du ee, 
nung des Zweiges Z; und in (x —yurt—v=——= 0) koinzidieren |, 


konsekutive dieser Elemente. 
b) Fir <A, k=: 





“=u = ay t+ rey y, = «4 =a,t + +++, 
dy, dia: OM, o.— a! 
(2b) hia — we: aa,’ § woh 
dx A--4’ 
y et wel es et Aygt 4 ++>. 


4, hat nm (a4, =y¥, =, = w,=0) b, koinzidierende konsekutive 
Elemente 1'*' Ordnung, wo hk, die kKleinere der beiden Zahlen A’ und 
A — &’ vorstellt, bezw. h, = A’ = A— A’ wird fiir A = 2A’. Daher be- 
stimmt man hier ein Element 2°" Ordnung von 7 durch das GréBen- 
system («, Y, U, wy «*); und in (« =y=u= w= = = 0) koinzidieren 
h, konsekutive dieser Elemente. 


c) Fir A = A=h,: 





. -—f= a <TT 
=r = ayt® + i 
a HA+ A” fae". Bre 
a= e— 3 Fe = % $**% (% +, > YV) 
0 
Pe P a 
we} Pee. .. ATO ty pr, 
i dx, dx a Aa, a , 
du a , 
. — = die OP eee ee — A+ A ae ee 
UW = — hy —-YRA=— TI -4—{_% t 4 . 


Der Zweig Z, hat nun in (27, = ¥, = u, = w, = 0) h, koinzidierende 
konsekutive Elemente 1'*' Ordnung, wo h, die kleinere der beiden Zahlen 
A und A” vorstellt, bezw. h, = A = A” wird fir A” = A. Hier bestimmt 
man ein Element 2'** Ordnung von Z durch das GriBensystem 

du 
(x, Y, U, UW, aa) 3 
du 


und in (2 =y= i= w=), 


a,” — . : 
i *) koinzidieren ji, konsekutive dieser 


Elemente. 


2 
°?. 


F 
dualistisch in sich, sobald s > 0 ist. Nur fiir s=0 stehen sich zwei, 
im Allgemeinen von einander verschiedene Zahlen dualistisch gegeniiber: 
die Zahlen hy, h, der koinzidierenden konsekutiven Punktelemente ,, 
bezw. Linienelemente /,’. Aus der Definition von L,, h, folgt, dab wenn 


Die fiir ein Element s‘** Ordnung FE, von Z erhaltene Zahl h, ist 





nN 
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fiir den Zweig Z, von ¢ = 0 an gezihlt, ), konsekutive Elemente s‘** Ord- 
nung (s >0) koinzidieren, auch mindestens ebensoviele konsekutive Ele- 
mente jeder Ordnung s’ < s, die beiden Arten von Elementen 0" Ordnung 
eingeschlossen, unter einander koinzidieren. Daher kann man die Singu- 
laritiit eines Zweiges Z dahin aussprechen: 
Fiiy einen singuliiren Zweig Z hat man eine Reihe von Zahlen 
hy hs >1 fir S>0 

hy ho, ho > 1 fiir S= 0) 

devart, dap von den (von t=O an gezihlt) konsekutiven Elementen der 


JEh Sh Z- Zhe ( 


. ‘ . . . . 
Ovrdnungen 0,1, 2,--+, S bez. je ° , ys hg +++, hs unter sich koinzidieren, 


ho’ 
aber zwei konsekutive Elemente (S+ 1)” Ordnung nicht mehr koinzidieren. 

Man kann diese Definition unmittelbar in Zusammenhang bringen mit 
der von mir friiher gegebenen Zusammensetzung eines singuliren Punktes 
(bezw. Linie) aus einer Folge von gewoéhnlichen vielfachen Punkten (Linien). 
Denn an Stelle des in Nr, 2 ausgefiihrten Ubergangs vom Zweig Z einer 
Kurve (x, y) auf den Zweig Z, einer Kurve (x, «) kann man mit genau 
demselben Erfolg auch den Uhergang von Z zu einem Zweig Z“) einer 
Kurve (a, y) mittels der quadratischen Cremona-Transformation 4) = a 
vornehmen; und man erhialt wieder die obige Definition mit denselben 
Zahlen. Zugleich aber erhilt man die frither (Math. Ann. IX) gegebene: 
daB Z besteht aus je einem 

hy-, hy-, «++, hs-fachen Punkte, 
die konsekutiv liegen, ohne zu koinzidieren; und analog, da 7Z auch 
besteht aus je einer 
hy, Ny, +++, hg-fachen Linie, 

die konsekutiv und nicht-koinzidierend liegen. Obige Definition vereinigt 
also nur diese beiden Aussagen in anderer Fassung. 

In meiner in der Einleitung zitierten Note von 1893 wurde der 
Zweig Z erklirt als bestehend aus 
hy bez. hy’ konsekutiven, koinzidierenden Punkten, bez. Linien, 
h, konsekutiven, unter sich koinzidierenden ,,Kurvenelementen“ (Klementen 

i** Ordnung) Fj”. 

h, weiteren konsek., unter sich, aber nicht mit den Fj" koinzid. Kurven- 
elementen E;”’, 


h, ” ” ” ” ” » » » 42? koinzid. Kurven- 
elementen J;”, 
hs * ” o ‘is - » » yy 28) koinzid. Kurven- 


elementen E\). 
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Auch diese Definition ist also in der obigen nur mittels Einfiihrung des 
Begriffes der Elemente héherer als erster Ordnung umgestaltet. 

Zugleich sieht man, daB die hier vorkommenden Zahlen S, hy, h,’, h,, 
auch wenn sie den angegebenen Ungleichungen geniigen, nicht beliebig 
angenommen werden kénnen, insofern schon die Annahme von h, = A 
und h,’ =A’ eine Reihe der folgenden Zahlen h mitbestimmt. Auch in 
der einen der Zahlenreihen, etwa 


S; hy >hy >--- Shs, 


sind die Zahlen nicht unabhiingig von einander, wenn sie zu einem irre- 
duktibeln Zweig Z fiihren sollen; vielmehr gelten dann fiir jedes +, von 
«= 0 an, noch Beziehungen der Art: 


h, = hiss + hiss + ail + his xs , 


wo x (>1) von ¢ abhingt und hs,,;= 1 zu setzen ist, wenn / > 0. 


4. 


Wenn einige aufeinande:folgznde der Zahlen h einander gleich sind, 
so kann man diese, bis auf die ietzte, bei der Charakterisierung des singu- 
laren Zweiges Z weglassen, da ihre Existenz, wie in Nr. 3 gesagt, von 
selbst folgt. Daher geniigt es, die Definition in Nr. 3 so auszusprechen: 

Fiir einen singuliiren Zweig Z hat man, wenn S> 1, eine Reihe von 
Zahlen 

O<a,<a<-+-<a,=S 


und eine zugehirige Reihe von Zalhlen 


A (=hy) | 
“ sia ies 2 
A’(=hy) | = B, am Bs > > B,( ts) a ? 
mit der Eigenschaft: daB von den (von t =u an gezdhlt) konsekutiven Ele- 
menten der Ordnungen 
0, Gy, Ug,° > -, a, = S 


beziiglich je 


A 
A” B, By, =a B,(=hs), 


unter sich koinzidieren, aber zwei konsekutive Elemente (S+ 1)” Ordnung 
A 


nicht mehr koinzidieren. Wenn S=0O, hat man A 


=1, und zwei konse- 


kutive Elemente erster Ordnung koinzidieren nicht. 
Hat man z. B. nach dem Verfahren des Aufsuchens des gemeinsamen 
Teilers: 





| nn i i 
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Ai=x%,4+p, A= %B, + Bs, 

B, = %3Bs + By,---, B,_1 = %,B,, 

(6, =A <A, B, <4, B;41 < B;), 
so wird 

ty — Hy hy = hy + yy y= My tty ty - oy y= ty toe + yy 

wihrend zur Bestimmung der héheren Zahlen @ und # dann, wie im 
Fall c) von Nr. 2, auBer A’ und A eine weitere Zahl eintritt. Auch 
dieses Beispiel zeigt schon, daB die genannten Zahlen A, A’, «, B nicht 
alle von einander unabhingig sind, daB vielmehr nur gewisse Kombi- 
nationen derselben als wirklich ,,charakteristische‘ Zahlen der Singularitit 
aufgefaBt werden kénnen. Uber diese hier nicht naher zu erdrternde Frage 
vgl. meine Note ,.LLes combinaisons caractéristiques dans la transfor- 


mation d’un point singulier“, Rendiconti del Cire. Matem. di Palermo, 
t. IV, 1890. 


Beispiele. 
1) Sei, ohne weitere Singularitit der héheren Glieder der Reihen fir Z: 
a=t+--., y=t+..-., 
we —SP+e., wettt..,, 


so hat man 
h=A=4, h, =A’ =2, h=—A' =2, 
h,=A’=A—A’'=2 (s. b) Nr. 2). 


Fir den Zweig Z'(x, u) wird 


oe 
also fiir den Zweig Z” (w,u,): h,” =1, daher , 
h=1, S=2. 


Somit hat man fiir Z: 
4 koinzidierende Punkte, 2 koinzidierende Linien, 
2 koinzidierende Elemente 1* Ordnung, 
2 ” ” ater 
also in dieser Nummer: 


” ? 


S=a,=2, £B, =2. 
2) Sei fiir Z, wiederum ohne weitere Singularitaét der héheren Glieder: 
eu=t+..., yo=ti+---, 


7 3 
G0 SP +++ wast +---, 
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so wird 


S=1. 
Somit hat Z 
4 koinzidierende Punkte, 3 koinzidierende Linien, 


3 koinzidierende Elemente 1'* Ordnung; 


S=a,=—1, B, = 3. 


». 
Herr Engel spricht an der in der Einleitung zitierten Stelle die Charakte- 
ristik eines singuliren Zweiges einer algebraischen Kurve dahin aus: 
»4u jedem singuliren Element x‘** Ordnung (n> 1) gehért eine voll- 
stiindig bestimmte Reihe von ganzen Zahlen 
0O<h<kh<---<l,<cn-—2 


n > 
von solcner Beschaffenheit, daB fiir jedes x = 1, 2,---, mm die zwei unend- 
lich benachbarten, vereinigt liegenden Elemente (/,+ 1)" Ordnung, die 
das Element (/,+2)'*" Ordnung bestimmen, beide dem Elemente 1," Ord- 
nung angehéren“. 

Bei dieser Angabe kommt aber weder die Tatsache, dab zwei konse- 
kutive koinzidierende Elemente /,,"°" Ordnung von selbst das Koinzidieren 
je zweier konsekutiver Elemente aller Ordnungen </,, nach sich ziehen — 
wie in obigem Beispiel 1) —, noch die Tatsache, daB mehr als zwei 
konsekutive Elemente /,** Ordnung koinzidieren kiénnen — wie in Bei- 
spiel 2) —, zum Vorschein. 


Erlangen, im September 1902. 


Druckfehler. 
Seite 269, Zeile 4 von oben, 


statt T = . a a ae ae ae 


- \ 
2 e) | 4?— k? u* — k* J 


' 1 u ) 
lies: T= — (?— 2) } = — SS: 
- 2 ( e) a*—k u* — k? J 
. 563 Note mu es heiBen 8. 555 statt S. 619. 
S$. 4570 3. Zeile von oben muB es heiBen S. 561 statt S. 625 und S. 565 statt S. 629. 


es aw se ew a | ee ee 








